Topologia

AlpT (Q@freaknet.org)
November 17, 2013

Abstract

Questo testo e’ una rielaborazione personale degli appunti presi du-
rante il corso di Topologia Generale, tenuto dalla Prof.ssa Sparacino Clara
presso il dipartimento di Matematica, Catania, A.A. 2006,/2007.

Saro’ ben lieto di correggere ogni eventuale errore che mi comunicherai.

Buon lettura.



Copyright (©2007 Andrea Lo Pumo aka AlpT <alpt@freaknet.org>. All rights
reserved.

This document is free; you can redistribute it and/or modify it under the terms of
the GNU General Public License as published by the Free Software Foundation; either
version 2 of the License, or (at your option) any later version.

This document is distributed in the hope that it will be useful, but WITHOUT
ANY WARRANTY; without even the implied warranty of MERCHANTABILITY or
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General Public License
for more details.

You should have received a copy of the GNU General Public License along with
this document; if not, write to the Free Software Foundation, Inc., 675 Mass Ave,
Cambridge, MA 02139, USA.

ii



Contents

1 Spazio topologico 1
1.1 Topologia fine . . . . . . . . . .. ... . 1
1.1.1 Esempi . . . ... . e 1

1.2 Alcune topologie . . . . . . ... o 3
1.3 Topologia euclidea . . . . . . ... ... ... ... 4
1.4 Intorno . . . . . . . . . e 5
1.4.1 Proprieta’ degli intorni . . . . . ... ... ... ... ... 5

1.5 Famigliadei chiusi . . ... .. ... ... ... 0. 6
1.6 Limite . . . . . . . . e 7
1.7 Base . . . . . 7
1.7.1 Secondo assioma di numerabilita’ . . . . . . ... ... .. 9

1.72 Esempi . ... ... . 9

1.8 Sistema fondamentale d’intorni . . . . . . . ... ... ... ... 11
1.8.1 Esempi . ... ... ... 12

1.9 Chiusuradi uninsieme . . . . . . . . . . . ... ... 12
1.9.1 Proprieta’ della chiusura . . . . .. ... ... ....... 13

1.10 Interno di un insieme . . . . . . . . . .. ... 14
1.11 Punti di accumulazione e di frontiera . . . . . . . ... ... ... 15
1.11.1 Proprieta’ del derivato . . . . . . .. .. ... ... ... 16
1.11.2 Proprieta’ della frontiera . . . . . . . .. .. ... ... .. 16

1.12 Dominio . . . . . . . . . . 19
1.13 Costruzioni topologiche . . . . . . ... . ... ... ... 19
1.13.1 Con famiglia dei chiusi . . . . . . .. .. ... .. .. ... 19
1.13.2 Con famiglia di intorni . . . . . . . ... ... ... .. .. 19
1.13.3 Conbase . .. ... .. . . ... ... 20
1.13.4 Con base d’intorni . . . . . ... ... ... ........ 22

1.14 Densita’ e separazione . . . . . . . . .. . ... 23
1.14.1 Esempi . . . . . .. .o 23

1.15 Topologia indotta . . . . . . . . . .. ..o 24
1.16 Spazi metrici . . . . . . . Lo 27
1.16.1 Topologia dedotta da una metrica . . . . .. ... .. .. 28
1.16.2 Esempi . . . . . . . .o 28

1.17 Spazio metrizzabile . . . . . . ... L oo 31
1.18 Funzione continua . . . . . . . . . ... . Lo 34
1.18.1 Esempi . . .. .. ..o 37

1.19 Omeomorfismo . . . . . . . . . . . ... ... 38
2 Assiomi di separazione 39
3 Prodotto e quozienti 51
3.1 POSET di topologie . . . .. ... .. ... ... ....... 51
3.2 Prodotto di topologie . . . . . . .. ... o 52
3.3 Topologia quoziente . . . . . . ... ... L oL 63
4 Spazio connesso 70
4.1 Componenti cCONNESse . . . . . . o . v v vt 76
4.2 Connessione per archi . . . . . ... ... ... ... ....... 76

iii



5 Spazio compatto
5.0.1 Piano proiettivo

6 Omotopia

iv



1 Spazio topologico

Uno spazio topologico e’ un insieme X, non vuoto, associato a una collezione ©
di sottoinsiemi di X, strutturato dalle seguenti proprieta’:

1. X,0e®
2. Al,A2€® = AlﬂAge@

3.Viel, ;€0 = U;c;4i€©

Nota: nella 2 stiamo specificando che 'intersezione di un numero finito di aperti
sia aperto, nella 3 che 'unione di un numero finito o infinito di aperti sia un
aperto. “Infinito” e’ inteso come “infinito qualsiasi”, nel senso che I potrebbe
essere di qualunque ordine infinito (numerabile, ~ R o altro).

(X,0) ¢’ lo spazio topologico.
O €’ la topologia definita su X.
X si chiama spazio.
Gli elementi di © si chiamano insiemi aperti.
Gli elementi di un insieme aperto si chiamano punti.

1.1 Topologia fine

Possiamo stabilire una relazione d’ordine tra topologie di uno stesso spazio X:
date le topologie ©1 e O35 su X,

O, €’ piu’ fine di ©; & 61 C 6,

cioe’ se ogni aperto di ©; e’ anche un aperto di ©,, allora diremo che ©5 e’ piu’
fine di ©;.

Si dice ©5 €’ piu’ fine di ©4, perche’ ©2 ha piu’ aperti di ©; e quindi ne avra’
anche di piu’ “sottili”.

Equivalentemente
09 ¢’ piv’ fine di ©; & Vo € X By(z) C Ba(x)

dove Bj(x) €’ la famiglia d’intorni del punto z in ©1. Ovvero, se ogni intorno
di p in ©; e’ ancora un intorno di p in ©. Brevemente si dice che ogni intorno
di ©; €’ un intorno di ©,.

1.1.1 Esempi

Consideriamo le topologie su R (queste topologie vengono definite nei paragrafi
successivi):

e O4 ¢’ la piu’ fine
e O, ¢’ la meno fine

e O, < B4, dove O, €’ la topologia della retta di Sorgenfrey.
Proof:



(1)1. Verifichiamo che ogni aperto di ©, e’ un aperto per O,
Sia ]a,bl€ R un aperto per ©.. Abbiamo che

1
}aab[: [a+*vb[
ovvero |a, b[ €’ unione di aperti di O, quindi |a, b € un aperto di ©,. O
(1)2. Dimostriamo che O, # O,
Un qualsiasi [p,b] aperto di Og, non puo’ essere ne’ intersezione ne’
unione di aperti di O, O

In R% = {(z,y)|y > 0} consideriamo (R%,®./), la topologia indotta da quella
euclidea su Ri, ovvero
O, = {Ri_ n E}EE@)e

consideriamo anche il piano di Niemytzki L = (R%,0y), allora
O, <Oy

Proof:
(1)1. Lo dimostreremo facendo vedere che ogni intorno in (R?%, ©,/) €’ anche un
intorno di (R%,0y)

Aperto di Niemytzky contenuto nel semicerchio

Q)

Il semicerchio non puo' essere contenuto nell'aperto|di Niemytzky

Figure 1: O, < Ox

Per la proposizione [1.12,pg.26], gli intorni aperti di p € R% in (R3, ©./) sono

i dischi di centro p, intersecati con Ri.

CASE: p=(z,y), y >0

In questo caso l'intorno aperto S(p,r) (cioe’ un disco) contiene un aperto di

Niemytzki, cioe’ un’altro disco S(p, s) con s < r.

CASE: p= (z,y), y=0

S(p,r), in O e un semicerchio, con il diametro sull’asse delle z e con p nel

punto medio del diametro. Anche in questo caso, S(p,r) contiene un aperto

di Niemytzki, cioe’ un disco S(p,s) tangente in p con s < r. Vedi figura

[1,pg.2]. O
(1)2. Dim che O # Ox

Basta considerare p = (x,y), y = 0 e un aperto S(p,r) di Niemytzki, cioe’

un disco tangente a p: non esiste alcun semicerchio (ovvero un aperto di ©,/)

tutto contenuto nel disco. Vedi figura [1,pg.2]. O



Example 1.1.
(R?,0,) < (R?,0)

dove
@:{AQRQ\AORm €O, ANR, E@Ry}

dove
w:{x}XR7 Ry:RX{y}

e Or, €’ la topologia indotta da quella euclidea su R, .

Proof:
LET: U € O,
notando che R, €’ una retta, si ha che U N R, €’ un aperto in ©r_ . Resta da

pr()Vare Che ()6 # ()
nn neN

Consideriamo
(1)1. S €’ un chiuso in © ma non lo € in O,
A=R%\ S
ANR, =R, XOR ANR,; =R, \ un punto, in ogni caso A € O_, quindi S
e’ chiuso.
(0,0) ¢ S, ma in (R?,0,), ogni intorno di (0,0) interseca S, quindi D(S) # 0
e percio’ S non €’ chiuso.
O

1.2 Alcune topologie

1. ©; = {X, 0} ¢’ detta topologia indiscreta ed €’ la meno fine tra le topologie
su X.

2. ©4 = P(X) € la topologia discreta ed ¢’ la piu’ fine. P(X) e’ l'insieme
delle parti di X.
In questa topologia, ogni sottoinsieme di X formato da un solo elemento
(singoletto) e’ un aperto. Vale anche il viceversa: se ogni singoletto di una
topologia © su X e’ un aperto, allora ©® = ©, = P(X). Basta considerare
la proprieta’ 3: unione di singoletti e’ ancora un aperto, quindi, dato un
Y € P(X),Y =U,ey {y} € un aperto.

3. Dato un insieme infinito X, la topologia cofinita su X €’
O.={ACX|X\A¢ finitoVv A=0}
Verifichiamo che O, e’ una topologia.

(a) X C X e X\ X =0 ¢ finito, quindi X € O.. 0, per definizione di
©. ¢’ un aperto.

(b) Dati Ay, Ay € O, €’ vero che Aj N Ay € ©.7 Poiche’ A; €’ un aperto
di O, abbiamo che

AIZX\{p17"'7pn}

lo stesso per As:
A2 :X\{qlauqm}



allora
Al ﬂAQ :X\{pla'-~7pn7q17"'aqm}

e quindi
X\ (AiNA) ={p1,...Pnq1,- -, qm}
e’ finito?
(¢) Sia D; un insieme finito, allora
A€, = A =X\D
AL UAs = (X \ D) U(X\ D2) =X\ (D1ND3) [per De Morgan]

UAi:X\ﬂDi

icl i€l

X\UAz:ﬂD'L e’ finito

iel el
= (J4ieo.

i€l

4. Dato X e A C X, allora {X,0, A} ¢ una topologia su X.

1.3 Topologia euclidea

Definiamo la topologia euclidea O, su R,
O, ={ACR|Vxe ATa,b]C A: x €la,b}

dove ]a, b[ €’ un intervallo aperto. Equivalentemente possiamo dire che
A €0, & Ae unione di intervalli aperti.

(R, O,) €’ la topologia euclidea su R.

Proof:
) € O, infatti, se per assurdo ) ¢ ©. vorrebbe dire che la negazione di
“vr € A 3(a,b)...,” e vera, ovvero che 3z € AP(a,b)...,, ma questo e’

assurdo perche’ () non ha elementi.
Ovviamente R € ©,.
A, Ay €0, => A1NAy €6, 7

r€AINAy = x€ ANz € Ay
x€A = F>0: (x—¢g,x+e)C A
r€Ahy = I >0: (z—¢c,x+e)C A
supponiamo &’ > ¢
(x—e,x+e)C(x—e,2+e)C A = A1 C Ay = AINAy=A4,€0,
Analogamente si vede che vale la terza proprieta’. O

La topologia euclidea (R?,0,) e’ definita usando il disco:

0. ={ACR?|V¥pe AJe>0: Jundisco S(p,e) C A}

1 In questo passo abbiamo dimostrato anche un risultato piu’ forte: due aperti di O si
incontrano sempre (la loro intersezione non e’ mai vuota). Questo risultato servira’ piu’ in
la’.



dove
p=(x0,50), S(p,e) ={(x,9)| (x —x0)* + (y — yo)* < €%}
In poche parole, S(p,e) sono tutti i punti interni del cerchio di raggio € e di

centro p.
Analogamente in R? si usa la sfera.

1.4 Intorno
In (X,0),datozg e X, U C X,
Uintornodizg & JA€©: 50 € ACU
L’insieme di tutti gli intorni di zg si indica con B(z).
Lemma 1.1. Sia A # 0, si ha
Ae€e® < Yac AAc B(a)

Owvero, A e’ un aperto se e solo se A e’ intorno di ogni suo punto.

Proof :
()1. Dim =

ASSUME: a € A€ O

ProvE: dB€®: aeBCA

Allora basta scegliere B = A. O
(1)2. Dim <

ASSUME: YVa € A, 4B, €0 : a€ B, C A

PROVE: A€©

Proof :

Presi Bg,, Bo, € © sappiamo che By, U B,, € ©. Allora

A:UBa = A€O

acA
O
1.4.1 Proprieta’ degli intorni
1. Vz € X B(z) # 0, infatti, almeno X € B(z).
2. B1,By € B(z) = By N By € B(x)
Proof:
BleB(x) = dC1e€eO: 2xeC; C B
BQEB({L‘) = dC, €O: ze€Cy C By
CinCy,e®
CiNCyC BiNBy = B1N By EB(.T)
O

3. NeB(z), NCMCX = M e B(x)

4. NeB(z) = IM € B(x): M C N AVye M, M € B(y)
Per il lemma [1.1,pg.5], possiamo anche dire:
NeB(zx) = IMeB(x): MCN AMe®©



Proof:
Dalla definizione di intorno:
IMeO®: ze MCN
quindi ci basta provare che M € B(x), ovvero dobbiamo trovare un M’
t.c. M' € ©, x € M’ C M. Allora scegliamo M’ = M. O

1.5 Famiglia dei chiusi

In (X,0),
C CX = chiuso & X\CeO

Ovvero, un chiuso €’ il complementare di un aperto.
Indichiamo 'insieme di tutti i chiusi con

C={CCX|X\Ce0)}

Partendo dalle proprieta’ degli aperti, possiamo dedurre le seguenti proprieta’
(sostanzialmente usando De Morgan):

1. X,0eC
2. C1,C,eC = C1UCeC
3.Viel, C;eC = (e, CielC
Proof:
C;ieC = X\C; €0
= UX\Cie@

el
U X\C; =X\ ﬂ C; [per De Morgan]
iel i€l
= X\(Cieo = [CiecC
iel il

Altre proprieta’ dei chiusi:

1. Aperto \ Chiuso = Aperto

Proof: Sia A€ ©, BeC,
A\B=ANnX\B € ©
~——

aperto

2. Chiuso \ Aperto = Chiuso

Proof: Sia A€ 0O, BeC(C,
B\A=BNX\Aec0O
~——

chiuso



1.6 Limite

Possiamo copiare dall’analisi e generalizzare il concetto di limite.
Supponiamo di avere una successione p, : N — X, allora un limite delle
successione e’ definito cosi’:

lim p,=1 & YUe€B(),Iv>0: Vn>v, p, €U

n——+oo
Il limite non e’ unico in ogni topologia.

Proof:
Consideriamo la topologia delle strisce (R?, ©,), dove
PeO;, & Vpe P, Je >0: Striscia(p,e) C P
dove
p = (20,%0), Striscia(p,e)={(z,y) ||z —zo| <e}
In sostanza, se disegniamo sul piano Striscia(p,e), otteniamo una striscia ver-
ticale di ampiezza ¢ che si estende all’infinito verso sopra e verso sotto, e g €’
sempre a meta’ tra xg — € e xg + €.

In questa topologia, la successione p,, = (%, 0), non ha limite unico, infatti, tutti
i punti dell’asse y sono suoi limiti. Per visualizzare: scegli un punto p dell’asse
y, scegli la striscia Str(p,¢); allora Vn > v = 1 (%,O) € Str(p,e). O

€
In sostanza, in (R?, ©,) il limite e’ unico, perche’ per ogni punto esiste un suo
intorno che non puo’ mai coincidere con I'intorno di un altro punto, invece, in
R? Oy, basta che prendiamo Striscia((z,y),¢)), Striscia((z,y'),e)) per avere
due intorni uguali, associati a uno stesso punto (z,y").

(0)1. Dimostriamo l'unicita’ del limite in (R?, ©,)

ASsSUME: 1. limy, oo pr =1
2. limy, s yoopn =1’
3. per assurdo: | # I’
4. U e B(l), Ve B(l")
5. U NV =0 [lo possiamo supporre poiche’ siamo in (R?,0,), che ¢’
uno spazio Ty (vedi [2,pg.40]).]
Prove: =1
Proof: Per definizione di limite:
Jv>0: Vn>wv, a, €U

F'>0: ¥n>1, a, €V
an, €UNV =0 assurdo

1.7 Base

Sia (X, ©) il nostro spazio topologico e sia B C ©. B ¢’ chiamata base di (X, 0),
se ogni elemento di © si puo’ esprimere come unione di elementi di B.

B= base di® & VI €© 3B, CB:T =By
o equivalentemente

B= basedi® & VAcOVxre AdJBeB: z € BCA



Proprieta’:

1. Presi due By, By € B, allora B; N By €’ unione di elementi di B. Formal-
mente:

Bl,BQEB = Vl’eBlmBzaBgGBi ZL’GngBlﬂBQ

Proof: Basta osservare che B; N By € O:
B; N By € © [per la proprieta’ degli aperti]

Ve € BiN By 3B3 € B: x € B3 C By N By [def. di base]

2. Ogni elemento di X €’ contenuto in un elemento della base
Vee X3dB1e€B: ze€ B;

che equivale a dire:
x=JB

(0)2. Dimostriamo questa equivalenza

ASSUME: Ve € X 3B € B: z € By
PrROVE: X CUB A UUBCX
Proof:
Sia x € X, per Hp 3By € B: = € B; e allora
reB C|JB = ze| B
e quindi X C|JB
Sia b € |J B, poiche’ per definizione B C O si ha immediatamente che:
belJBC X

(0)3. Dimostriamo la proprieta’

ASSUME: B base per ©
PrOVE: Vee XdAB1e€eB: z € B,
Proof:

XeO = VeeX3IB eB: x€ B CX |[proprio per def. di base
Mini dim. alternativa: poiche’ X € ©, X sara’ unione di elementi di B,
allora dato che x € X, x appartera’ anche a questa unione e quindi a
qualche B € B. O

Le proprieta’ [1,pg.8] e [2,pg.8] sono anche una caratterizzazione della base, cioe’

Bl,BQGB = V$€BlﬂBQE|Bg€BZ xGngBlﬂBg

B base di una certa topologia © su X &
Vre X 3B eB: x€ B

(0)2. Abbiamo gia’ dimostrato =, ci resta da dimostrare <

AssuME: 1. B C P(X),ovvero B € una collezione di sottoinsiemi di X.
2. B rispetta le due condizioni.

PrROVE: 1.0 ={A| A ¢ unione di elementi di B} ¢’ una topologia su X
2. B ¢’ una base di ©

Proof: Vediamo che © e’ una topologia:



() € © perche’ unione di elementi nulli di B

X € O per quanto abbiamo dimostrato prima in [2,pg.8], cioe’:
x=JB

Dato Ay, A; € © vogliamo provare che A; N As € O.

r€AiNAy = € B, CAj,x € B, CAy
Per la prima condizione: 3B,, € B: z € B, C B, N B,
= z€bB, NB,,, = AiNA C B, NB,;, €O

Unione arbitraria di aperti ¢’ un aperto, infatti, sia T, € ©
Uz.=U U 5
acl a€l BET,

(dato che ogni Ty, €’ unione di elementi di B)

= U Bg €0
BEUqer Ja

1.7.1 Secondo assioma di numerabilita’

Uno spazio topologico (X,0) soddisfa ASs, chiamato il secondo assioma di
numerabilita’; se esiste una base per © numerabile o finita. Brevemente si dice
che O €’ a base numerabile.

(X, 0) soddisfa AS; < 3B base per O : |B| < |N|

1.7.2 Esempi

L’unica base per la topologia indiscreta ©; ¢’ {X}.

Una base per 04, la topologia discreta e’ {{z}sex}, ovvero I'insieme di
tutti i singoletti. Inoltre, in una qualsiasi base di ©4, devono essere con-
tenuti tutti i singoletti, infatti, dato che {z} € © deve essere unione di
elementi della base, allora l'unica possibilita’ e’ {z} = {z} U{z}, cioe’ {z}
deve stare nella base. In conclusione, se I'insieme dei singoletti di X non
e’ numerabile ed e’ infinito, allora la sua topologia discreta non soddisfa

ASs.

In (R, ©,.) una base e’ B = {]a,b[, a < b}4per, ma una ancora piu’ piccola
e’ B = {l]a,b[}upeq}, infatti, ogni elemento di B ¢’ unione di elementi
di B’ perche’ se prendiamo un z €]a, b[, allora per la densita’ di Q in R
IreQ: rela,z[edseQ: sz, bl

La base B’ di prima ¢’ numerabile, infatti:

|B'| = |Q x Q, inoltre Q = N x N. Quindi |[B'| =|N x N x N x N|. Per il
teorema delle potenze Cantor [N?| = |N|, percio’ |B’| = |N|.

Quindi per definizione (R, ©.) ¢’ a base numerabile.

(R,04) non € a base numerabile, infatti, poiche’, come abbiamo visto
prima, in ogni base B di ©4 devono essere contenuti tutti i singoletti di R
abbiamo che |B| > |R|.



e In (R2,0,.) ogni aperto e’ unione di dischi, quindi una sua base B e’ la
famiglia di tutti i dischi (cosi’ come in (R, ©,.) una base era la famiglia di
tutti gli intervalli aperti).

Una base piu’ piccola e’ questa:

B/ = {]T,S[X]T/,S/[ | T,S,’I"/, Sl € Q}

|r, s[x]r’, s'[ € un rettangolo aperto (senza bordo), cioe’ e’ questo insieme
di punti:

Jroslx]r, s [= {(z,y) €R? [r <z <s, 1’ <y<s}

Per provare che B’ ¢’ una base, basta mostrare che ogni disco, cioe’ ogni
elemento di B e’ unione di elementi di B’ cioe’ quadrati a coordinate
razionali, piu’ precisamente bisogna mostrare che dato un disco S

V(z,y) € S3QeB : (z,y)€eQCS
Disegnando la situazione questo risulta ovvio e intuitivo. La dimostrazione
formale richiederebbe un po’ piu’ di passaggi.

(0)3. Dimostrazione intuitiva

Prendiamo un generico disco di centro C' e di raggio C'A (senza bordo,
perche’ stiamo considerando insiemi aperti). Prendiamo allora un suo
punto P all’interno. E’ ovvio allora che possiamo trovare un rettangolo
che contenga P e sia contenuto nel disco. O

=

/ P x,y)

_.'——"‘_'_'_.;'"_h‘--..
P

N
_

10



1.8 Sistema fondamentale d’intorni
In (X,0), dato z € X e V,, C B(x),

V., = base d’intorni per z < YU € B(z) I3V €V, : {z}CV CU

Altre nomenclature equivalenti sono sistema fondamentale d’intorni, base locale.
11 primo assioma di numerabilita’ (chiamato AS;):

(X,0) soddisfa AS; < Vr € X 3V, base locale di z : |V,| < |N]

ovvero se per ogni x € X esiste una sua base locale numerabile o finita, allora
lo spazio topologico soddisfa il primo assioma di numerabilita’.

Proposition 1.2.
ASQ = ASl

Proprieta’: Se in (X,0), per ogni € X e’ assegnato una base locale V,
formata da intorni aperti, allora valgono queste proprieta’:

L.V, #0, VUV, zeU

2. Uy,Uy €V, = U3 €V, : U3 CU NU,. Ovvero, l'intersezione di due
elementi di V e’ un intorno “generato” da un elemento di V.

3.zelUeV, = VeV,: VCU
Proof:

(1)1. Dimostriamo la 1
Intanto B(x) # () per la prima proprieta’ degli intorni. Allora, per far vedere
che V, # () dobbiamo dimostrare che preso un U € B(z) esiste un V € V,
tale che V' C U. Allora basta scegliere V = U.
Poiche’ U € V, €’ un intorno di = segue immediatamente che
YU eV, zeU
O
(1)2. Dimostriamo la 2
B1,Bs €V, = Bj, By € B(x), allora per le proprieta’ degli intorni BiNBy €
B(z) e quindi per definizione di V, esistera’ B3 € V: B3 C By € B(z). O
(1)3. Dimostriamo la 3
AssuMmE: 1.y e X
2. U € Vy, U aperto.
3.xelU
Prove: IVeV,: VCU
U e un aperto e quindi, per il lemma [1.1,pg.5], € intorno di ogni suo
punto. Allora U e’ intorno di x, ma poiche’ V, e’ base locale di x, segue,
per definizione, che:

9

WVeV,: VCU
O
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1.8.1 Esempi

In (R, ©.), una base locale per x € R €’
Vo= {Jo— 2+ >[|neN} VzeR
z={lz—— 2+ —[ln x

inoltre questa base locale ¢’ anche numerabile e quindi 6, soddisfa AS;.

1.9 Chiusura di un insieme

Sia AC X,
Chs={BeC|ACB}

ovvero 'insieme dei chiusi che contengono l'insieme A.
Definiamo chiusura di A, il seguente insieme:

A= B

BeCa

Per la proprieta’ [3,pg.6], A ¢ un chiuso e inoltre e’ il piu’ piccolo chiuso che
contiene A.
Vale la seguente caratterizzazione per insiemi chiusi:

A= chiuso & A=A

Proof:
(1)1. Dim. =
A, per Hp, €’ chiuso, e poiche’ A C A si ha che A € C4. Sia D € C4, allora
DeCy = ACD ==AND=A

Quindi I'intersezione di tutti gli elementi di C4, ovvero A e’ proprio uguale a

A. O
(1)2. Dim. <=
A=A ma A e un chiuso, quindi anche A lo €’. O

Theorem 1.3. Sia A C X, allora
peA & YUEBp) UNA#()

Owvero, p € A se e solo se ogni suo intorno incontra A.

Proof:
(H1. Dim =
ASSUME: pe A

G € B(p)
Per assurdo GNA =10
PrOVE: assurdo
WCGE: UeOApeUCE [per def. di intorno]

GNA=0 = UnNA=0 & ACX\U

(X \U) e un chiuso perche’ U e’ un aperto

ACX\U = ACX\U [A¢ il piu’ piccolo chiuso in C4]
peEACX\U = pe X \U assurdo! perche’ p € U

12



(1)2. Dim <
AsSUME: YU € B(p) UNA#0
Per assurdo p ¢ A

p¢A=pecX\A
A e’ un chiuso = X \ A e’ un aperto = X \ A ¢’ un intorno di p, cioe’ X \ A € B(p)

ACA = (X\A)NA=0) assurdo contro Hp
O

1.9.1 Proprieta’ della chiusura

1.0=0, X=X
Questo perche’ () e’ un chiuso, e quindi per la caratterizzazione degli in-
siemi chiusi ) = (). Lo stesso vale per X.

2.VACX ACA
Perche’ A ¢’ il piu’ piccolo chiuso che contiene A.

3. Dato A,BC X, o
ACB = ACB

Proof:

CBCB

e’ chiuso, contiene A

oo

e’ il piu’ piccolo chiuso contenente A
= ACB

4. AUB=AUB

Proof:
ACA BCB = AUBCAUB

AUBC AUB [per la prop. [2,pg.13]]

Poiche’ AU B ¢’ il piu’ piccolo chiuso che contiene A U B, sara’ contenuto in A U B:
AUBCAUBCAUB

Vediamo l’altra inclusione:

ACAUB = ACAUB |prop. [3,pg.13]]

BCAUB = BCAUB | prop. [3,pg.13]]
AUBCAUB

A

5. A=
A ¢’ un chiuso, e i chiusi coincidono con la propria chiusura.
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1.10 Interno di un insieme

La topologia e’ una categoria. Uno dei primi risultati delle teoria delle categorie?

e’ il principio duale: per ogni proprieta’ che riguarda una categoria esiste la sua
proprieta’ duale. Adesso, cosi’ come abbiamo visto la chiusura, definiremo una

“apertura’”.
In un topologia (X, ©), sia

Ay={Bec®©|BCA}

Ay € Uinsieme di tutti gli aperti contenuti in A.
L’interno di A €’ definito come:

A° = JAa
(Nota?)

A° €’ I'unione di tutti gli aperti contenuti in A.
A° €’ il piu’ grande aperto contenuto in A.

Le proprieta’ che valgono per la chiusura sono duali per I'interno.

Proposition 1.4.
A= aperto & A= A°

Theorem 1.5.
peA® & U eB((p): UCA
Proof:
(1)1. Dim =
peA®° = peBe Ay
B €’ aperto, e quindi intorno di ogni suo punto
inoltre, €’ contenuto in A poiche’ elemento di A4
(1)2. Dim <«

O

Per Hp 3U € B(p) : U C A, allora possiamo prendere un aperto B dentro

I'intorno U t.c.
pPEBCUCA = BCA= Bedy = pel|JAs=4°

Proprieta’ degli interni: sono le duali delle proprieta’ della chiusura:

1. 0°=0, X°=X
2. ACB = A°CB°
3. A°CA

4. (ANB)° = A°NB°

2vedi http://del.icio.us/alpt/category

oo

3 Sia A C X. Possiamo definire I’esterno di A come 1'unione di tutti gli aperti contenuti

in X \ A, o equivalentemente come 'interno di X \ A.
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5. (A°)° = A°
Theorem 1.6.

A° =X\ (X \ 4)

Proof:
(1)1. Dimostriamo A° D X \ (X \ 4)

X\ACX\A

X\(X\4)2X\X\4
=A aperto

ADX\X\ 4

A° ¢’ il pin’ grande aperto contenuto in A

= A°DX\X\4A

(1)2. Dimostriamo il viceversa

A° C A [per le proprieta’ degli interni]
X\ A° D X\ A [prendendo i complementari]
X \ A° €’ chiuso perche’ A° e’ aperto, inoltre contiene X \ A, allora

X\ACX\A® [perche’ X \ A ¢ il piu’ piccolo chiuso che contiene X \ A]

X\ X\ ADA® [riprendendo i complentari]
O

1.11 Punti di accumulazione e di frontiera

Sia A C X, dove (X, 0) €’ la topologia in cui stiamo operando.

Definition 1.2.
D(A) = Punti di accumulazione per A ={p€ X |VU € B(p) g€ X : ¢#p, ¢ € UNA}

O equivalentemente: D(A) ={p € X |VU € B(p) UnN(A\{p}) # 0}

In altre parole, un punto p € X e’ di accumulazione per A se ogni suo intorno in-
contra A in almeno un punto distinto da p. O in altre parole, “z ¢’ infinitamente
vicino ad A” (questa analogia si basa sul fatto che gli intorni modellizzano il
concetto di “vicinanza”: i punti degli intorni piu’ piccoli di x sono quelli piu’
vicini).

Definition 1.3.

F(A) = Punti di frontiera per A ={p e X |VU € B(p) UNA#0 N UN(X\A) £ 0

Ovvero, p € X e’ un punto di frontiera per A se ogni suoi intorno incontra A e
X\ A

Theorem 1.7. Dato A C X, abbiamo

A=AUD(A) = AUF(A)
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Proof:
(1)1. Dim A= AU D(A)
(2)1. Dim A C AU D(A)
ASSUME: p€ A
PROVE: pe€ AUD(A)
CAseE: pe A
allora abbiamo finito perche’ p € AU D(A).
CAsE: p¢ A
Poiche’ p € A, per il thm [1.3,pg.12], ogni intorno di p incontra A:
YU € B(p) UNA # (. Ma poiche’ p ¢ A, avremo che p ¢ UN A. Abbiamo
ritrovato la definizione di punto di accumulazione:
{VU €Blp) UnA#D = p = punto di accumulazione
pEUNA
(2)2. Dim AUD(A) C A
Sia p € AU D(A). Distringuiamo due casi:
CASE: pe A
allora p € A, perche’ A ¢’ il piu’ piccolo chiuso contentente A.
CASE: p e D(A)
tutti gli intorni di p incontrano A e quindi per il thm [1.3,pg.12] segue che
peA O
(1)2. Dimostriamo A = AU F(A)
(2)1. Dim A C AU F(A)
ASSUME: p€ A
PrROVE: pe AUF(A)
CASE: pe A
allora abbiamo finito perche’ p € AU F(A).
CasE: p¢ A & pe X\ A
Poiche’ p € A, per il thm [1.3,pg.12], ogni intorno di p incontra A:
VYU € B(p) UNA # (). Poiche’p € X\ Aep e U avremo che in UN(X\ 4)
c’e’ almeno p. Ricapitolando: ogni intorno di p incontra A e X \ A, quindi
p e’ un punto di frontiera. O]
(2)2. Dim AUF(A)C A
Questa dimostrazione e’ identica a quella usata in (1)1, basta sostituire
D(A) con F(A). O

1.11.1 Proprieta’ del derivato
1. D(A1UAs) = D(A1)UD(As)
Proof:

VB € B(z) BN(AjUAs)\{z} # 0

BA(A1UA\ [z} = (BRANU(BAA )\ (o} 20+ & € PAIDA)

x € D(A1UAy) & {
1.11.2 Proprieta’ della frontiera
1. F(A°) C F(A)

Proof: Sia p € F(A°) allora ogni intorno di p incontra A° ¢ X \ A°.
Scegliamo U € B(p) aperto (possiamo sempre scegliere un intorno aperto),
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allora:

UeB(p) = 3qeUNA®, 3zeUN((X\ A°)

geEA°CA=UNA#]
CAse: z ¢ A
In questo caso, abbiamo finito perche’ UNA # 0 e UNX \ A # () e quindi
F(A°) C F(A). Altrimenti
CASE: z€ A
Sappiamo che z € X\ A° e quindi utilizzando il thm [1.5,pg.14] otteniamo:

VWeB((): VZA
ma U € B(z) perche’ U €’ un aperto e quindi e’ intorno di ogni suo punto.
In conclusione:
UZA=UNX\A#0)
O

Il viceversa di questa proprieta’ non vale sempre. FEcco un contro esempio
in figura:

F(A°) € la circonferenza S del disco, mentre F(A) e’ I'unione della cir-
conferenza e dei raggi.

. F(AUB) C F(A)UF(B)
Proof: Siap € F(AUB), allora ogni suo intorno incontra AUB ¢ X\ AUB.
Supponiamo per assurdo che p ¢ F(A) U F(B) e quindi

pg F(A) = U eB(p): UNnA=10)

p¢ F(B) = IVeB(p): VNB=0
V' NU € un intorno di p (per la prop. degli intorni), allora poiche’ p €
F(AU B) segue:

(VNU)N(AUB) # 10

ma questo e’ assurdo perche’
(VNU)N(AUB) = (VNUNA)U(VNUNB) = (VN u(VNp) =0ud =0
O
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Ecco un controesempio per F(AU B) # F(A) U F(B): consideriamo A =
10,1], B=11,2[in (R, ©,) allora

AUB =)0,2), F(AUB) = {0,2}, F(A)={0,1}, F(B) = {1,2} F(A)UF(B)={0,1,2}

3. F(A) = F(X \ A)

Proof:
r€F(A) ©VUeB(x) UNA#£D, UNX\A#(D

reF(X\A) & YU €eB(x) UNX\A#D, UNA#D

4. A aperto & ANF(A) =0

Proof:
(2)1. Dim =
A aperto & A= A°
reA=A°=3BeB(z): BCA
BCA=B¢ X\A=>uz ¢ F(A) = F(ANA=10
(2)2. Dim <«
Siax e A

e A, F(ANA=0=2¢ F(A)=3BecB(x): BnA=0V Bn(X\A4) =0
r€A= BNA#0= BN(X\A) =0« BCA=x€c F(A)
O

Proposition 1.8.
A chiuso < A= F(A)UA°

Proof:
(2)1. Dimostriamo F(A)UA°CA
Poiche” A €’ un chiuso:
A = A =
~— ~—
[1.9,pg.12]  thm[1.7,pg.15]
F(A)CA
A°CA
(2)2. Dimostriamo l'inclusione inversa
Prendiamo un z € A. Se z € F(A), allora abbiamo finito.
Supponiamo che z ¢ F(A) e dimostriamo x € A°.
Supponiamo per assurdo che x ¢ A°. Allora, per la caratterizzazione dei
punti interni [1.5,pg.14], abbiamo:
VU € B(z) UZ A< JyeUN(X\A4)
e poiche’ z € A, x € U, possiamo dire:
VU € B(x) UNA#0AUN(X\A) #0
allora, per definizione, z € F(A). Assurdo.
(1)1. Dimostriamo <
Supponiamo che A = F(A)UA°. Supponiamo per assurdo che A sia un’aperto,
allora
A aperto & ANF(A)=0= F(A) ¢ A= F(A)UA®° ¢ A= A+# F(A)UA® assurdo

[4,pg.18]
quindi A e’ un chiuso.

F(A)UA = F(A)CA

= F(A)UA°CA
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1.12 Dominio

Definition 1.4. Dato uno spazio topologico (X, ©),
A#£D

A ¢ un dominio < ¢ A e’ chiuso
ACD(A°)

La figura in [1,pg.17] mostra un insieme che non e’ un dominio: il punto ¢ non
appartiene al derivato dell’interno, ovvero ) non e’ un punto di accumulazione
dell’interno: l’interno e’ il solo cerchio.

1.13 Costruzioni topologiche

Per creare uno spazio topologico, fin’ora abbiamo avuto bisogno di descrivere
la totalita’ della topologia (tutti gli insiemi aperti). Adesso vedremo com’e’
possibile creare topologie descrivendo parti piu’ piccole.

1.13.1 Con famiglia dei chiusi

Sia X # (), C C P(X) in modo tale che vengano rispettate queste proprieta’:
1. X,0eC
2. (1,0,eC = CL1UCy el
3. Viel, C;eC = N,e;CieC

allora e’ possibile definire un’unica topologia © su X in modo tale che i chiusi
siano gli elementi di C:

el

O={ACX: X\AecC}

e’ facile verificare che © e’ una topologia e che e’ unica.

1.13.2 Con famiglia di intorni

Sia X # 0, Vo € X 3 una famiglia B(xz) C P(X) tale che siano verificate le
seguenti proprieta’:

1.Vee X B(z)#0, VUe B(z)xeU

2. By,By € B(x) = BN B, € B(x)

3. NeB(z), NCMCX = M e B(x)

4. NeB(z) = IM € B(x): M C N AVye M, M € B(y)

allora e’ possibile definire un’unica topologia © su X in modo tale che per ogni
2 € X la famiglia degli intorni di z sia proprio B(x):

O={ACX|VzreX AcBx)}
o equivalentemente

O0={AC X |Vre AIN € B(z): N C A}
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(0)3. Dimostriamo che © e’ una topologia

1. § € © perche’ § non ha elementi e quindi Vo € A..., e sempre vero.

2. X € O perche’ Vo € X X € B(z)
3. A1, Ay € © ¢’ vero che A1 N Ay € ©7
€ A1 N Ay

x €A = A € B(x) [per la def. di O]
x € Ay = As € B(x)
A1 N Ay € B(z) prop. 2 degli intorni]
= A1NA, €0
4. E’ vero che
Viel, A; €0 = UAie(a
iel
x € A; = A; € B(x) [per la def. di ©]
A1 C A UA; = AjUAs € B(x) [prop. 3 degli intorni]
=|J4ico

iel

1.13.3 Con base

Sia X # (0, Vo € X 3 una famiglia B C P(X) tale che siano verificate le seguenti
proprieta’:

1. Bl,BQEB = Vre B NBy;dB3 e B: v € B3 C BN By
2. Vo € X 3By € B: z € By che equivale a dire: X =JB

allora e’ possibile definire un’unica topologia © su X in modo tale che per B sia
una base di O:

©={ACX|3BCB: A= By}
che equivale a
©={ACX|Vxe AIBeB: x € BC A}

(0)4. Dimostriamo che © €’ una topologia

1. ) € © perche’ 6 non ha elementi e quindi Vo € A..., € sempre vero.

2. X € O per la proprieta’ 2 delle basi, ovvero X = |JB
3. A1, Ay € © € vero che A; N Ay € ©7
z € AN A,

x €A, = 3By €B: z€ By C A [perladef. di O]
r €Ay = dByeB: x € By C Ay

Vre AiNAy x € BiN By C A1 N Ay

= A NA €0
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4. E’ vero che
Viel, Aic® = (JAico
iel

x€A; = IAB, € B: x € B; C A; [per la def. di 6]

Vee|JA; = z€A; = 3B, eB: xeB; CA; C|JA
i€l el
= J4aieo

iel
Esempio: La retta di Sorgenfrey e’ costruita solo a partire da una base:

B = {[a,b[}a<s

si puo’ dimostrare che B soddisfa tutte le proprieta’ delle basi. Nasce cosi’
(R,0;). Un qualsiasi [z,y[C R €’ sia aperto che chiuso: €’ aperto perche’ e’
unione di elementi di B, ed e’ chiuso:

Z =R\ [z, y[=] - o0, z[Uly, +oo[= (| J [z = n,2) U (|J v,y + nl)
neN neN

(Unenlr — n,2[) € unione di elementi di B e’ quindi e’ un aperto, lo stesso
vale per (U,enly;y + n[). Z essendo unione di aperti ¢’ un aperto e quindi
R\ Z = [z, y[ € un chiuso.
La topologia di Sorgenfrey soddisfa AS; ma non AS,.
Proof:
(1)1. Dimostriamo che soddisfa AS;

Una base d’intorni numerabile per z € X €’

V, = {[I’Hi[}new

infatti, se prendiamo U € B(z), per definizione di intorno,
esiste A€ ©: x € ACU. Poiche’ A e unione di elementi di B, esistera’ un
[2,yl€e A: z € [z,y[, quindi

[z,y[C [z,9[C U

1 1
SianGN:x+ﬁ<y = [x,x+ﬁ[§[x,y[§ [z,y[CU

Nota: [:v,x + 1 { eV,
" 0
(1)2. Dimostriamo che non soddisfa ASy
Supponiamo per assurdo che esista una base B numerabile per ©,. Poniamo
E={infD|De B}

|E| < |B|, e quindi E €’ al piu’ numerabile, allora R\ E # 0.
Siaz € R\ E.

[,z +1[ ¢ aperto = ID € B: € D C [z, + 1]

inf D=z perche’x € De D C [z,z+ 1]
infD=x = x € E ¢ assurdo perche’ z e R\ E O
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1.13.4 Con base d’intorni

Sia X # 0, Vz € X 3 una famiglia V, C P(X) tale che siano verificate le
seguenti proprieta’:

1.V, #0, VUeV,ze€U
2. U, Uy €V, = AUz €V, : U3 C U NUs.
3.zeUeVy, = 3IVeV,: VCU

allora e’ possibile definire un’unica topologia © su X in modo tale che V, sia
una base d’intorni per x € X:

O={ACX|Vre€AIBeV,: x € BC A}

Nota: la prop. 3 non serve per definire O, serve solo per dimostrare che tutti
gli elementi di V, sono aperti.

Example 1.5. Il piano di Niemytzki.
Sia L = {(z,y) € R? | y > 0}. Definiamo una base d’intorni per p = (z,y):
CAsE: y >0

1
V, = {Dischi senza bordo di raggio — e di centro p}
n
CAse: y =0

1
V, = {Dischi tangenti in p nel bordo (senza circonferenza, ma con p incluso) e raggio —}
n

Figure 2: Il piano di Niemytzki
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(1)1. Verifichiamo che questa base d’intorni definisce una topologia. Dobbiamo
quindi provare le tre proprieta’ delle basi d’intorni.

Ovviamente V,, # (). Se prendiamo un U € V), allora proprio per costruzione
di Vp sihachepeU.
Prendiamo Uy, Uz € V,. Nel caso in cui Uy, U; siano due dischi di centro p, o
uno e’ contenuto nell’altro o viceversa, quindi U NUs = U; V Uy NUy = Uy,
quindi in entrambi i casi la proprieta’ due e’ rispettata. Analogamente si vede
per il caso in cui i dischi siano tangenti in p.
In definitiva, L con V, definiscono una topologia. Poiche’ V, ¢’ numerabile,
la topologia di Niemytzki soddisfa AS;. O

Sia L1 = {(z,0) | z € R} (cioe’ I'asse z del piano), Ly = L\ L; (cioe’ il semipiano
di Niemytzki privato dell’asse x).
e [; ¢’ chiuso.

Proof: Ly e’ aperto, perche’ per ogni suo punto p esiste un disco B € V,
tale che p € B C Lo. Quindi Ly = L\ Ly €’ chiuso. O

1.14 Densita’ e separazione
Definition 1.6. In (X,0), sia A C X,

A=denso & A=X
(X,©) = separabile & 3A C X, denso e numerabile

Theorem 1.9. Caratterizzazione degli insiemi densi.

A denso & VU € (0\{0}) ANU#0D

Proof:
(1)1. Dim =

A=X=VeeX 2€eA = VreX VYVUeB(x) UNA#0 = VVeoO\{0} VNA=#£D
[1.3,pg.12] [1.1,pg.5]
(1)2. Dim <«
Poiche’ ACX, basta provare XCA. Sia 2 € X. Per ipotesi, si ha -
VU € B(z)N® UNA# 0 =VU € B(z) UNA#0 = z€A

[1.3,pg.12]
O
1.14.1 Esempi
e (R,0,.) € separabile.
Proof: Q e’ denso infatti, Q = QU D(Q), dove
DQ) ={peR|VUEB(p) qeR: q#p, qcUNQ} =R
e quindi -
Q=QuD@Q) =R
Poiche’ Q e’ numerabile segue che (R, ©,) e’ separabile. O

e Il piano di Niemytzki e’ separabile.
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Proof: A = Q x QT e’ denso in L, infatti, ogni intorno di un punto p
contiene infiniti punti con coordinate razionali, e quindi incontra A. [
e Sia X un insieme infinito, allora (X, ©,.) e’ separabile.

Proof: O, €’ la topologia cofinita, quindi la famiglia dei chiusi e’:
C={AC X | A finito} U{X}

Prendiamo un A C X infinito e numerabile. A ¢’ il piu’ piccolo chiuso

che contiene A. Poiche’ A ¢’ infinito, e poiche’ tutti i chiusi, tranne X,

sono finiti, segue che A = X.

A €’ quindi denso e numerabile. O

e La retta di Sorgenfrey e’ separabile perche’ Q e’ denso e numerabile.

1.15 Topologia indotta
In (X,0), dato Y C X,Y # ) definiamo la topologia indotta su Y da ©:

Oy ={Y N B}peco

(Y, ©y) si chiama sottospazio topologico di X.
Y si chiama sottospazio di X.

(0)5. Dimostriamo che Oy €’ una topologia

0O, YNO=0cOy

YeO, YNY =Y €Oy

Y1,Yo€0y = Yi=YNBy, Yo=YNDB,
YinNYo=YNBNYNBy,=YN(B;NBy) COy

Y1, €0y = Y1 =YNB;, Yo=YNB,
YiuYo=¥NB)UX¥ NBy)=...

Alcune proprieta’:

1. A e’ un chiuso diY se e solo se esiste un chiuso B di X tale che A = BNY'.
Formalmente:

Y\A€BOy & IBCX: X\BeO, A=BnNY

2. Con A indichiamo la chiusura di A in Y, con A la chiusura di A in X. Si
ha o
A=ANY

Proof:
(1)1. Dimostriamo la 1

AchiusodiY = Y\A€Oy = Y\A=YNDB, BeO
A=Y\ (YNB)=Y\YUY\B=Y\B=(X\B)NnY
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X \ B € un chiuso di X perche’ B era un suo aperto.
Viceversa,
dBCX: X\Be©, A=BnNnY

= Y\A=Y\(BNY)=(X\B)NY = Y\ Ae€0Oy
= AchiusoinY

O
(1)2. Dimostriamo la 2
Ca = {famiglia dei chiusi di Y contenenti A
C4 = {famiglia dei chiusi di X contenenti A
A=(Ca
BeCy & B=CNY, C chiuso di X [per la 1]
A=(Ca= () (CnY)=([) O)nY =4nY
CeCa ceCa
O
Proposition 1.10. Dato Y sottospazio di X, con (X,0) e (Y,0y),
C chiuso di X, C CY = C chiuso di Y
cioe’
X\CeO, CCY = X\CeOBy
Vale anche per gli aperti:
CeO, CCY = Ceby
Non vale sempre l’inverso.
Proof:
(1)1. Dimostriamo quello per gli aperti
Ceo
CeBy &« C=YNB, BeO
allora basta scegliere B = C'
CCY =>YnC=C
O

(1)2. Diamo un controesempio
In (R,0.) siaY =1[0,1], (Y,0,).
[0, 3[ e aperto di ©, perche’ [0, 3[=[0,1]N] — 1, 1], ma di certo non e’ aperto
di ©, perche’ in 0 €’ chiuso. O

Proposition 1.11. Dato Y sottospazio di X, con (X,0) e (Y,0y),
YeO = 6,C0

ovvero, Y e’ un aperto in X implica che ogni aperto in ©, e’ aperto in ©.
Analogamente per i chiusi:

YeC = CCC
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Proof:
(1)1. Dimostriamo la parte relativa gli aperti

@y = {Y n B}Bee

YeO =YNBecO
O

Proposition 1.12. Dato Y sottospazio di X, con (X,0) e (Y,0y) esiap €Y
UCY, intornodipinY < 33U, intornodipin X: U=U'NY

Definition 1.7. Una proprieta’ P che riguarda uno spazio X si dice ereditaria
se vale per tutti i sottospazi di X.

e Ad esempio, ASy €’ ereditaria, cioe’ se X soddisfa ASs allora anche tutti
i suoi sottospazi lo soddisfano.

e La separabilita’ non e’ ereditaria.

Proof:
(1)1. Per dimostrarlo, portiamo un controesempio
Abbiamo gia’ visto che L (il piano di Niemytzki) e’ separabile perche’
Q x QT ¢’ denso e numerabile.
Vedremo che Ly C L non €’ separabile (L; e’ I'asse ).
Sia (L,Oy) la topologia di Niemytzki, e (L1,0r,) la topologia indotta
da On su Ly, cioe’
©r, ={L1 N B}pco

Vogliamo dimostrare che qualsiasi sottoinsieme numerabile di L; non €’
denso.
Prendendo p € Ly, si ha

{p}=LiND, DeV, = {p} €0y,
cioe’ prendendo un punto sull’asse x e prendendo il disco tangente nel
punto a z, la loro intersezione €’ il punto stesso (considera ad esempio
p’ nella figura [2,pg.22]). Questo significa che ©r, contiene tutti i sin-
goletti, e quindi e’ la topologia discreta, cioe’ @, = P(Lq).
Nota: La topologia discreta, su spazi non numerabili e infiniti, non
soddisfa ASs. Poiche’ AS; e’ ereditaria, questo significa che anche © y
non soddisfa ASsy

Poiche’ per la prop [1.12,pg.26] un intorno di p € L; €’ il punto stesso,
si ha che nessun insieme puo’ essere denso, oltre a Ly che €’ pero’ nu-
merabile:

ACX
peEX\A = VWeBpP V={p = {pInd=0=p¢gA = X+£A

peEA = WeBpP)V=_{p} = {pnAd={p} = p¢dA = X#A4
0

Definition 1.8. Dato (X, ©) e un sottospazio F C X,

F = discreto < Op = topologia discreta = P(F)
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Ovvero, il sottospazio F' si dice discreto se la topologia indotta da © su F ¢’
quella discreta.

Esempio: Counsideriamo (R,0.) e il sottospazio topologico indotto da ©.:
(Z,©7. Ogni singoletto di Z e’ aperto:

1 1
{n}=ZNn—-,n+ -[€ Oz
2 2
quindi Oy e’ discreta.
Theorem 1.13. Dato (X,0) e un sottospazio F C X,
F chiuso e discreto < D(F) =10

Owvero, F' e’ chiuso e discreto se e solo se non ha punti di accumulazione.

Proof:
(1)1. Dim =
F chiuso = F=F
per il thm [1.7,pg.15] F = F U D(F)
quindi F = FUD(F) = DF)CF = DF)=0 v D(F)CF. Nel
primo caso, la dimostrazione e’ conclusa, invece, nel secondo caso tutti i punti
di accumulazione di F' sono suoi punti. Vediamo adesso come nessun punto
p € F sia di accumulazione per F'.
Poiche’ F' €’ discreto, ogni suo singoletto e’ aperto (in O ), e quindi
Weo: {p}=FnNU
ma allora U e’ un intorno di p che incontra F' nel solo punto p, e quindi, per
definizione, non e’ un punto di accumulazione per F'.
Concludiamo che nessun punto di F' e’ di accumulazione per F', percio’ D(F') =
0 O
(1)2. Dim <
Per Hp D(F) =0,
per il thm [1.7,pg.15] F = FUD(F) = FU( = F, e quindi F e’ chiuso.
Per Hp D(F) = () e quindi nessun p € F ¢ punto di accumulazione per F,
cioe’
JU € ©: {p} =UNF, ma allora {p} € Op.
Poiche’ ogni singoletto di F' e’ aperto, F' e’ discreto. O

1.16 Spazi metrici

Definition 1.9. Dato l'insieme X # () e una funzione d : X x X — R, che
soddisfa le seguenti proprieta’

1. d(z,y) =0 & z=y
2. d(z,y) = d(y,z)
3. d(z,z) <d(x,y) + d(y, z) (prop. triangolare)

d viene chiamata metrica o distanza.
(X,d) € lo spazio metrico.

Esempi: In R? la distanza usale e’ d((zo, %0), (71,91)) = /(21 — 20)2 + (y1 — ¥0)?
inRe d(z,y) =|z—vy
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Definition 1.10. Una sfera o palla, di centro x € X e raggior € RT, e’ definita
come il seguente insieme di punti

S(x,r)={y € X |d(z,y) <r}

1.16.1 Topologia dedotta da una metrica

La topologia dedotta da una metrica d, associata a uno spazio metrico (X, d),

)

e
Od)={ACX|VreA Ir>0: S(z,r) C A}
ovvero un aperto di ©4 €’ unione di sfere.

(0)6. Dimostriamo che si tratta di una topologia

Proof:
Ovviamente 0, X € O(d).
Proviamo l'intersezione: A, Ay € ©(d)
r€ANAy = €A Nz €Ay = xz€S(x,r) CTA A xzeS(x,s)C A
Sia t = min{r, s}, allora
x € S(l‘,t) C A1 NA,
Analogamente si vede per 'unione. O

Proposition 1.14. Una base per ©(d) e
B={S(xz,r), x€X, r>0}

cioe’, l'insieme di tutte le sfere.

Proof : Poiche’ abbiamo gia’ visto che ogni aperto in ©(d) e’ unione di sfere,
basta far vedere che ogni sfera e’ un aperto.
Sia S(x,r) una sfera, vogliamo dimostrare che
Yy € S(xz,r)Is > 0: S(y,s) C S(z,r)
allora
yeSx,r) = dlz,y) <r = s=r—d(z,y) >0
z€5(y,s) = dy,2) <
d(z,z) < d(z,y) + d(y, ) [prop. triang.]
<d(z,y)+s=d(z,y)+r—d(z,y) =
z)<r = zeS(x,r) = Sy,s) CS(x,r)

d(,

Proposition 1.15. (X,0(d)) soddisfa ASy poiche’ Vr € X

(o),

e’ un sistema fondamentale d’intorni, numerabile.

1.16.2 Esempi
In R, posto d(z,y) = |x — y|, si ha (R, 0,) = (R, 0(d)).

In R?, prendendo P = (x1,%1), @ = (z2,y2) consideriamo le seguenti metriche

e d(P,Q) = max{|z, — z2|, |1 — y2|}
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o d'(P,Q) = |z — x| + |y1 — ¥2
o d'(P,Q) = /(z1 — 22)% + (y1 — y2)?

Vediamo quali sono le sfere di ogni metrica.

CAsE: d(P,Q)
S(P,r) ={Q €R* | d(P,Q) < & max{|z1 —zaf, [y1 —pol} <r

Se prendiamo per convenienza P = (0, 0),
S(P,r)={Q e R* | d(P,Q) <r & max{|z],|y|} <r}

x| >y y| > ||
—lo=(y 17 vy
| <r & —r<z<r lyl<r & —r<y<r

la sfera S(P,r) e un quadrato di centro P e lato r (vedi figura [3,pg.29]).

Y

Figure 3: Metrica d(z,y)
Caske: d'(P,Q)
S(P,T) = {Q€R2 ‘ dl(P7Q) <r < |:L‘1 _-T2|+|yl _y2‘ <r

Per convenienza poniamo P = (0,0),
S(Pr)={Q e R?| |a| + [y| <1}

in questo caso abbiamo un quadrato ruotato di 45 gradi (vedi figura [4,pg.30])
Caske: d"(P,Q)

In questo caso abbiamo il disco, vedi figura [5,pg.30].

Anche se queste metriche sono distinte, le loro topologie dedotte sono uguali,
cioe’

@d = @d’ = @d//
Proof:
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Figure 4: Metrica d’'(x,y)

Al
P

Figure 5: Metrica d”(z,y)

(1)1. Basta far vedere che ogni intorno di una topologia e’ anche un intorno
delle altre topologie

Sia U intorno aperto di p in ©4, per essere intorno in ©4 deve contenere un
aperto di ©4. In altre parole: U e’ un quadrato di centro p che deve contenere
un rombo di centro p. Ovviamente questo e’ possibile.
Anche tutti gli altri casi sono possibili:
disco C rombo C quadrato C rombo
C disco C quadrato C disco O

1.17 Spazio metrizzabile
Dato spazio topologico (X, 0),

(X, ©) = metrizzabile < 3d, metrica: © = ©(d)



Figure 6: disco 2 quadrato O rombo

Proposition 1.16. Per la proposizione [1.15,pg9.28], se © non soddisfa ASi,
allora non e’ metrizzabile.

Lemma 1.17. (X,0,) e’ metrizzabile, dove ©4 e’ la topologia discreta.

Proof:

Consideriamo la seguente metrica:

d(.T, y) =3

d(x,z) =0
Allora

Vee X S(z,3)={x}

Poiche’ I'insieme delle sfere costituisce una base per ©(d), concludiamo che
©(d) e’ discreta e che quindi e’ uguale a ©. O

Lemma 1.18. (X, 0,), la topologia indiscreta, con | X| > 2, non e’ metrizzabile.
(Se | X| < 2, saremmo nel caso di una topologia discreta).

Proof:

(1)1. dim. per assurdo
Supponiamo che 3d : ©; = ©(d)
LET: p,ge X, p#q
r=d(p,q) >0
q ¢ S(p,r) [¢ non puo’ stare sul bordo della sfera S(p,r)] = S(p,r) # X.
S(p,r) € un intorno di p, ma questo e’ assurdo, perche’ I'unico intorno di p
in ©; ¢ X. O

Theorem 1.19. La metrizabilita’ e’ ereditaria, ovvero
(X, ©) metrizzabile = (Y, 0y ), sottospazio di (X,0), e’ metrizzabile

Proof: Per Hp (X,0) e’ metrizzabile quindi 3d : X x X — RT, metrica.
Consideriamo la sua restrizione a Y x Y:

d:Y xY —RY d(z,y)=dz,vy)

Dimostreremo che 0y = ©(d').

(1)1. Basta far vedere che Oy, ©(d’) hanno le stesse base d’intorni
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LET: peY
una base d’intorni per p in ©y €’
Yy = {Y 18(p,1)}r50
dove S(p,r) € © = O(d)
Poiche’ una base d’intorni per O(d’) €’
V, ={5'(p.,7)}r>0
basta dimostrare che S'(p,r7) =Y N S(p,r)
(2)1. Dim. YN S(p,r) € S'(p,7)
LET: ¢ € Y NS(p,7)

qeY A (geS(p,r) & dg,p) <r < d(q,p) <r)
= qe S (p,r)

O
(2)2. Dim. YN S(p,r) 2 5 (p,7)
LET: g € S'(p,7)
, OVVero
d'(q,p) <r = d(g,p) <7 & q€S(p,r)
inoltre, poiche’
S'(p,r) ={g €Y | dlg,p) <7}
si ha che
qge S'(p,r) = qeY Aqge S(p,r)

O

Definition 1.11. Sia (X, 0(d)) uno spazio topologico indotto da una metrica
d. Dato un sottoinsieme A C X, definiamo la distanza di un punto z € X da
A:

d(z,A) :=inf{d(z,y) |y € A}

Theorem 1.20. B
re€A & d(x,A)=0

o equivalentemente: -
A={reX: d(z,A) =0}

Proof:
(1)1. Dim =
Sia # € A, per il thm [1.3,pg.12], ogni intorno di x incontra A. Allora ogni
sfera S(zx,r), che e’ un intorno aperto di z, incontra A.
Sx,r)NA#0 < Jac AN(ae S(x,r) & d(z,a) <r)
Ponendo € = r, possiamo affermare che
Ve>03da=ua(e) € A: 0<d(z,a)<ce

e quindi

lime =0

e—0

lim0=0

e—0

= lir% d(z,a) =0

e—
(1)2. Dim <=
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Hp: d(z,A) =0 Se per as
JU € B(x): UNA=0
Poiche’ I'ins. delle sfere S(x,r) e’ una base d’intorni per x :
Ir>0: S(x,r) CU = S(x,r)NA=0 & Pac A: da,r)<r & Ya€ Ad(a,x) >r
< d(z,A) >r
questo e’ assurdo, perche’ per Hp d(z, A) =0

Theorem 1.21.
(X,0(d)) = separabile = (X,0(d))soddisfa ASy
Proof:

(X,0(d)) = separabile < JAC X : A= X, |A| =|N|

BZ{S<Q,1> |a€A,nEN}
n

|B| = |A x N| = |N| [prodotto di ins. numerabili €’ un ins. num.]
Dim che B ¢’ una base di (X, 0(d)):
Sia x € U € ©(d), poiche’ 'ins. delle sfere e’ base per O(d), si ha 3S(x,r) C U

SianeN: L <Z yeS(z,2)nA
y esiste perche’ A e’ denso in X, e S(z,1) e’ un aperto di x.

n

1
Dimostriamo che x € S <y, ) CcU:
n

1 1 1
yES(:E,) = d(z,y) =d(y,z) < — = xeS(y,)
n n n
Dim che S <y, 1) C S(z,71)
n

1
zES(y, n> & d(z,y) <

d(z,z) < d(z,y) +d(z,y) <
= z€S(x,r)
In definitiva:
xeS(y,Tll) CSxr)CU, = yeA = S<y’71l> cB

Percio’, per ogni x di un aperto U, abbiamo trovato un elemento S di B t.c.
x €S CU. Quindi B ¢’ una base, ed e’ anche numerabile.

Le topologie di Sorgenfrey e Niemytzki non soddisfano ASs ma sono sepa-
rabili, quindi, per quest’ultimo thm, non sono metrizzabili.
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1.18 Funzione continua
Definition 1.12. Siano (X, 0), (Y,©’) due spazi topologici
f:X —Ye continua < VVe@® flV]eo

dove
[V={zeX | f(z) eV}

In altre parole, f e’ continua se la controimagine di ogni aperto di ©" ¢’ un
aperto in ©.

)

Equivalentemente, f €’ continua se la controimagine di ogni chiuso in ©’ e
un chiuso in ©.

Proof:
(1)1. Dim =

C CY, chiuso & Y\Ce® = f[FH{Y\C)eO=X\f1C)€eO = f1(C) chiuso
(2)1. Dim f~Y(Y\C)eO© =X\ f71(0)
ref'Y\O)={zecX|flx)eY\C} & f(x)eY\C
& fl@) eYANf2)¢C oref'(Y)rad fTH(O) & ae fTHY)\fTH(O) =X\ f1(O)
(1)2. Dim <=
X\fi(C)eo®, Y\Ce®
X\ fHC)=f1Y\C)€® = f continua

Definition 1.13.
f continua in g € X & VV € B(f(xg)) 3U € B(xg): f(U)CV
Theorem 1.22.

f: X —Y continua < [ continua in ogni x € X

Proof:
(1)1. Dim =
zeX, UeB(f(z))
JA€®': f(x) € ACU I[def d’intorno]
=zrec ffl(A)
V=f"(A) €0 [per Hp]
FV)=f(f"(A)cAcU
(1)2. Dim <«

Sia A € ©’, vogliamo dimostrare che f~1(A) € ©.
refHA) & flx) e A = Ac B(f(x))

Per Hp: 3U € B(z): f(U)C A < UC f71(A)
= zcUCf (A

Ovvero f~'(A) ¢’ intorno di ogni suo punto, e quindi e’ aperto

34



O

Proposition 1.23. Sia f: X — Y una funzione tra due spazi topologici, con
(X,0),(Y,0), e sia B una base di Y, allora

[ continua < YB € B f~}(B)€©

ovvero, f e’ continua sse la controimmagine di ogni elemento della base e’ un
aperto in ©. Questo ci permette di verificare la continuita’ di f usando sono la
base B e non tutto ©’.

Theorem 1.24.

[ continua < VA C X f(A) C f(A)

Proof:
(1)1. Dim =
LET: z € A
Per la continuita’ di f, f e’ continua in x:
YV € B(f(z)) 3U € B(z): f{U)CV
PROVE: VN f(A)#0
per il thm [1.3,pg.12], U, intorno di x, incontra A:
UeB(z) = UNA#0 = fFUNFA)#£D
allora poiche’ f(U) C V abbiamo
VNf(A)#0
Ricapitolando: ogni intorno V' di f(z) € f(A) incontra f(A), quindi f(z) €
f(A), e per larbitrarieta’ di = € A abbiamo infine che
£(A) € 7(A)
(1)2. Dim <

Prendiamo un chiuso C' C Y. Poiche’ f~1(C) C X, per Hp:
fFUHO)) € F(FHO)

Per le proprieta’ delle funzioni
fifeycce
e per le proprieta’ della chiusura
) a  _
ffmye)ycec = ¢

C e’ chiuso

= f(fFHCO)cC = FFHO) (0
Poiche’ per la proprieta’ della chiusura f~1(C) C f~1(C), abbiamo cosi’
dimostrato che f~1(C) = f~1(C) e che quindi f e’ continua.

Theorem 1.25. Composizione di funzioni continue e’ una funzione continua.
Ovwvero, avendo f : X — Y, g: Y — Z, con f,g continue si ha che gf €’
ancora continua:

f,g continue = go f continua

Non vale 1l viceversa!

Proof:
Avendo (X, 0), (Y,0"),(Z,0")
LET: B ©”
ProvE: (gf)"Y(B)€®©
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(gf)"(B) = (fTg (B =g 1 (B))
g 1 (B) € © [perche’ g e’ continual
g Y(B)) € © [perche’ f e’ continual

(1)1. Diamo un controesempio per mostrare che non vale il viceversa

f:R—R?
f(t) = (sint, cost) g:R*? =R

( ) - 1 (13 y) =
ey = \/zleyz (z,y) # (0,0)

Vediamo che g non e’ continua:

L/Csart xS rysa)d )

Figure 7: La funzione g

(550 = {(:c,y) SR gl ey ple 5 < e <5 @ 5 < VAT E <2} = AU(0.0)

A = { tutti quei punti la cui distanza dall’origine e’ < di 2 e maggiore di 2/3}
2
A = corona circolare formata da S(0O,2)\ S(O, §)

g7 (]34, 2[) non e’ aperto, perche’ non e’ intorno di (0,0).

gf € pero’ continua:

1
= =1
a(f(0) Vsin? t + cos2 t
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Theorem 1.26. Teorema dell’incollamento

Siano (X, 0), (Y,0') due spazi topologici, dove X = AU B, con A, B entrambi
chiust o aperti.

Siano

fiA—Y
g:B—Y

continue e f(x) = g(x) Yo € AN B, allora la funzione h = f U g, ovvero®

) fx) zeA
h(m)—{g(x) Xy

e’ continua.

Proof:
(1)1. Dimostriamo il caso in cui A, B siano chiusi

C chiuso in ©'

X=AUB = ' Y(C)= fYC) U ¢g71(0)

chiuso in A chiuso in B
Un chiuso in A €’ del tipo AN Cx, dove Cx €’ un chiuso in X
Un chiuso in B ¢’ del tipo BN CY%
A e un chiuso = ANCx ¢ un chiuso

B ¢’ un chiuso = BN C% e un chiuso

= f71(C) € chiuso in X e g7(C) pure

essendo f,g continue

fHC)u g (C) € chiuso in X

Definition 1.14.
f aperta & VA€ © f(A) e ©

Cioe’, f si dice aperta se ogni sua immagine di un aperto e’ un aperto.
Analogamente, f si dice chiusa se ogni sua immagine di un chiuso e’ un chiuso.

1.18.1 Esempi

Example 1.15.

1. Se f €’ costante, allora e’ continua.

2. Esempio di due spazi top. in cui le uniche funzioni continue sono quelle
costanti.
Dati (X,0.), con X infinito, O, top. cofinita e (R,0.), sia f : X — R
continua.
Supponiamo per assurdo che f non sia costante, cioe’ che Ja,b € Sf :

4Ha senso considerare I'unione di due funzioni (vedi “Unione di funzioni” in algebral.pdf)
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a # b. Possiamo allora trovare un intorno U aperto di @ in R e uno V di
btale che UNV =0 (R €’ Ty, vedi [2,pg.40])

f continua = f~YU), f (V) €O,
fHO)NfFHV) =0
—_— —\—
£0 £0

poiche’ nella ©, due aperti non vuoti si incontrano, abbiamo trovato I'assurdo

3. Dati (X, 01), (X, ©3), la funzione identita’ i e’ tale che
1 continua < ©5 < O
i aperta < 01 < 0,

4. La funzione

z+x>0

f(x):{x r <0

definita da R — R/, dove (R, O4) €’ la top. di Sorgenfrey e (R, ©,) quella
euclidea, e’ continua (mentre non lo e’ in quella euclidea).

5. Consideriamo p : (R?,0,) — (R, 0,.) definita come p(z,y) = = (¢’ la
proiezione sull’asse z).
p €’ continua, aperta, ma non chiusa.
Prendiamo un aperto sul piano, e poiche’ i dischi formano una base, pren-
diamo un disco D. L’immagine p(D) sara’ un segmento aperto p(D) =la, b]
perche’ D e’ senza bordo.
Consideriamo F = {(z,y) € R? | zy = 1, = # 0}, cioe’ un’iperbole equi-
latera. F e’ chiuso in R?, perche’ non puo’ essere unione di dischi. Per
semplificare: F' = {(z,1) € R, x # 0}. Allora p(F) = {z € R\ {0}} =
R\ {0}, e R\ {0} nella topologia euclidea della retta ¢’ un aperto. Questo
dimostra che p non e’ chiusa.
Consideriamo I’aperto ]a, b| nella seconda topologia. p~!(]a, b[) e’ la striscia
che contiene |a,b[. La striscia e’ aperta. Ecco che p ¢ una funzione con-
tinua.

1.19 Omeomorfismo

Gli omeomorfismi sono ’analogo topologico degli isomorfismi in algebra. Sono
funzioni che collegano strettamente due spazi topologici, rendendoli “essenzial-
mente” uguali.

Definition 1.16. Data f: X — Y, dove (X, 0), (Y,0’)
f = omeomorfismo < f e continua e biunivoca, f~! e’ continua

Gli spazi topologici X, Y si dicono omeomorfi e si scrive X ~ Y.
Si ha

1. f~! ¢ continua, quindi gli aperti di X vengono portati in aperti di Y da
f, ovvero

AeO= f(A)e®
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2. f €’ pure continua, quindi gli aperti di Y finiscono in aperti di X:
AcO=fHA)eco

3. Infine, poiche’ f €’ biettiva, per le proprieta’ delle funzioni, si verifica
facilmente che gli assiomi dello spazio topologico vengono preservati: presi
A, B € 0, se A, B soddisfano in X uno degli assiomi visti in [1,pg.1], allora
f(A4), f(B) € © soddisferanno lo stesso assioma in Y.

Grazie a queste proposizioni, se una proprieta’ P(z), che €’ stata costruita a
partire dagli assiomi topologici, €’ vera in X, allora, tramite la f, e’ anche vera
inY, ovvero P(f(z)) e vera.

Una proprieta’ che vale in uno spazio topologico X, si dice topologica se vale
anche in tutti gli spazi omeomorfi a X.

Example 1.17. Due intervalli ]a, b[, ¢, d[ di R, sono omeomorfi.
Pensiamo i due intervalli in R? e poniamo il primo nell’asse z e il secondo
nell’asse y. Partiamo dall’equazione della retta passante per (a,c), (b, d)

r—a y-—c d—c

= —_ = = —

a4 f@)=y=3—(e-a)+c
Se f la restringiamo a f :]a,b[—>]c,d], abbiamo ottenuto il nostro omeomor-
fismo (f e’ continua perche’ e’ lineare, cosi’ come f~!) Analogamente abbiamo:

Example 1.18. Per una dimostrazione alternativa, vedi I’esempio [5.5,pg.87].

2 Assiomi di separazione
Gli assiomi di separazione permettono di trattare con spazi topologici piu’ par-

ticolari.
Dato uno spazio topologico (X, ©), i primi 5 assiomi di separazione sono:
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To V(z,y) €EX? 04y €O: 2€U,y¢U V yelU, x¢U
Ty V(z,y) € X?3U,VeO: xclU y¢dU AN yeV,x¢V

T V(z,y) e X2, 2 #yIU,VeEO: xclU, yecV, UNV =0

T3 VCel,x¢C U, VEO: CCU, z€V,UNV =0

T, VC.DeC,CND=03U,Ve®: CCU, DCV,UNV =0
Alcune definizioni equivalenti:

Ty V(z,y) € X>,o#Ay3IU € B(x), VEBy): y¢ U,z ¢V

Ty V(r,y) € X0 #4yIWe€O: x €U, yg¢U

Uno spazio topologico che soddisfa un assioma 75, si dice “spazio T;”
se soddisfa Ty si dice spazio di Hausdorff

se soddisfa T3 e T si dice spazio regolare®

se soddisfa Ty e T} si dice spazio normale

Theorem 2.1.
(X,0) soddisfa Ty < Vexe X, {z} €C

ovvero, X e’ Ty sse ogni suo singoletto e’ chiuso.

Proof:
(Hl. =
LET: z € X
Prove: X \{z} €6
LET: a € X \ {z}, cloe’ a # x
Per Hp lo spazio €’ T4, e poiche’ a #xsihaJA € ©: ac A, v ¢ A
r¢ A= ACX\{z}
a€ ACX\{z} = a€ X\ {z}° [thm [1.5pg.14]]
Per l'arbitrarieta’ di a € X \ {z} segue che
X\ {z} =X\ {z}"
= X\{z} €0 = {2} eC
(1)2. <
LET: y #«x
ProvE: WU €O: yeU, ¢ U
Per Hp {z} ¢’ chiuso, quindi X \ {z} ¢’ aperto. Si ha
y#r = ye X\ {z}
U=X\{z}, UeO,yeclU, z¢U

Theorem 2.2.

(X,0) soddisfa Ty < Vre X, {z} = m U, U;e®
iel

Owvero, X e’ Ty se e solo se ogni suo singoletto e’ intersezione di aperti.

5in questi appunti, parlando di spazio T3, intendiamo uno spazio regolare (cioe’ uno spazio
T3 e Th)
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Proof:
(1)1. Dim =
LET: z€ X
Per HpVye X, y# 23U, € ©: z € Uy, y ¢ U, quindi
{z} = U,
y#T
(1)2. Dim <«
LET: y # =z
ProvE: U €O: z€U, y¢U
Per Hp abbiamo che
{x}:ﬂU,-, U, €0
i€l
y#£r = y¢ﬂUi = dnel: yeU,
il
x €Uy, y¢ U,

Theorem 2.3. Sia (X,0) uno spazio topologico che soddisfa Ty e A C X
x € D(A) & VB € B(z) |[BNA|>|N|

ovvero, x e’ un punto di accumulazione per A, se ogni suo intorno incontra A
in infiniti punti (e quindi A e’ anche infinito).

Proof:
(1)1. Dim <«
Proprio per la definizione di D(A) si ha la tesi.
(1)2. Dim =
LeET: B € B(z)
Per assurdo supponiamo che BN A = {as,...,a,}, con n € N.
LET: C=(BNA)\ {z}
Osservando che C' # @ (dato che esiste almeno un punto d’incontro tra un
intorno di = e A che sia diverso da z) eche a; € C & a; € BNA, a; £x e
poiche’ siamo in uno spazio 77, abbiamo
Va;, € C JU; € O : xEUl-, azgéUl

xEﬂUi
(BNA)N (Vi) C {20} (%)

(¥) Se BN A contiene x, I'unico suo punto in comune con ((U;) € proprio
x, altrimenti non ha punti in comune.
Considerando che

zeBN((\U)

Bn (m U;) € B(z) [inters. di intorni €’ un intorno]
abbiamo trovato che B N ((U;) € intorno di z e incontra A in al piu’ z.

Questo e’ assurdo con 'ipotesi z € D(A)
O

Proposition 2.4. Dato lo spazio (X,0©) finito

X soddisfa Ty < © e’ discreta
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Proof:
(1)1. Dim =

X finito = X ={z1}U{a} U --U{z,}
X e Ty = {x1} € chiuso = X €’ chiuso, in quanto unione finita di chiusi
C = X \ {z;} ¢ chiuso, perche’ unione finita di chiusi

X\ C ={z;} ¢ aperto = © ¢’ discreta
(1)2. Dim <

X finito = X ={z1}U{a}U---U{z,}
© discreta = {z;}aperto
X\ {x;} € aperto in quanto unione di aperti
= {z;} € chiuso = X e T
O

Theorem 2.5. In uno spazio (X, ©) che soddisfa Tz, il limite di una successione
e’ unico.

Proof:
LET: [ =1lim;, 400 Pn

I'= hmn—>+oo Pn

Supponiamo per assurdo che [ # I’. Per definizione di limite
(*){VUGB(Z), J>0:Vn>o, p,eU
YWeB({l'), W >0: Vn>v, p, eV
Poiche’ lo spazio e’ T5:
141 = 30,Ved: lecUl'cV,UNV =10
Ma per la (%) accade che p, € U,V = p, € UNV, e questo e assurdo.
O

Theorem 2.6. (X,0) ¢'Ty & Ve e X {z} =,.; Ui, U;€ B(x), UicC
ovvero, X e’ Ty sse ogni suo singoletto e’ intersezione di suoi intorni chiusi.

Proof:
(1)1. Dim =
LET: 2 € X
Per Hp
Vye X,z #y3U,,V,€0: zeUy, yeV,, U,NV, =0
Vy €B(y),VyNUy=0 = y¢U, [thm [1.3,pg.12]]
VweX zel,, y¢U, = {z} =T,
yF#w
(1)2. Dim <

LET: z,ye X, z#y
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{z} = ﬂ U;, U, intorno di z, chiuso

icl
y£r = ygéﬂUZ = dnel: y¢U,
i€l
U,€B(zx) = dJA€BO: 2 € ACU,
B=X\U,
y € B€© [B e aperto perche’ U, €’ chiuso]
ANB=10
O
Theorem 2.7.
(X,0) e’'T; & (X,0) e’'Ty eVe € X 3V, sistema fond. d’intorni: VB €
Ve, X\ B€O.

Owvero, (X,0) e’ T3 sse ogni suo punto ha un sistema fondamentale d’intorni
chiusi.

Proof:
(1)1. Dim =
LET: z € X
PrOVE: Ogni intorno di x contiene un intorno chiuso. Tutti gli intorni chiusi
formeranno quindi V.
Per provare che ogni intorno di « contiene un intorno chiuso, basta considerare
solo gli intorni aperti, ovvero
LET: Ac©: 2z€ A
ProvE: 3C chiuso: z € C C A
LET: F=X\A4
Fe chivsoer €A = x¢ F
(X,0)e'Ts = WV, Ve®: zelU FCV,UNV =0

2)1.UNV =10
LET: peV

VeB(p), VNU=0 = p¢ U [perla caratt. della chiusura

= VnNnU=0
(2)2. UC A
FCV & X\ACV
VvnU=10
= (X\ANU=0= UCA
(1)2. Dim <
LET: F chiuso
x¢F

ProvE: I, VeEO: zcUFCV,UNV =0
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x¢F = € X\ F €0, ovvero X \ F' ¢’ un intorno aperto di
Per Hp 3V, sistema fondamentale d’intorni chiusi, e quindi
iBeV,: BCX\F
< X\B2OF
BeV, = B¢ chiuso = X\ B¢’ aperto
(2)1. Dim z € B°
Per definizione di intorno 34 € © : € A C B, ma B° ¢’ il piu’ grande
aperto contenuto in B, quindiz € AC B°C B
In definitiva:
FCX\B,zeB° (X\B)NnB° =10
Cioe’, abbiamo due aperti disgiunti, uno contenente F' e I’altro contenente .
O

Theorem 2.8.
Dato (X, 0) spazio top. separabile,

JAC X, chiuso e discreto, |A| = |R| = (X,0) non e’ Ty

per quanto visto nel thm [1.13,pg.27], dire che A e’ chiuso e discreto, equivale
a dire che non ha punti di accumulazione.

Proof: -

(2)1. Lemma: AC X denso, U€e©® = U=UNA -
L’inclusigne UNACUE€ ovviaperche UNACU = UNACU.
Siap € U, e V € B(p), aperto.

pelU = T=VNU#D
TeO
A denso = TNA#( per def di ins. denso

TNA=VNUNA#D = pecUnA
P'ultima implicazione deriva dall’arbitrarieta’ di V: tutti gli intorni di p
incontrano UN A, e quindipe UN A
(2)2. Dim. il thm per assurdo
Supponiamo per assurdo che X sia normale.

LET: D C X, denso e numerabile (esiste perche’ X e’ separabile)
X1 € X, X1 = [R], D(X1) =10
ACX,
ACX,, D(X;)=0 = DA) =0 = A= AUD(A) = A = A chiuso
X1 \ A chiuso, AN(X;\A) =10
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Poiche’ lo spazio e’ Ty,
AV, Wy € ©: AQVA,X\AQWA, VanWa=10

ACV4CVy=VsnD peril lemma di prima
Poniamo D4 =VaND.

ACVaND=Da

ACX, = ACDsNX,

peDANXi=VanNnDNX, = peVanD=V,
VanNWa=0 = VanWa=0 = pgWas2D X \A
p¢Xi\A=>pecAVpeX\X;
peEX, = peA

= DsNX; CA

A=DiNX,
LET: ¢: P(X;) — P(D)
P(A) =Dy
(3)1. ¢ € iniettiva:

0(A)=¢(B) & Da=Dp = Da=Dp = DanNX;=DpnNX;
= A=1B
Poiche’ ¢ €’ iniettiva segue che |P(X7)| < |P(D)]. Questo e’ assurdo perche
P(X3), per il thm di Cantor, ha cardinalita’ strettamente maggiore di |R|,
e P(D) = |P(N)|, poiche’ D e’ numerabile; cioe’ |P(X1)| > |R| = |P(D)].
O

b

Theorem 2.9.

(X,0) metrizzabile = (X,0) e’ normale

Proof:
(1)1. Dim =
(2)1. Dimostriamo che (X,0) e Ty (e quindi T})
Poiche’ lo spazio e’ metrizzabile © = ©(d).
LET: pg€ X, p#¢q
ProOVE: JU,Ve€Od): peU,qeV,UNV =0

e =d(p,q)
G1=S(p.5) € O(d)
G2 = S(g.5) € ©(d)

(3)1. Dim G1 NGy =0
LET: 2 € G1 NGy
PrOVE: assurdo
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z€ G = d(z,p) <

z€ Gy = d(z,q9) <

NCRNON GG

9 3
d(p, q) < d(z,p) +d(z,q) <5 +5=¢

prop. triangolare

= d(p,q) < € assurdo perche’ d(p,q) =¢
(2)2. Dimostriamo che e’ Ty
LET: Cl,CQ eC: ClmCQ =

CiNCy=0 = C; CX\Cy

——

€0(d)

ClﬂCQZQ) = CQQX\Cl

——

€o(d)

Per definizione di ©(d), poiche’ Cy e’ un sottoinsieme di un aperto,

Vp e C1 3S(p,ep) € X\ Co

lo stesso per Cs:
Vq S CQ HS(p,Eq) - X \ Cl

Allora .
Gl = U S(pa Ep)
p€C:
€
G2 = U S(Q7 gq)

qeC>
G1, G4 sono aperti perche’ sono unione di sfere. Ovviamente C; C G (dato
che ogni punto di C; €’ centro di una sfera di G1). E lo stesso vale per Cs.
(3)1. Resta solo da dimostrare che G; N Gy = 0.
Per assurdo
LET: z € G1 NGy
z€G = ddpel: zES(p,%p) = d(p,z)<%p
2€Gy = JqelCy: zES(q,%q) :>d(z,q)<%q
Eq

€
< P, 4
d(p,q) <d(p,z) +d(z,q) < 5 + 5 < Ep

supponiamo che €, > g4

= d(p,q) <ep = g€ S(p,ep) € X\ Cy assurdo, perche’ ¢ € C
O
(1)2. Dim <

Per quanto abbiamo visto in [1.17,pg.33], la retta di Sorgenfrey (R, ©;) non

e’ metrizzabile. E’ pero’ Tj.

La retta di Sorgenfrey e’ definita da questa base:

B ={[a,a+¢l}lacr
(2)1. (R,04) & Ty
LET: 01,02 eC: CinCy =0
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CiNnCy=0 = ClgR\CQ
——
€0

ClﬂCQZQ) = CQQR\C:[
——
€o
Poiche’ Csy, C sono sottoinsiemi di un aperti, per definizione di ©:
Vp e (4 3[p,p+ Ep[g R\ Cy
Vg e Cy3q,q+e4[C R\ Cy
Costruiamo gli aperti

Gl = U [p7p+5p[

peCy

Ga= |l q+zl
qeCs
G1,G5 € © perche’ unione di aperti.
(3)1. Resta da dimostrare che G1 N Gy = 0
Lo dimostreremo facendo vedere che due qualsiasi aperti [p,p + ,[C
G1, [¢,q+ ¢4[C G2 non si incontrano.

ASSUME: p < ¢
Se per assurdo p + ¢, > ¢ si avrebbe g € [p,p + £,[C R\ C5 e dato che
q € Cy, questo ¢’ assurdo. Percio’ [p,p+ ep[N[g, g+ &4[=0

O

Proposition 2.10. Vale la sequente catena d’implicazioni:
normale = regolare = Ty, = T1 = T

non vale pero’ il viceversa per ognuna di esse.

(1)1. Dim regolare = T5
z,y € X
{z} € chiuso perche’ X e’ T;.
Poiche’ X ¢ T3, U,V €O : {2} CU, yeV,UNV =0
{z} CU & z€U
Quindi dati z,y € X I3U,VeO: z2€U, yeV,UNV =0. Questa e’ la
definizione di T5.

O
Example 2.1. Ecco alcuni controesempi.
<1>1. To # Ty
Consideriamo la topologia delle semirette destre: (X, Jy), Jq = {[a, +o0[, a €
R}.

X e Ty perche’ se prendiamo z < y, 'aperto [y,+o0o[ non contiene z ma
contiene y. Tuttavia non e’ T} perche’ non esiste alcun aperto che contiene x
ma non y, infatti, x <y, = € [a,+o0[ = y € [a, +0]
<1>2. T T,

Consideriamo la topologia cofinita ©, con X infinito.

Per definizione, ogni sottoinsieme finito e’ chiuso, quindi anche ogni singoletto
e’ finito. Per il teorema [2.1,pg.40] X €’ T7. Tuttavia, dato che due aperti si
incontrano sempre, non e’ T5.
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(1)3. T # regolare
Costruiamo la topologia © sullo spazio R, a partire da una base d’intorni
(vedi [1.13.4,pg.22]).
Case: z € R\ {0}

1 1
ovvero, la normale base d’intorni per 6,
CAseE: =0

Vx:{]l‘f%,:EﬁL%[\Z“”LGN}

dove Z = {{%}meN* } In sostanta, V, €’ la normale base d’intorni, bucata
dai punti di Z.
La topologia e’ definita da:
O={ACX|Vzxe AIBeV,: x€ BC A}
(2)1. Dimostriamo che © ¢’ una topologia
Basta verificare le 3 proprieta’ delle basi d’intorni (vedi [1.13.4,pg.22]).
Nelle dimostrazioni, verificheremo solo per x = 0, dato che per = # 0
ritorniamo nella topologia euclidea.
3. Vo#0, VUeVy0e€U
questa proprieta’ e’ ovvia.
<3>2 U, U €V, = dU3€V,: U3 CU; NUs.
LET: U1,U3 € Vg
U1, Us sono intorni che hanno centro in 0, quindi uno dei due e’ contenuto
nell’altro. Se ad esempio U; C U, si ha
UiNnUy=U; = U GV(), U, CULNU,y
3)3. z€lUeV, = 3IVeV,: VCU
CASE: =0, y#0
ASSUME: y < x
LET: U =y — %,y—i—%[e Vy: y—l—% >0
%) < min{|y|,y + 1} e si ha

11 1 1
_Z INZCly— = =
E,6[\ Cly n7y+n[

basta prendere una £ > 0 :

V=)

(disegnando la retta, cio’ che abbiamo detto diventa immediatamente
comprensibile).
Case: y =0
LET: U=]-1 1\ZeW
zeclU

relU = x# % VYm € N*, allora possiamo trovare il punto # piv’

vicino a x e prendere € > 0: d(z,z + 1) < d(, 1) cosi’ abbiamo

1 1
z €]r — g,x—&—g[g U
Come esempio vedi fig [8,pg.48].

0 1/5 x-e x x+e 1/4

. X . ;1
Figure 8: esempio con m' = ;
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(2)2. Dimostriamo che © > O, ovvero © ¢’ piu’ fine di ©,
PrROVE: Ogni intorno di O, €’ intorno di ©
Consideriamo solo gli intorni di tipo Vg (per gli altri non c¢’¢’ nulla da
dimostrare, dato che sono euclidea.
Un intorno euclideo U di 0, contiene intorni “bucati” di tipo Vy. Dato che
se un insieme contiene un intorno, e’ esso stesso un intorno, segue che U €’
un intorno di 0 in O.
Per la proposizione [2.12,pg.50], si ha quindi che (X, 0) e’ T5.
(2)3. (X,0) non e’ T;
Per dimostrare che non e’ T3 bisogna trovare un chiuso e un punto in modo
tale che qualsiasi aperto contenente il chiuso si incontri con un qualsiasi
aperto contente il punto. Come chiuso scegliamo Z e come punto 0 ¢ Z.
(3)1. Z €’ un chiuso
ProvE: R\ Z €O
Per come abbiamo definito ©,
R\Ze€0O & VeeR\Z3IBeV,: € BCR\Z
Allora, sia z € R\ Z. Cosi come abbiamo fatto prima nel passo 3.3, se
consideriamo il punto m, piu’ vicino a x, possiamo trovare una € > 0 in
modo da avere: 1 1
TE€lr——, x4+ — [CR\Z
LeT: U,V €06 c
ZCV,0eU
(3)2. Dimostriamo che UNV #
Per la definizione di ©,
0elU & dBe)Vy: 0e BCU
ovvero L1
IneN:|—— -\ZCU
n'n

LET: meN*' o<
Si ha che 7— €z C V = % € V. Poiche’ V €’ aperto:

3=

35>O:]l—6,l+6[gV
m m
Se fissiamo € > 0 : % +e< % e consideriamo le intersezioni, abbiamo:
}l—e e [ ] —1,1[\22]i,i+e[\z;&®
n'n m’ m
Quindi UNV 7é @
(2)4. (X,0©) non ¢’ T5 (dimostrazione alternativa)
Usando il teorema [2.7,pg.43], basta far vedere che almeno un punto non
ha un sistema fond. d’intorni chiusi, ovvero basta trovare un intorno che
non contiene un intorno chiuso.
Supponiamo per assurdo che esista un intorno U =] — E? 'TL[\Z di 0 che
contenga un intorno chiuso V =] — L, i[\Z di 0. Se V e’ chiuso V =V,
quindi VC U, ma V ¢ del tipo: V =] — Tn? Tn[\Z
Consideriamo % €Z: —-< 1 < i Un qualsm& intorno di 2 4, incontra
V (disegna la retta per rendertene conto) qumdl € V. Per larbitrarieta’
di d, questo vuol dire che Z C V e questo ¢’ assurdo.
(1)4. regolare # normale
Il piano di Niemytzki ¢’ T5 ma non e’ Ty.
(2)1. Dim che e’ Tj
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Usando il teorema [2.7,pg.43], basta far vedere che un intorno contiene un
intorno chiuso. Gli intorni chiusi, in Niemytzki, sono dischi con bordo. E’
facile vedere che in ogni intorno si puo’ disegnare un disco con bordo tutto
contenuto in esso.
(2)2. Dim che non e’ Ty

Usando il thm [2.8,pg.44]: L e’ separabile, Ly €’ chiuso e discreto (non
contiene punti di accumulazione), |L1| = |R| quindi L non €’ T}

O

Proposition 2.11. T;, coni=0,1,2,3, e’ una proprieta’ ereditaria.

Proof:
(1)1. Dim T;
LET: (X,0) T5
FCX
PrROVE: (F,Op) ¢ T3
LET: C' €Cp, p ¢ C’
Per definizione di topologia indotta 3C € C: ¢/ =CNF, quindi p € F,p ¢
C' = p¢ C. Poiche’ (X,0) ¢ T3, si ha
W, VeO: CCU, peV,UNV =0
U=UNFecOr
Vi=VNFe€Or
C'CU,peV,UNV =UNVNF =10
0

O]
(1)2. Dim T,
LET: (X,0) Ty
FCX
ProOVE: (F,0p) ¢ Ty
LET: pg€ F, p#q
Poiche’ X e’ T5 si ha
W, VeO: peclUqgeV,UNV =0
U=UNFecOp
V =VNF e€Or
pelU,qeV,UNV =UNVNF =10
N——
0
O]

Example 2.2. (R, 0.) soddisfa, ovviamente, T5. Poiche’ T, €’ ereditaria, anche
eRi’ la topologia indotta su ]R2+ da O, soddisfa T5.

Proposition 2.12. (X,0) e’ T;, coni=10,1,2, e ® >0 = (X,0') e’ T,.

Example 2.3. La topologia di Niemytzki Oy e’ piu’ fine di @Ri , quindi anche
Oy soddisfa Ty .

Theorem 2.13. Dati i due spazi topologici (X,0),(Y,0’) con' Y che soddisfa
Ty, date due funzioni continue f,g: X — Y, e dato A C X, denso, si ha:

fl@)=gx)Ve e A = f(z)=g(x)Vz e X
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Proof:
(1)1. Dimostriamolo per assurdo
ASSUME: per assurdo che Jzg € X : f(x0) # g(xo)

flzo) €Y, g(xo) €Y, poiche’ Y ¢ T, si ha:
U, Ve : flrg) €U, g(xg) eV, UNV =10
fHU) €6 [lafe continual
g (V) €O [lage continual
o€ fTHU)Ng H(V)
€
Adenso & A=X & VBe (©0\{0}) ANB#0 [vedi par. [1.6,pg.23]]
= Z=(f1U)Nng T (V))NA#£D

Vze Z

z€A = f(z) =y9(2)

z€ f7HU) = f(z)eU

ceg\(U) = g(e) = f(m) €V

= f(2) eUNV J[assurdo, perche’ UNV = (]

3 Prodotto e quozienti

3.1 POSET di topologie

Denotiamo con TOP(X) l'insieme di tutte le topologie definite su X, ovvero
TOP(X) = P(P(X)).

(TOP(X),<C) ¢ un POSET con la relazione d’inclusione (la stessa che abbiamo
in [1.1,pg.1]).

Theorem 3.1. (TOP(X), C) e’ completo, ovvero, ogni sottoinsieme di X am-
mette sup e inf.

Proof:
(2)1. infT = (,c; ©;
inf T" e’ una topologia su X, perche’ intersezione di topologie: un suo aperto,
e’ aperto in ogni O;.
Inoltre, inf T' ¢’ meno fine rispetto a ogni ©;: ogni suo aperto e’ contenuto
in @1
Infine, €’ il massimo dei minoranti di 7": sia 7 un minorante di 7', ovvero
T7CO; Viel,
=>T§ﬂ@i =inf7T =7 <infT

i€
(2)2. supT e’ quella topologia 7 che ha per base

B= {ﬂAs Asees}
seJ JCI

ovvero B contiene tutte le possibili intersezioni finite fra aperti dei vari
0;.
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Si dimostra che B ¢’ una base (vedi [1.13.3,pg.20]).

(3)1. B e’ anche un maggiorante di T, perche’ B 2 J,;.; ©;
Quando J C I ¢’ un singoletto, cioe’ J = {p}, si ha che VA, € ©, A, €
B. Allora considerando tutti i singoletti, abbiamo che Vp € I ©, C B
(2)3. 7 € il minimo dei maggioranti
LET: 7/ un maggiorante di T’
Allora Vi € I ©;, C 7'. Poiche’ 7’ ¢ una topologia, conterra’ tutte le
intersezioni finite dei suoi aperti, e quindi B C 7/. Ma B e’ base di 7, e
quindi 7 C 7/, ovvero 7 < 7.

O

Example 3.1. Consideriamo T = {01,052} C TOP(R), con 01 = 0., O, =
{0,R,R\ Z}, dove Z = {1}, ,en.

(0)7. Osserviamo che R\ Z ¢ ©,

0€ D(Z),ma0¢ Z, percio’ Z = ZU D(Z) # Z, ovvero Z non e chiuso, e
quindi R\ Z ¢ ©,

Avremo che
infT = {@1 n @2} = {@,R}

Costruiamo il sup:

base di ©; € By = {]a,b[}a<s

base di O € Bs = {R,R\ Z}

quindi B, base di sup 7', contiene e’ formata da tutte le intersezioni degli elementi

di 817821

B = {]a,b[NR, ]a,b["R\ Z},_, = {]a,b], ]Ja,b[\Z}

a<b

3.2 Prodotto di topologie

Proposition 3.2. Sia data la sequente funzione:
x4 re)

dove X e’ un insieme qualsiasi e (Y,0’) uno spazio topologico. La topologia su
X, meno fine tra quelle che rendono f una funzione continua e’

O = {f7(B)} pee
Oy viene anche detta immagine inversa di ©' tramite f

Proof:
O €’ una topologia:
1. fﬁl(@) =0e Oy
2. f7H(Y)=X
-1 —1 N — £—1 /
3. F71(B)Nf{(B) = (BN B) €O,
co’
lo stesso vale per 'unione.

Per costruzione, (X,0y) N (Y,©’) € continua.
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©; ¢’ la top. meno fine tra quelle che rendono f continua:

Sia ®7f una topologia che rende f continua, allora ®7f conterra’ tutti gli
f~Y(B), con B € ©'. Poiche’ f~!(B) € Oy, questo vuol dire che Oy C Oy,
ovvero Oy < Oy.

Proposition 3.3. Assegnata la famiglia di spazi topologici {(Y;,0;) : i € I},
siano date le sequenti funzioni:

x L5 (v,,0))
La topologia meno fine tra quelle che rendono ogni f; una funzione continua e’
O =sup Oy,
il
dove Oy, e’ la topologia definita in prop. [3.2,pg.52], ovvero
05, = {7 (B)}ee,

Ricordandoci di quanto visto nella dim. del thm [3.1,pg.51], notiamo che ©r ha
per base
B={f"'(Bi)n---Nf " (Bu)},eco,

Proof:
Per quanto visto in thm [3.1,pg.51], ©; = sup;c; O, €’ una topologia.
Per definizione di sup, ©; 2 Oy, Vi € I, e quindi per ogni B € ©; si ha
f71(B) € Qy, ovvero tutte le

(X,07) L5 (vi,0))

sono funzioni continue.
Inoltre, poiche’ ©y, ¢’ la topologia meno fine che rende continua f;, una
topologia su X che rende tutte le f; continue, deve necessariamente contenere
tutte le ©y,, ovvero deve essere un maggiorante di T = {Oy, }ier. Percio’,
ogni topologia candidata ¢’ un maggiorante di T. Allora, per definizione di

sup, O €’ la meno fine tra tutti i maggioranti di 7.
O

Definition 3.2.
Dati due spazi topologici (X, 01), (Y,03),

p: XxY —X

p(r,y) ==
X XY —Y
q(z,y) =y

vengono chiamate proiezioni di X x Y.
Si chiama spazio topologico prodotto:

(X,01) x (Y,0,) := (X x Y, 0,)

dove O, €’ la topologia meno fine che rende p, ¢ funzioni continue (vedi prop.
[3.3,pg.53]), ovvero €’
Or = SUP{@pv Gq}

©, ha per base
Br ={B x B'}pce,, B'co,
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(1)1. Dim. che B, ha per base {B x B’}

Br ={UNV}yeo,, veo, perilthm [3.1,pg.51]

={p Y B)Nqg " (B)}geo,, Brco, = {BxY NX x B'}gco,, prco, = {B x B'}geo,, 'co,
O

Example 3.3.

(R,0,) x (R,0,) = (R? 0,)
una base di ©, €’
Be = {]a, b[}a<s
quindi la base di ©, €’
By = {]av b[X}C, d[}a<b, c<d

ovvero, gli elementi di B, sono rettangoli del piano senza bordo. Abbiamo
provato in esempio [1.7.2,pg.9], che B, € una base per O.. Quindi, in
definitiva:

(R,0,) x (R,0,) = (R?,0,)

2. (R,0,) x (R,0,) = (R%,0,) ha per base
B = {]a,b[x{p}}ta<s, (p}cou
Gli elementi di B sono segmenti paralleli all’asse x, senza estremi.
3. (R,0,) x (R,0;) = (R%,0,) ha per base
B = {la, b[xR}a<p

Gli elementi di B sono striscie parallele a y. B definisce quindi la topologia
delle striscie (vedi [1.6,pg.7])

4. (R,04) x (R,04) = (R?,0,) ha per base
B = {[aa b[X [Ca d[}a<b, c<d

gli elementi di B, sono rettangoli del piano che non hanno il bordo supe-
riore e destro.

Proposition 3.4. Data By base di (X,0), B base di (Y,0), la base di (X X
Y, 0.), topologia prodotto delle due, e’:

B:{A1XA22 AleBl, AQEBQ}

Proof:
Come abbiamo visto in [3.2,pg.53], la base di ©, €’
B={UxV:U€®O,VeO}
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usiamo le basi By, Ba:
Uco = U:UAZ-, A; € By

el
Veo = V=|JB; BB
jeJ
UXV:UAiXUBj: U AiXBj
icl jeJ (i,)eIxJ

= B={A; x Ay : (A1,As) € By x By} € base di O,
Proposition 3.5. Dato W C X xY, (z,y) € X xY
W e B(z,y) in©, & U € B(x)inX, IVeEB(y) inY: (x,y) e UXV CW
Con W € B(z,y), indichiamo che W e’ un intorno del punto (x,y).

Proposition 3.6.

V, sistema fond. d’intorni di x in X, V, diy inY =

Vg ={U XV UeV,, VeVy} e un sistema fond. d’intorni di (z,y) in
X xY

Theorem 3.7.

Let: (X,0), (Y,0'), (X x Y,0,)
ACX,BCY

AxB=AxB
Proof:
(1)1. Dim C
LET: (z,y) € Ax B

Essendo nella chiusura, ogni suo intorno incontra A x B, ovvero
VU€EO, Ve® : (v,y) eUxV siha UxVNAXxB=UNAXVNB#0

(SIS
= UNA#0,VNB#0 = €A, yeB = (v,y) €AxB

Poiche’ valgono anche le implicazioni inverse, anche I'inclusione O €’ provata.
O

Corollary 3.8. F C X, chiuso, G C Y, chiuso = F x G, chiuso in X xY
(nota, non vale il viceversa)

Proof:

=F x G = F x G chiuso

Corollary 3.9. F C X, denso, G CY, denso = F x G, denso in X XY
(nota, non vale il viceversa)

Proof:

=X xY = F x G denso
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Proposition 3.10.

Let: (X,0), (V.0'), (X x Y.6,)
ACX, BCY
(Ax B)® = A° x B°

Proof:

(r,y) €E(AxB)° & We€O, Ve : (2,y) cUxVCAxB

un punto appertiene all’interno se esiste un suo intorno contenuto nell’insieme

CA A°
zeUCA s e & (x,y) € A° x B°
yeVCB & yeB°

O
Definition 3.4.
A* =puntiisolatidi A ={pe A| {p} € ©}
Proposition 3.11. si ha:
(XxY) " =X*xY"
Proof:
(7,y) € (X xY)" & {(z,y)} ={z} x{y} € O < {z},{y
— —~
€0 €O’/
O

Proposition 3.12.

LET: (X,0), (Y,0), (X xY,0,)
AxBCXXxY
O 4, la topologia indotta da © su A
©'5, la topologia indotta da ©" su B
O axB, la topologia indotta da O, su A x B

st ha che
(A,@A) X (B,@/B) = (A X B7 ®A><B)

Proof:
Basta dimostrare che le basi delle due topologie coincidono:
base di (A X B,0ax5):
BQ = {A x BNU x V}UG@, Veo!
base di (A4,04) x (B, 0%):
By = {UXV}UEG)A, veey = {AﬁU/XBﬁV/}UIe@’ Vieer = {14><Br\l(]/><Vv/}U/€@7 vieor = Bs
O

Proposition 3.13. Le proiezioni p,q sono funzioni aperteS.

Proof:
6 Per (R?,0.) abbiamo gia’ visto ’esempio [1.15,pg.37].
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p: (X xY,0,) — (X,0)
Un aperto di X x Y e’ del tipo (J;c; Us x Vi, dove U; € ©, V; € ©, allora
p(JUi x Vi) =p(JUi x | Vi) =JUi € ©
i€l il il il
q: (X xY,0;) — (Y,0)
Analogamente: | J;.; U; x V; € O,
qJuixJw =Jvie®
= iel iel
Definition 3.5. Sia (X, ©) uno spazio topologico, la sua diagonale e’:
§=A{(z,2) |z € X}
Theorem 3.14. § ¢’ chiuso & Xe' Ty

Proof:
Poiche’ § €’ chiuso, i punti che non gli appartengono, non sono suoi punti di
accumulazione:
0 chiuso

§ = 8UD(9)

per cui (z,y) € D(3) = (a,y) €6, (2,9) & 6 = (v,y) & D)
(x,y) €0 = (x,y) ¢ D(0) =3IV, VO: (z,y) eUxVNI=0

2)1. DimUxVNé=0 < UNV=0

Per assurdo, supp che x e UNV:

zeUNV#AD © zelU,zeV & (z,0) eUXV & UxVNJi#D assurdo
Quindi (z,y) ¢ 6 & x#y, ze€U, yeV, UNV =0, UV € O implica che
X e TQ.
Procedendo a ritroso, si dimostra anche il viceversa.

& D(8)Co v D(5) =0

O
Theorem 3.15.

LeT: (X,0), (Y,0)), (X x Y,0,), (Z,0")
f:Z—XXY
Le proiezioni: p: X XY — X, q: X XY —Y
allora
f continua < po f, qo f sono continue

ovvero, f e’ continua sse le sue “coordinate” lo sono.

Proof:

(1)1. Dim =
f,p,q sono funzioni continue. Composizione di funzioni continue (vedi thm
[1.25,pg.35]).

(1)2. Dim <«
Usiamo solo gli aperti della base di ©,, ovvero U x V con U € O, V € ©'.
Poiche’

FFHUXV)=(pof )7HUN( gof )TH(V) €O

S~~~ S~~~
funz cont. funz cont.
6@// @//

la f €’ continua
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(2)1. Dim l’eguaglianza precedente

2 fTHUXV) & f2)eUxV
p(f(2)) €U, a(f(z) €V & z€ (pf) ' (U), z€ (¢f) (V) & z€ f) " (U)N(af)" (V)

viceversa,

p(f(2)) €U, q(f(2)) €V = f(z)ep '(U)=UxY, fz) eXxV =

= f(R)eUXYNXxV=UNXXxYNV=UxV=zecf Y (UxV)
O

Example 3.6. f(t): R — R?
f(t) = (cost,sint) e’ continua perche’ cost,sint sono funzioni continue.

Example 3.7.

LET: f: X — R, continua
g: X — R, continua
Le seguenti funzioni sono continue: f(z)+g(x), f(z)g(z), max{f(z), g(z)}, min{ f(x), g(x)}
Dimostriamolo solo per f(z) + g(z).
Consideriamo

s:R* —R
s(z,y) =z +y
h:X —R?
h(z) = (f(x),g(x)) [¢ continua per il thm [3.15,pg.57]]

dimostriamo che s e’ continuas:

s Jab ) ={(=y) eR* [a<z+y<b}
~—
€ base di (R, ©.)

Quest’ultimo insieme, €’ la striscia di piano delimitata dalle due rette z+y—a =
0, z+y—b=0,ed e un aperto in (R?,0,.). Quindi s e’ continua.

In definitiva, (sh)(z) = f(x)+ g(z), composizione di funz continue, €’ continua.
In modo analogo si procede per gli altri casi.

Theorem 3.16. Data f: (X,0) — (Y, ©’), continua, con'Y spazio di Haus-
dorff, si ha che Gy C X XY e’ un chiuso nella topologia prodotto, dove
Gy ={(z,f(z)) | x € X} e’ il grafico di f.

Proof:
Per mostrare che G ¢ e’ chiuso, faremo vedere i punti che non gli appartengono,
non sono suoi punti di accumulazione.

(zo,90) ¢ Gy < yo # f(@o)

YTy = WU, Ve : yelU, flzg) eV, UNV =0 (0)

f continua in g & VW € B(f(x0)) 3T € B(xg): f(T) CW
VeB(f(xg)) = IT €O : 20T, f(T)CV (1)

T € B(xo), U € B(yo) = T xU € B((z0,¥0)) [per la prop [3.5,pg.55]|
(2)1. Dim. come ultimo passo che T x U NGy =
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Per assurdo:
(z,y) e T xUNGy
=zeT = f(r)eV |[perla(l)
= yelU y=f(z) = yeUNV assurdo per la (0)
(2)2. Q.E.D. o
Abbiamo dimostrato che D(Gf)CGy, quindi Gy = Gy U D(Gy) = Gy,
ovvero Gy e’ chiuso.
(1)1. Diamo un controesempio che mostra <=

1
w-{i 7

¢’ I'iperbole. Come abbiamo visto in nell’esempio [1.15,pg.37], Gy ¢’ un chiuso
in R2, pero’ f(z) non e’ continua (0 e’ di discontinuita’).
O

Proposition 3.17. LET: X,Y insiemi infiniti
(X,0.), (v,6))
(X xY,0Y) top. cofinita su X xY, (X xY,0,) topologia prodotto su
X,Y.
si ha

0! <06,

Proof:
(1)1. Mostriamo che i chiusi di ©/ sono chiusi di ©, e che 3 un chiuso di O,
che non lo e’ di 07

I chiusi di ©/ sono i sottoinsiemi finiti o I'insieme X x Y. Se prendiamo A x B
chiuso di ©, avremo che A x B ¢’ finito. Allora A e B sono finiti, e quindi
sono chiusi rispettivamente in O, e ©,.
X ¢’ un chiuso in O, e {y} un chiuso in ©/, quindi X x {y} ¢ un chiuso
in O, perche’ prodotto di chiusi. Non e’ pero’ chiuso di ©/, perche’ X &’
infinito e quindi pure X x {y} lo e’.

Proposition 3.18. zg € X, yp €Y, si ha:
X~Xx{y}, Y=Y x{z}
Proof: L’omeomorfismo cercato e’ la restrizione della proiezione p:

/
P X x{yo} — X
infatti,
e p €’ continua, quindi una sua restrizione e’ continua
e p' e’ biunivoca

e p e’ aperta, quindi una sua restrizione e’ aperta. Essendo p’ aperta, p’~!

e’ continua.
O

Theorem 3.19. LET: (X,0(dy)), (Y,0(dz2)) due spazi topologici con metrica
, allora (X xY,0,) e’ metrizzabile, ovvero Imetrica d: 0, = O(d).
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Proof:

LET: 21 = (21,51), 22 = (T2,¥2)
Definiamo la seguente metrica:
d: (X xY)x (X xY)—R"
d(z1,22) = max{di (21, 72), da(y1,y2)}
verifichiamo che si tratta di una metrica:
e ovviamente d(z1,22) >0
° d(zl,z'g) =0 & dl(SCl,l‘g) =0A dg(yl,yg) =0
d1($1,$2) =0 <& 1 =29
da(y1,92) =0 & y1 =y
° d(zl, 2’2) = d(ZQ, Zl)
e Sia z = (z,y), proviamo la proprieta’ triangolare, solo in due casi:
CASE: d(z1,2) = di(z1, ) > da(y1,9)

d(22,2) = di(x2,x) > da(y2,y)
CASE: d(z1,22) = di(x1,x2) > da(y1,Y2)

di(z1,2) + di(ze, ) > di(x1,22) = d(21, 22)
CASE: d(z1,22) = da(y1,y2) > di(z1, 22)

di(21,z) + di(22,2) > d2(y1,y) + d2(y2,y) = da(y1,y2) = d(z1, 22)
Proviamo che O, = O(d).
©, ha come base:
B={U x V}yceo(d), veo(ds)
Poiche’ O(dy), O(dz) hanno come base l'insieme delle sfere definite dalle
rispettive metriche, per la proposizione [3.4,pg.54], la base di © sara’ 'insieme
formato dal prodotto delle sfere:

B = {S1 x Sa2}s,e8, s2¢B.
la base di ©(d) e’ I'insieme delle sfere come metrica d, quindi quello che resta
da provare €’

20 = (w0, Yo)

Sa(z0,€) = S1(x0,€) x S2(yo,€)
allora:
Z = (Ivy) S Sl(ang) X SQ(yOaa) & TEe Sl(x07€)7 Y S SQ(yan)

<~ d1($,.’1?0) <eg, d2(3/7y0) <e€

< max{dy(z,z0),d2(y,y0)} = d(z,20) <& & z € Syq(z0,¢)
O

Corollary 3.20. Le seguenti metriche definiscono lo stesso spazio topologico
O, suXxXY:

1. d(zl,ZQ) = max{dl(xl,xg), dz(yl,yg)}
2. d'(z1,22) = di(x1, x2) + da(y1,Y2)
3. d"(z1,22) = \/di(z1,72)% + d2(y1, y2)?

ovvero

0, = 0(d) = 0(d) = 0(d")
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Proof: Nel caso di R? abbiamo gia’ dimostrato qui in par. [1.16.2,pg.30]. Per
il caso generale, si considera questa diseguaglianza:
d(Zl, 2:2) S d”(zl, 222) S d/(Zl, 2’2) S Zd(zl, 22)
se si considera il loro significato geometrico le diseguaglianze si intepretano cosi’:
massimo tra i cateti di un triang. rett. < ipotenusa < somma dei cateti < 2d(z1, 22)
(1)1. Dimostriamo solo d’'(z1, z2) < 2d(z1, 22) (le altre sono ovvie)
CASE: d(z1, 22) = max{d; (z1,22), d2(y1,y2)} = d1(z1,22) > d2(y1,y2)

di(z1,22) + da(y1,y2) < 2d1(x1,22) < da(y1,y2) < di(x1,x2)
CASE: d(21, 22) = max{di(z1,22), d2(y1,v2)} = d2(y1,y2) > di (21, 72)
di(z1,22) + d2(y1,y2) < 2do(y1,92) & di(z1,22) < d2(y1,y2)
(1)2. Dalle diseguaglianze segue che Sy(z, 5) C S’(z,r) € S"(z,7) C Sa(z,7)

29 € Sq(z, %) = d(z,22) < g & 2d(z,20) <7
= 1> 2d(z,20) > d'(2,22) =
20 € 8'(z,7)

analogamente si procede per gli altri. Dimostriamo solo l'inclusione finale:
20€ 8" (2,r) & d'(z,20) <7
= |sr > d"(2,29) > d(z,29) =
29 € Sd(Z, 7‘)
(1)3. Q.E.D.
Queste inclusioni ci dicono che ogni tipo di sfera e’ inclusa in ogni altro tipo
di sfera, quindi ogni base e’ base per ogni topologia, ovvero
O(d) = 6(d') = ©(d")
Inoltre, poiche’ avevamo gia’ visto che ©, = ©(d), si ha:
O, =0(d) =06(d)=0(d")

Theorem 3.21. LET: Siano (X,0), (Y,0') due spazi topologici T;
allora lo spazio prodotto (X,0) x (Y,0’) ¢’ T;, peri=0,1,2,3.

Proof:

o T
Per la caratterizzazione di 11, {zo} e {yo} sono chiusi. Allora per il
prodotto di chiusi, pure {zo} X {yo} = {(x0,%0)} lo €’, quindi sempre
per la caratterizzazione, X x Y €’ Tj.

o T2
Consideriamo (x1,y1), (x2,¥2), €1 # Z2,y1 F Yo, poiche’ ¢’ X e Y sono
Ty:
3%]1,[]2 €0: 1 €Uy, x9 € Uy, UlmUQZQ)
W, V€0 yreVi, ya €V, Vinta =10
Uy x Vi € B((x1,91)), Uz x Vo € B((z2,y2)) [per il prodotto d’intorni]
U1XVlﬂUQX‘/QZUlmUQX‘/lm‘/Q:@X@:@

.T3

LET: (z,y) € X XY
releB, yeVed®
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Usiamo la caratterizzazione del thm [2.7,pg.43], ovvero ogni intorno di
un punto contiene un intorno chiuso:
zrelUDW, =W,

yeV2OIWy =W,

(r,y)) EWL x Wo =W xWo CU XV
quindi ogni intorno di un punto di X x Y contiene un intorno chiuso.
(1)1. Dim che non vale per T}
Usiamo il thm [2.8,pg.44].

LET: X = retta di Sorgenfrey
Nel controesempio del thm [2.9,pg.45], abbiamo gia’ visto che X ¢’ Ty. X x X
e’ separabile perche’ Q x Q e’ denso e numerabile. Consideriamo
D ={(z,—z), |z € X}

ovviamente |D| = |R|.
Avevamo gia’ visto negli esempi [3.3,pg.54] una base per (X?2,0,), una base
piu’ piccola €’

B ={[a,a+¢e[X[a,a+ e[}lacx
D non ha punti di accumulazione: considera la figura [3.2,pg.62] per qualsiasi

N\

punto di X x X e’ sempre possibile creare un suo intorno, ovvero un quadrato
che lo contenga, che non incontra D.
Nota: il quadrato e’ privo di lato destro e superiore, ma non di quello sinistro
e inferiore. In (R, ©.), invece, i quadrati sono privi di lati. Questo e’ il motivo
per cui questo ragionamento non si puo’ applicare a (R, 0,).

O

Proposition 3.22. Siamo in (X,0(d)), con la sua metrica
d: X xX —R
adesso consideriamo d come una funzione tra spazi topologici:
d: (X xX,0,) — (R,0©,)
Si ha che d e’ una funzione continua.

Proof:
Consideriamo la base di ©(d):
B={S(z,r)|zeX, r>0}
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per il prodotto di basi, la base di ©, sara’ allora
B, ={S(x,r) x S(z',r") | z,2" € X, r,v' >0}
una base di ©, €’
Be = {]y —&y+ 5[}1/6]1@, e>0

(2)1. Bastera’ dimostrare che d~'(Jy — e,y + ¢[) ¢’ un aperto in O
d7 'y — e,y +el) = {(z,2') € X* | d(z,2") €ly e,y +¢[} =
d(z,2') €ly—e,y+e]l ©y—c<d(z,2)<y+e
srel@,y+e)\S@, y—e), 2 € S(x,y+e)\S(z,y—¢)
& (z,2') € S(a',y+e¢) x S(z,y +e)\S(a’,y —e) x S(z,y —¢)
={(z,2") € S(z',y+¢e) x S(z,y+e)\S(z/,y —¢) x S(z,y —e)} =
=S y+e)x S(z,y+e)\S(z',y —¢) x S(z,y —¢) € O,

Nota che S() €’ la sfera chiusa, ovvero con bordo. Abbiamo anche sfruttato
il fatto che Aperto \ Chiuso = Aperto. O

3.3 Topologia quoziente

Sia f: (X,0) — Y una funzione surriettiva. La topologia su Y, piu’ fine tra
quelle che rendono continua f, si chiama topologia quoziente rispetto a f. Essa

)

O,(f) ={BCY|f'(B) €0}

Se C €’ 'insieme dei chiusi su ©, allora
Co(f)={BCY |[H(B)eC}

e’ I'insieme dei chiusi su ©4(f)

Proof:
(1)1. Si verifica semplicemente che O4(f) ¢’ una topologia
(1)2. Dim che ©4(f) ¢’ la top piu’ fine tra quelle che rendono continua f
Sia ©" una top su Y che rende continua f, allora
Beo©
f~H(B) € © [f ¢ resa continua]

ma allora, per definizione, B € O,4(f)
(1)3. Dim Co(f) ={BCY | f1(B) €C}

Co(f)={BCY|Y\Be®yf) & f(Y\B) €6}
Per quanto abbiamo visto a [1.18,pg.34], si ha
'Y\ B)=X\f'(B)e® & f(B)eC
quindi

Co(f)={BCY|f'(B)eC}
Definition 3.8.
Sia f: (X,0) — (Y, ©’) una funzione. Diremo che

[ € funzione quoziente < ©' = O,(f), ovvero, © e’ la topologia quoziente.
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Theorem 3.23.

LET: (X,0), (Y,0'), (Z,0") tre spazi topologici

m:(X,0) — (Y,0') funzione quoziente, cioe’ © = 04(r)
f:Yy—=27
allora
f e’ continua < fom e’ continua
Proof:
(1)1. Dim =

Poiche’ 7, essendo funzione quoziente, e’ continua, allora for e’ composizione
di f. continue, e quindi €’ continua.
(1)2. Dim <=

Be®”
(fom)™(B) € ©® |[per Hp fom e cont.]
(fom)'(B)=n"tof {(B)=n"(f"1(B) €O

poiche’ 7 €’ funzione quoziente,
7 (fTH(B) €O = [T(B) €By(n) =€

Corollary 3.24. Data la funzione quoziente 7 : (X,0) — (Y, 0’), si ha
w e’ biunivoca = w e’ un omeomorfismo

ovvero, una funzione quoziente biunivoca e’ un omeomorfismo.

Proof:

(1)1. Basta provare che 7! e’ continua
Poiche’ 7 e’ biunivoca, 7! o m = idx. L’identita’ idx : X — X €’ una
funzione continua. 7w e’ una funzione quoziente, allora per il teorema di prima,

7~1 ¢ continua.

O
Theorem 3.25.

LET: f:(X,0) — (Y,0)

[ surriettiva, continua, aperta (o chiusa) = f e’ una funzione quoziente

Proof:
(1)1. Dobbiamo dimostrare che ©' = ©4(f)
Per definizione, © < ©4(f), e quindi © C ©4(f). Proviamo Iinclusione
inversa:
BeO,f) = (B eo
f(f7Y(B)) € © [fe aperta
Poiche’ f e’ surriettiva, f(f~(B)) = B, quindi B € ©’

Definition 3.9. Spazio quoziente.
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LET: Sia (X, ©) uno spazio topologico
Sia R una relazione d’equivalenza su X
X/® Vinsieme quoziente
7 : X — X/x la surrezione naturale w(x) = T, dove T €’ la classe d’equiv
di x
allora chiameremo spazio quoziente di X, modulo R

(X/R,O4(m))

ovvero, lo spazio X /% con la topologia quoziente rispetto a m, ovvero ancora, la
topologia piu’ fine che rende continua 7.

7

Proposition 3.26. La topologia dello spazio quoziente (X/r,04(n)) €
Ou(m)={n(A)|A€O: (z€ A, 2Ry = ye A)} ={n(A) | A=7"(n(A4)) € ©}

In altre parole, un aperto di O4(m) e’ 'immagine di un aperto di ©, che e’
unione di classt d’equivalenza. In altre parole ancora: in X si puo’ creare una
partizione a partire da R; questi aperti di © saranno l'unione di vari “pezzettini”
della partizione.

Lo stesso vale per i chiusi.

Proof:

U€cByr) & n ' (U)e®
A:=71"YU)
m(A) =U poiche’ 7 € surriettiva
sostituendo: A = 7~ H(U) = 7~ (n(A))
(1)1. Dim l’equivalenza tra le due scritture con cui abbiamo descritto O,4(7),
ovvero dimostriamo che
A=n1"Yr1(A) & (z€ A, 2Ry = y € A)
(2)1. Dim =

Siaz € A, xRy
2Ry & n(z) =7(y) & 7 (n(x)) =7~ (7(y)) (1)
yer Hn(y), 1)=>yeA
(2)2. Dim «
Sia y € 77 (7(4)),
yern H(r(A) en(y) en(d) e Irc A: n(z) =n(y) & 2Ry S Y€ A
per Hp

1

percio’, AD7 ™ (n(y))
Sia x € A,

r€ A= n(x) € n(A) =2 cr H(n(A)
percio’, ACt ! (n(y))

Theorem 3.27.
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LET: f:(X,0) — (Y,0)
Sia Ry la relazione d’equiv indotta da f, ovvero xRy < f(x) = f(y)
m(x) : (X,0) — (X/r;,04(7)), 7(x) =7 la surriezione naturale, che
in questo caso e’ anche funzione quoziente
9 (X/r,,04(m) — (V,0), g(z) = f(x)

allora g e’ un omeomorfismo < f e’ una funzione quoziente. Graficamente:

(X,0)

o

(X/Rs»Oq(m))

(V,0) & 0 =0,/

Proof:
(1)1. Dim =
Dobbiamo dimostrare che f e’ una funzione quoziente, ovvero che © = 0,4(f).

(2)1. Dim ©'CO,(f)

Sia ACO’,
f=gm
g, T continue = f continua
= f 1A eco

Quindi, per definizione di ©4(f), si ha che A € ©4(f).
(2)2. Dim ©'20,(f)
Sia ACO,(f), ovvero f~1(A) € ©,
f=grm
A = (gm) (A =797 (A) €O
= gil(A) € 04(f)

g(g71(A)) = A€ © [g e’ un omeomorfismo, quindi e’ aperta e biunivocal
O
(1)2. Dim <«
(2)1. Dimostriamo che g(x) e’ una funzione ben posta
Ben posta vuol dire che prendendo un yRy¢z si ha g(y) = g(T).
yRrr = f(y) = [(2) 9@) = f(y) = f(z) = 9(T)
f essendo una funz. quoz. €’, per definizione, continua. Poiche’ gomw = f,
per il thm [3.23,pg.64] g €’ continua.

(2)2. g €’ biunivoca
E’ iniettiva:
9@) =9 & fla)=fly) & 2Ry & T=Yy
E’ surriettiva: f = g o w essendo funz. quoz. e’ surriettiva, e quind g €’
surriettiva.
(2)3. g~! € continua

gr=f
g lgr=g'f
T=g'f

66



)

7 e continua, f € una funz. quoz. quindi per il thm [3.23,pg.64] g~ e
cont.
(2)4. g € continua
gm = f, f € continua, 7 e’ funzione quoziente \:f/ g €’ continua.
thm[3.23,pg.64]

O

Example 3.10. Prendiamo in (R, ©,) lintervallo [0, 1] e definiamo la seguente
rel. d’equiv su [0, 1]:

R =1{(0,1),(1,0), (z,z) : z€[0,1]}
0 equivalentemente

[07 1]/'R = {{I)O}a {l‘} X E]Ov 1[}

Se consideriamo gli elementi di [0, 1]/z come punti, possiamo dire che [0,1]/r
e’ il segmento [0, 1] con i suoi estremi “incollati”, cioe’ un estremo e’ equivalente
all’altro.
Sia f : [0,1] — S, f(t) = (cos2mt,sin2nt), dove S e la circ. di raggio
unitario.

(1)1. Vogliamo dimostrare che [0, 1]/ ~ S, ovvero che prendendo il segmento
[0,1] e “incollando” gli estremi, abbiamo uno spazio omeomorfo alla cir-
conferenza

Sia Ry = {(z,y) | z,y € [0,1], f(z) = f(y)}
(2)1. Dim R; =R

(0,1) e R, f(0)=(1,0
(1,0) e R, f(1)=1(1,0
(t,t) ER, f(t)=f(t
R =Ry

f €’ continua (lo avevamo visto in exemp [3.6,pg.58]).

f € surriettiva, perche’ lo e’ sin in [-%, 7] e cos in [—, 7], e quindi a maggior

ragione in [0, 1].

f € chiusa: f([a,b]), con [a,b] C [0,1], o € un arco chiuso (con gli estremi),

oppure e’ tutta la circonferenza.

Allora per il thm [3.25,pg.64], f €’ una funzione quoziente.

Per il thm [3.27,pg.65], g €’ un omeomorfismo, dove

g:[0,1]/r, — S

¥
—~
\’H~
~
~—
m
X
—

(1)2. Q.E.D.
Quindi, in definitiva
0,1)/r, = [0,1]/r = S

Example 3.11. Consideriamo 'intera retta in (R, ©.). Usando

R=A{(z,y) |z -y e}
f:R — S* f(t) = (cos 2rt, sin 27t)
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e procedendo come nell’esempio precedente, ricaviamo che
1
R/R ~ S
cioe’, possiamo “arrotolare” l'intera retta su una circonferenza.

Example 3.12. Se prendiamo un rettangolo in R? e “incolliamo” due lati,
otteniamo un cilindro: usando una rel. d’equivalenza che associa i punti dei due
lati, si puo’ dimostrare che lo spazio quoziente e’ omeomorfo a un cilindro. Si
procede come negli esempi precedenti usando la funzione

(s,t) € [0,1] x [a,b] —> (cos 27s,sin 27s, t)

dove [a,b] €’ il lato destro e sinistro del rettangolo. Graficamente, indichiamo
questo “incollamento” cosi’:

Example 3.13. Il nastro di Moebius:

e la bottiglia di Klein:

e infine il piano proiettivo (vedi anche par [5.0.1,pg.92]):

Example 3.14. In (R, 0.) stabililiamo la seguente rel. d’equiv:

TRy & z—yeQ
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Considerando (R/z, ©4(m)), dove 7 €’ la funzione quoziente canonica, dimostri-
amo che O,4(7) = 0, la topologia indiscreta.

La tesi equivale a dire che l'unico aperto non vuoto di ©4(m) € tutto R/%.
Prendiamo allora un aperto (non vuoto) B € ©O4(m) e facciamo vedere che
7 YB)=R.

Per la proposizione [3.26,pg.65], B = 7(A) dove A € O, 7~ 1(n(A)) = A
Sostituendo risulta

7 YB)=A = A#£D

7 € surriettiva e B # ()
Per questo motivo,
Jla,b[C A
inoltre,
VieERIreQ: a—z<r<b—zsz+r=r €lab
I _ /
x—z reQ= 2Ry < n(x) =n(z) e w(A)
z'€la,b[CA
VeeRn(z) en(A)=B=R/gCB = R/g=DB
BCR/Rr

O

Proposition 3.28. La topologia quoziente vista nel precedente esempio e’ quella
indiscreta che non soddisfa Ty e i successivi assiomi di separazione. Questo
dimostra che esiste almeno un caso in cui il passaggio al quoziente distrugge gli
assiomi di separazione.

Theorem 3.29. Dato lo spazio X, la relazione d’equivalenza R su X, e la
funzione quoziente canonica m: X — X/g, si ha

(X/Rr,04(m)) e’ uno spazio di Hausdorff = R e’ un chiuso in (X x X,0,)
dove ©,, e’ la topologia prodotto

Proof:
Per dimostrare che R e’ un chiuso, facciamo vedere che i punti che non gli
appartengono non sono di accumulazione, ovvero che prendendo un punto
esterno ad esso, esiste almeno un suo intorno che non incontra R.
Sia (z,y) ¢ R, ovvero 7(z) # w(y).
Poiche’ X/ ¢’ di Hausdorff,
AU,V eOy(nm): n(x)eU, n(y) eV, UNV =0

()EU my) €V = zen ' (U), yen (V)

), 7 (V) € © perche’ 7 ¢’ continua

T
-1

{?Jre]; ( JwertV)sa U @ EV e R

T (V)I’YR 0

T 1(U) X T 1(V) ’ quindi un intorno di (x,y) che non incontra R.

Theorem 3.30. Questo thm e’ quasi Uinverso del thm [3.29,pg.69].

R chiuso in X xX, 7 funz. aperta = (X/r,0q4(m)) e’ uno spazio di Hausdorff
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Proof:
Prendiamo due punti distinti in X/z: w(x), 7(y), vogliamo dimostrare che
AU, VeByn): n(x)elU, n(y) eV, UNV =0
Intanto osserviamo che 7(z) # 7(y) = (z,y) ¢ R
allora, poiche’ R chiuso in X x X segue che (z,y) ¢ D(X x X), percio’:
3 un intorno (aperto)U x V di (z,y) in X x X : UxVNR=0 (1)
Y(u,v) €U xV, (1) = (u,v) ¢ R < 7(u) # n(v)
=>aU)Nr(V)=0 (2
m aperta = 7w(U),n(V) € ©
xeU=n(x) en(U)
yeV=mn(y) enV)
(2)

:>X/R e Ty

4 Spazio connesso

Ooo N

Figure 9: Il sottospazio in blu non e’ connesso, quello di sopra lo €’
Dato uno spazio topologico (X, ©), queste proposizioni sono equivalenti:
1. X e’ uno spazio connesso
2. AU,V # 0 aperti (o chiusi): UUV =X, UNV = .

3. Gli unici aperti che sono anche chiusi sono solo (), X', ovvero, non esistono
aperti-chiusi oltre a @), X

Proof:
(1)1. Dim 3 = 2, ovvero 2= 23

UNV=0UUV=X = X\U=UUWN\U=V & X\V=U
(1)2. Dim 3 = 2
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Per HpdV € ©: X\V =U € 0,
X\V=U& X\U=V =U0UnvV=_0)
UuV=X\UUX\V=X\(UnV)=X
O

Y C X ¢ si dice sott. connesso < lo e’ come sottospazio, ovvero sse (Y, Oy )
e’ connesso.

Theorem 4.1. Sia Y C X,

YCUUV
YNnU
Y e’ connesso < BU,V aperti in X : #0

YNV #£0Q
YNnunv =1

(equivalentemente per i chiusi).

Proof:

(1)1. Dim <

Y C X €’ connesso, quindi per definizione, il sottospazio (Y, Oy ) lo €’, quindi
non esistono due U, V' #0 € Oy : UNV' =0, UUV’' =Y. Per def di
top. indotta:

U =UnNY, con U apertodi X

V=V NY, conV aperto di X

U0 < UNY #0

V£) & VY #0

Unv=ynunv=»0

UuV=nHu¥nV)=Y ©« YNUUV)=Y &« YCUUV
Quindi se non esistono U’, V' allora non possono esistere neanche quei tipi di

U,V, e viceversa.
O

Theorem 4.2. In (R, 0.) i sott. connessi sono tutti e solo gli intervalli, ovvero
S CR e’ connesso < S e’ un intervallo
Per provare questo thm occorrono due lemmi:
Lemma 4.3. S CR e’ un intervallo & Va,be S [a,b] C S

Proof:
(1)1. Dim =

Un intervallo S C R €', per definizione, un insieme del tipo: R, [¢, d],]c, d[,]e, d], . ..

. Quindi questo senso del lemma €’ ovvio.
(1)2. Dim <«
Sia a = inf S, b = sup S, la tesi equivale a dire che
VieR: a<zx<b = 2z2€f
Per le proprieta’ dell’inf,
Ve>0dseS: a+e>s>a

fissasndoe =2 —a > 0: a<s<ux

7 dove [c,d] = {z € Rle < x < d}, ete. ..,
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analogamente per il sup:
dreS: x<r<b
Quindi
a<s<z<r<b = x€lsr]
Poiche’ per Hp [s,7] C S, si ha che z € S

Lemma 4.4. Sia S C R, allora
infS=1eR = 1€8S

(analogamente per il sup)

Proof:
Sia U un intorno di l. Per definizione di ©,, si ha:
Fe>0:]l—el+e[CU
Per le prop dell’inf:
Ve>03dseS: l+e>s>1

= seU
UNS#0

Poiche’ U era un intorno arbitrario, deduciamo che ogni intorno di [ incontra
S, ovvero percio’ [ € S
O

Passiamo alla dimostrazione del thm [4.2,pg.71]. Proof:
(1)1. Dim =
Dimostriamo 'inversa dell’implicazione, ovvero
S CR non e’ connesso < S non e’ un intervallo
Per il lemma [4.3,pg.71], S non e’ un intervallo equivale a dire che
Ja,be S: [a,b] €S & Jz€ca,b]: 2¢ S
Scegliamo i seguenti aperti di R: U =] — 00, z[, V =]z + o], allora se Og €’
la top indotta su S, scegliamo U' =U NS € Og, V' =V NS € Og, e si ha:
a<z =aclU = acUNS = U #0
b>z = beV = beVnsS = V' #£0
UnNnv=0=0nVvV=90
UUV=R\{z} & SN(OUUV)=SNR\{z} & (SNU)U(SNV)=8S &« U'uV'=8
(1)2. Dim <=
Per assurdo supponiamo che 'intervallo S sia non connesso, ovvero 3F, G #
() chiusidiS: FNG =0, FUG =S.
Prendiamo z,y € S : x < y. L’intervallo [z, y] ¢ C S (per la caratterizzazione
degli intervalli), quindi [z,y] €’ un chiuso di S. Consideriamo
F'=FnN|z,y] chee un chiuso perche’ int. di chiusi
G'=GN[z,y]
Sia z = sup F”. Per il lemma [4.4,pg.72] e poiche’ F’ ¢’ chiuso:
z=supF' € F/ =F'
Per la definizione di sup:
Vt>ztg F
= Vt€|z,y teG &2,y CG = ]2,y CG =G
& [,y CG = 2@
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Quindi
zeF'NG' =FNGN|x,y]
assurdo perche’ FNG =0

Corollary 4.5. Essendo R un intervallo di R, e’ esso stesso connesso.

Theorem 4.6. Sia f: X — Y surriettiva e continua, allora
X connesso = Y connesso

Proof:
Proviamo I'inversa dell’implicazione.
Essendo Y non connesso, si ha
AU, V£Q apertidiY: UNV =0, UUV =Y
Poniamo
U'=fHU), V' = f71(V)
che sono aperti di X poiche’ f e’ continua. Allora,
U' = f~Y(U) # 0 perche’ f surriettiva

V' = f7YV) # 0 perche’ f surriettiva
U'nv =i o)n V) = U nV) = f7H0)
f7H®) =0 perche’ f ¢’ surriettiva

VoV =i O)u Tt (V) = ouv) = (Y) =X
Ecco che X non e’ connesso.

Corollary 4.7.

1. Limmagine di una funzione continua, che ha per dominio uno spazio con-
nesso, e’ ancora uno spazio connesso, ovvero se f : X — Y e’ continua
e X e’ connesso, allora Sf e’ connesso.

2. Dati due spazi omeomorfi X ~Y | si ha
X connesso & Y connesso

3. Inoltre, lo spazio quoziente di uno spazio connesso e’ ancora connesso®

Proposition 4.8.

LET: 1. X wno spazio topologico
2.Y, C X connesso Vs € S

3. Y,NY,.#0 Vs,re S
allora
U Y.=X = X e’ connesso
seS

Proof:

8infatti, 7 : X — X/r e’ surriettiva e continua
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Per assurdo X non e’ connesso, ovvero
AU, VAPapertidi X: UNV =0, UUV =X
Allora per Hp:
Unv =0, UuV=X=JY. = 3Y.CU, 3V, CV
ses
Y,NY,.#0 = UNV #( assurdo
—_———

per I'Hp 3
O
Theorem 4.9.
Ve,y e X Y C X connesso: z,y €Y = X e’ connesso
Proof:
Per assurdo, X non connesso, ovvero
U, V#£QPapertidi X : UNV =0, UUV =X
Sia x € U, y € V, allora per Hp 3Y C X connesso: z,y € Y.
SiaU =UnNY, V' =VnNnY, allora
rcelU,z€Y = U #0
yeV,yeY = V' #£0
Unv=ynunv=yYnh=90
UuVvV'=ynUuVvV)=YnX =Y
—~
YCX
quindi Y non €’ connesso, ma ovviamente questo e’ assurdo.
O

Theorem 4.10.
Y C X denso e connesso = X e’ connesso

Proof:
Sempre per assurdo, X non connesso, ovvero
U, V#£QPapertidi X : UNV =0, UUV =X
YCX =2YNX=Y=YNnUUV)=Y = (YnhHulYnv)=Y
—_—

=U’'c0y =V’'€Oy

Poiche’ Y e’ denso, ogni aperto di X incontra Y, e quindi
YNU=U #0
YNV=V#£0
Unv=ynunv=»0

uindi Y non e’ connesso, assurdo.
)
O

Corollary 4.11. La chiusura di un insieme connesso e’ connesso

Proof: X C X, X connesso, X denso (X = X), allora per il thm di prima X
e’ connesso.

Corollary 4.12. Y C X connesso, B C X

YCBCY = B e’ connesso

Ovwvero, tutti gli insiemi compresi tra 'Y e Y sono connessi.
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Theorem 4.13. X,Y connessi < X XY connesso

Proof:
(1)1. Dim =
Cerchiamo di usare il thm [4.9,pg.74].
Sia P = (x0,¥0),Q = (z1,y1) € X x Y, poniamo
r=Xx{y}
s={zo} xY

rNs={(zo,y}
(2)1. r ¢’ omeomorfo a X, e quindi €’ connesso
La proiezione p, ristretta a p : X x {yo} — X €’ un omeomorfismo, infatti,
oltre a essere continua, aperta, e surriettiva, e’ anche iniettiva (essendo la
restrizione a X \ {yo}).
Anche s € connesso. Allora, per la prop [4.8,pg.73], r U s e’ connesso.
Poiche’ possiamo ripetere questo discorso per ogni coppia di punti P,Q €
X x Y, per il thm [4.9,pg.74], X x Y e’ connesso.
O

Example 4.1.

1. R™ €’ connesso

2. R?\ Q? ¢’ connesso (dati due punti a coord irrazionali, possiamo trovare al
piu’ tre rette a coord irrazionali che unite contengono i due punti. Quindi
per il thm [4.9,pg.74] si ha la tesi)

3. Il piano di Niemytzki €’ connesso: Lo (il semipiano senza ’asse z) €’ denso,
Ly =R x 10, +00[ e’ connesso. Per il thm [4.10,pg.74],
—

connesso perche’ intervallo di R
L e’ connesso.

4. La retta di Sorgenfrey, non e’ connessa dato che tutti i suoi aperti sono
anche chiusi.

Example 4.2. 1l teorema del punto unito.
Data una funzione f : [a,b] — [a, b], continua = Jzg € [a,b] : f(xg) = xo.
Proof: Consideriamo la funzione ¢(z) = f(z) —z, ¢ : [a,b] — S che ¢’
continua (diff. di funz. continue). Inoltre, ¢([a,d]) €’ un intervallo, perche’
I'immagine di uno spazio connesso di una funzione continua e surriettiva €’
ancora connesso, e i sottoinsiemi connessi di R sono tutti e solo gli intervalli.

¢([a,b]) € [a, 0]

fla) S la,b] = f(a) za = fla)—a=0

p(a) = fla)—a =0

p(b) = f(b) b <0
Per il teorema dell’esistenza degli zeri

Jzg € [a,b] : @(x9) =0 & f(zg) —20=0 & f(x0) =0
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4.1 Componenti connesse

X spazio topologico. Sia x € X, e L, = {B | « € B C X, B connesso}

poniamo
.= |J B
BeL,

C, si dice la componente connessa di x in X. Gode delle seguenti proprieta’:
1. C, ¢’ il massimale di L,

2. C, €’ connesso
Proof: conseguenza del thm [4.8,pg.73]

3. Cy € chiuso o o
Proof: C, C C,. Per il thm [4.11,pg.74], C, €’ connesso, ovvero C;, € L.
Per la proprieta’ 1, C, C C,. Quindi in definitiva C, = C,

Proposition 4.14. Stabiliamo la sequente relazione d’equivalenza:
r~y < dBC X : B connesso, ©,y € B

(la riflessivita’ seque dal fatto che un punto e’ connesso). Si ha che le classi
d’equivalenza di X/~ sono solo le componenti connesse di X, infatti, y €
Cr < xRy < 3B connesso : x,y € B&yel,.

Proof:
(1)1. Dimostriamo che {C,},cx € una partizione di X
(2)1. U,ex Co = X e’ vero per definizione.
(2)2. Resta da dim che C, # C, = C, NCy = 0, ovvero che C, NCy # 0 =
C, =Cy

CaNCy#0 = C, UC, connesso
thm [4.8,pg.73]
x € C; UCy connesso = C,UCyCCp = CLUCy =C,
C, €’ il massimale
y € C, UCy connesso = C,UC, CCy = C,UC, =Cy
= C, =0y

Definition 4.3. X si dice totalmente sconnesso < Vz € X C, = {z}.

Example 4.4.

1. Q con la top. indotta da (R, ©.) € tot. sconnesso.

2. Sorgenfrey, e’ tot. sconnesso.

4.2 Connessione per archi

X €’ connesso per archi < Vp,q € X 3f :[0,1] — X, continua : f(0) =

p, f(1)=¢q
Con I indicheremo [0, 1].
f € chiamata percorso.
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Theorem 4.15. X connesso per archi = X e’ connesso

Proof:
Per assurdo, U,V aperti di X non vuoti: UNV =0, UUV = X.
Vp,q € U,V, per Hp 3f : [0,1] — R, continua: f(0) =p, f(1) =gq,
p,q € f(I). f(I) e connesso perche’ ¢ immagine di funzione continua (vedi
thm [4.6,pg.73]). Allora, per il thm [4.9,pg.74], X €’ connesso.
O

Definition 4.5. di componenti connesse per archi.
Stabiliamo la seguente relazione d’equivalenza:

p~gq < 3f:[0,1] — X, continua: f(0)=p, f(1)=g¢q

Le classi d’equivalenza si dicono componenti connesse per archi. In sostanza, le
componenti, sono i “pezzi” di spazio che sono connessi per archi al loro interno,
ma sconnessi per archi con le altre porzioni.

Proof:
(1)1. Dim che ~ ¢’ una rel d’equ
Riflessiva p ~ p 7 Basta scegliere la funzione costante f(t) = p

Simmetrica p~q = ¢~ p?

p~q = 3f(t)
g(t) =f(1—-1), 9(0)=q, g(1) =p = q~p
Transitiva p~q, g~r = p~7r?
Siano f, g le funzioni delle due rel. d’equ., graficamente:

D N gL
scegliamo allora
2t telo, 1
h(t) — f( ) e [1’ 2]
g(2t—1) te [5, 1]
h e’ continua per il thm dell'incollamento (vedi thm [1.26,pg.37]), e
h(0) =p, h(1) =7
Theorem 4.16. Sia f: X — Y surriettiva e continua, allora

X connesso per archi = Y connesso per archi

Nota®.
Proof:
X conn = Vp,q € X 3¢ : I — X, continua, ¢g(0) =p, g(1) =¢
-4 x Ly

9questo thm e’ l’analogo del thm [4.6,pg.73]. Non esiste pero’ lanalogo del thm
denso—conneso
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h=fog:I—Y, cont. perche’ composizione di f continue
Siano p’, ¢ €Y, scegliamo un p € f~(p’) che esiste perche’ la f e’ surr.
scegliamo un ¢ € f~*(¢)

fp) =7, fla) =4

h e’ la funz. cercata, infatti, e’ continua, e

h(0) = f(g(0)) = f(p) =p', h(1) = f(g(1)) = f(q) =¢

Example 4.6.

1. Esempio di spazio connesso, ma non connesso per archi.
Sia ©,, la topologia che ha la seguente famiglia di chiusi:

C ={R, BCR | B ¢’ finito o numerabile }

Chiamiamo ©,, la topologia conumerabile. Consideriamo (R, ©,,). Questo
spazio topologico e’ connesso ma non per archi.

Proof:

(1)1. R in ©,, € connesso
Infatti, non possono esistere due chiusi F,G : FNG = 0, FUG = R
perche’ i chiusi sono solo numerabili o finiti, e 'unione (finita) di insieme
numerabili €’ sempre un insieme numerabile (thm di Cantor).

(1)2. (R,O,,) non e’ connesso per archi
Dimostreremo che ogni funzione f : [0,1] — (R,©,,), continua, €’
costante, e che quindi (R, ®,,) non e’ connesso per archi.
Sia f : I — R, continua.
Q = QN[0, 1] ¢ numerabile

f(Q) € allora, al piu’, numerabile = f(Q) e’ chiuso < f(Q) = f(Q)

Q =[0,1] Q e’ denso nella topologia indotta su [0, 1] (2)

feontima = J@QCFQ & FOCHQ) ()
thm[1.24,pg.35] (1),(2)

Un insieme finito o numerabile, con almeno due punti distinti, non
e’ connesso in (R, ©,,), infatti, essendo finito o numerabile, puo’ essere
separato di un insiemi disgiunti (ad esempio, possiamo separare N in
{2n},{2n +1}).

Quindi, f(I), essendo per la (1) e (3) finiti o numerabili, se avranno
piu’ di un punto, non saranno connessi. Poiche’ f(I) e’ sempre connesso,
necessariamente dovra’ contenere un solo punto. Ecco che f e’ costante.

O

5 Spazio compatto

Sia (X, ©) uno spazio topologico.
Si dice ricoprimento di X una famiglia

A= {Ai}iej, con A; C X, t.c. UAZ =X
i€l
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si dice ricoprimento aperto di X una famiglia
A={A;}ier, con A; € O, t.c. U A, =X
iel
si dice sottoricoprimento di X una sottofamiglia di un ricoprimento di X, che

e’ comunque un ricoprimento di X, ovvero, se A e’ un ricoprimento, un sotto
ricoprimento sara’:

B = {Bj}jeJ, con B; € A, t.c. U B;=X
JjeJ
Definition 5.1. Uno spazio (X, ©) si dice compatto < ogni suo ricoprimento
aperto ha un sottoricoprimento finito. Ovvero, se

A ricoprimento aperto di X = JA;,A4,,...,4, € A, neN: U A =X
j=1,2,....n

o equivalentemente

VA ricoprimento aperto di X JA;,As,..., A, € A, n € N: U A =X

§=1,2,...,n

Un sottoinsieme J C X €’ compatto < lo e’ come sottospazio, cioe’ se (J,0 ;)
e’ compatto.

Proposition 5.1. Sia X uno spazio discreto,allora
X compatto < finito
Proposition 5.2. Dato (X,01) non compatto, allora
(X,01) < (X,03) = (X,03) non compatto

Proof:
(1)1. Dobbiamo dimostrare che esiste almeno un ricoprimento aperto di (X, ©2)
che non ha sottoricoprimento finito.
Poiche’ (X,©;) non e’ compatto,

3A ricoprimento aperto di (X,01): VA1, As,..., A, € A, neN: U A #X

j=1,2,...,n
poiche’ ogni aperto di (X,©1) e’ anche aperto di Oz, A e’ anche un ricopri-
mento per (X, 03), e quindi (X, O2) non e’ compatto. O

Example 5.2.

1. Uno spazio finito ¢’ compatto.
Proof: Dalla definizione stesso: ogni ricoprimento aperto e’ finito,
quindi come sottoricoprimento basta prendere il ricoprimento stesso.
2. Uno spazio con la top. cofinita e’ compatto.

Proof: Sia A un suo ricoprimento aperto. Un aperto nella topologia
cofinita e’ del tipo X \ {p1, ..., pn}. Inoltre, per ogni punto di X esiste
un aperto che lo contiene. Quindi, basta prendere il sottoricoprimento

B={Bp,,Bp,s..,Bp,, X\ {p1,...,pn}}
dove B, e’ I'aperto che contiene p;. O
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3. (R",0,), con n > 1, non e compatto.

Proof: Dobbiamo dimostrare che esiste almeno un ricoprimento aperto
che non ha sottoricoprimento finito.
Sia A il seguente ricoprimento aperto di (R™, 0,):

A=J{500,m)} w0y
dove O ¢’ lorigine, e S(O,n) sono le sfere. Supponiamo per assurdo che
esista un sottoricoprimento finito.
Un sottoricoprimento finito dovra’ fermarsi a un qualche S(O,m). Al-
lora, i punti di S(O, m + 1)\S(O, m) rimangono fuori.

O
4. Sorgenfrey non e’ compatto.
Proof:
Poiche’ R non e’ compatto e ©, < Oy, dalla prop [5.2,pg.79], segue che
Sorgenfrey non e’ compatto. O

5. Il piano di Niemytzki non e’ compatto.

Proof:
Anche qui basta usare il fatto che O, < ©y, dove pero’ stavolta, O,
e’ la topologia euclidea indotta da R sul semipiano Ri. Si deve anche
dimostrare che Ri non e’ compatto, e si procede analogamente alla
dimostrazione per (R™ 0.), considerando i semicerchi al posto delle
sfere. O

Definition 5.3. Sia (X, ©) spazio top., una sua famiglia di chiusi
C={Citier
si dice che gode della proprieta’ dell’intersezione finita <
c'ce, finita = ()C' #0
Ovvero, ogni sottofamiglia finita di C ha intersezione non vuota.

Theorem 5.3.
(X,0) e’ compatto < per ogni famiglia C di chiusi di X che gode della
proprieta’ dell’intersezione finita si ha che (\C # 0.

Proof:
(1)1. Dim =

Sia C = {C;};cs una famiglia di chiusi di X che gode della proprieta’ dell’intersezione

finita, e sia

A={4; | 4; = X\ Ci}ier
la relativa famiglia di aperti.
Supponiamo per assurdo che (| C = ), allora
(NC=0e NX\A4=0e X\[J4=0
iel

icl
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Quindi la famiglia A €’ un ricoprimento di X. Poiche’ X e’ compatto,
341, Az, An€ A neN: (] 4;=X

quindj j=12,....n
x= U 4= U x\¢g=x\ ) ¢
J=12,...,n j=1,2,..,n j=1,2,...,n
Xx=x\ | Ge () ¢=0
Jj=12,..., n j=12,....n

Questo e’ assurdo contro l'ipotesi che C gode della prop. dell’intersezione
finita, ovvero ogni sottofamiglia finita di C dovrebbe avere intersezione non
vuota. O
(1)2. Dim <
Sia A un ricoprimento aperto di X, e sia
C:{Cl |01:X\Al, A; GA}iel
poiche’ A e’ un ricoprimento:
UA=X & X\[JA=0 & (X \4; =0
iel
iel
quindi per Hp, C non puo’ godere della proprieta’ dell’intersezione finita.
Questo vuol dire che
AC,,Cy,...,CreC: C1NCeN---NC, =0

s |J x\¢=x

j=1,2...,n
e |J 4=x
j=1,2...,n

quindi X e’ compatto.
Proposition 5.4. Sia (X, 0) uno spazio topologico, allora

JC X e compatto & JQUA:>3A1,A27...,A,L€.A:J§ U Ay,
h=1,2,....n
dove A={A;| A; € Olier
Proof:
(1)1. Dim =
J e’ compatto. La tesi e’ un’intera implicazione. Supponiamo allora vera la
sua premessa, cioe’:

JC|JA={A4i| A € O}ies
Sia B la seguente famiglia di aperti di J:
B={Bi| Bi=AiNJ}icr
B €’ un ricoprimento aperto di J, infatti, A;NJ € O per definizione, e inoltre

UB=J4ins=sn{JAi=Jn{JA

i€l icl

JclA = snJAa=17

Us=17
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Poiche’ J € compatto per Hp, sia B’ un suo sottoricoprimento aperto finito:
B ={Bi,Ba,...,B,}
n n

J=JB=JAnns=Jn{]JArC OAh
h=1

h=1 h=1
(1)2. Dim <«
Sia
B:{BZ|B,L:AZQJ, A; 66}7,’6[

un generico ricoprimento aperto di B, cioe’ |JB = J. Vogliamo dimostrare
che esiste un suo sottoricoprimento finito. Poniamo A = {4;}ier,

J=JB=JAins=Jun{Ja=snJAac A

icl il
allora, per Hp
JA1, As, . Ane A TS | An

h=1,2,..., n
e quindi:
Jo U a=Jn |J A=J
h=1,2,...,n h=1,2,...,n
J=Jn |J A= U 4ani= |J B
h=1,2,...,n h=1,2,...,n h=1,2,...,n

Theorem 5.5. Sia (X,0) uno spazio compaito, allora
C C X, chiuso = C e’ compatto

Proof:
Sia C' C X chiuso, e C C |J A, dove A = {A;}ier € una certa famiglia di
aperti di X.
{Ai, X\ Clier

e’ un ricoprimento aperto di X. Poiche’ X e’ compatto
JA1, Ay, Ane A X = (4 )ux\C
j=1
allora
n
ccx =cc|lJa|ux\c
j=1
e quindi per la prop [5.4,pg.81], C' e’ compatto.
Theorem 5.6. Sia (X,0) compatto, e sia f:(X,0) — (Y,0’)
f continua e surriettiva = (Y,0’) e’ compatto

Proof:
Sia B = {B; | B; € ©};cr un ricoprimento aperto di Y, cioe’ |J
Poiche’ f €’ continua e surriettiva
fYB)=4,€0

UB)=JAai="v)=Xx

i€l i€l

ier Bi =Y.
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A ={A;}icr ¢ quindi un ricoprimento aperto di X. Poiche’ X e’ compatto

JA1, As, . An s X = 4
j=1
Applichiamo la f:
f(X)=Y |[fe surriettiva]

f U A_] = f U fﬁl(Bj) = U BJ [f 6’ Surriettiva]
j=1 Jj=1 J=1
Y=|JB;
Jj=1

quindi Y e’ compatto.

Theorem 5.7. Sia (X,0) uno spazio Ty e Z C X compatto, allora

ZCU
Vee X\Z AU,VeO: SxzecV
unv=>0

in sostanza, vale la separazione Tz per l'insieme Z.

Proof:
Siax e X\ Z, z € Z, poiche’ X ¢ Ty, si ha
zeU,
JU,VeO: caxeV,
U.Nnv,=10

La famiglia U = {U,}.cz di aperti di X e’ tale che Z C |JU, poiche’ Z €’
compatto, per la prop [5.4,pg.81]

n
30, Us, .., Up € ZC | JU; =U
j=1
Consideriamo poi V' = [, Vz. Questo e’ un intorno aperto di = (infatti,
x € V, per ogni z, e ogni V, ¢’ un aperto). Resta da provare che U NV = {).
Se per assurdo Jy € U NV, allora
yelU = Iz : yelU,
yeV =>VzeZ yeV, = yeV,

y e U, NV, [assurdo, perche’ U,, NV, = (]

Corollary 5.8.
(X,0) uno spazio Ty e Z C X compatto = Z e’ chiuso in X.

Proof:
Per il thm di prima abbiamo che
ZCU
Vee X\Z U,VeEO: ¢axcV
unv =90
e questo significa proprio che i punti esterni di Z non sono di accumulazione,
ovvero Z €’ chiuso.
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Example 5.4. X infinito, (X, 0.) non e Ty

Proof: Un aperto di X ha la topologia cofinita, e quindi e’ compatto (I’abbiamo
visto in [5.2,pg.79]). Ovviamente pero’, non €’ chiuso. Quindi per quest’ultimo
cor, segue che (X,0.) non e’ Ts. O

Theorem 5.9.
(X,0) Ty e compatto = (X,0) Ty

Proof:
Siano F, G due chiusi di X: F NG = (). Vogliamo mostrare che:
W,Ve®: FCU GCV,UNV =10

F, G, per il thm [5.5,pg.82], F, G sono compatti. Per il thm [5.7,pg.83],

FCU,
Vee GCX\F JU,,V,€0: czxeV,

U NV =10

abbiamo che

VieG zeV, = GC |J Ve

zeG
per la compattezza di G, e per la prop [5.4,pg.81], si ha allora
n

Jay, e, GC | Ve, =V
i=1

poniamo U = ﬂ?:l Ug,. SihaUNV =0, irjlfatti, se per assurdo Jy e UNV,
allora

yeV = Jz;: yeVy,,

yelU = yel,,

y € Uy, N'Vy, [assurdo, perche’ Uy, NV, = 0]
quindi U e V sono i due aperti cercati.

Theorem 5.10. In (R,0.), si ha
[a,b] intervallo chiuso e limitato = [a,b] sott. compatto

Proof:
(1)1. Dim =
Poniamo

U={Ai| Ai € O}icr : [a,b] €| JU

A={z€la,b]|a,z] C UVI’ V, sottofamiglia finita di U}
A=la,b] = be A = [a,b) CUWVy = [a,b] compatto.
Quindi quello che vogliamo dimostrare e’ A = [a, b]. Per farlo basta mostrare

che max A = b.
(2)1. Dim che A # ()

aclab) C|JU = Fk:acAe0
a=la,a] CAL el = ac A

84



Inoltre, possiamo provare un risultato piu’ forte:
a€Ap = Fe>0: [a,a+¢] C A; per def di ©,

[a,a+¢e]C Ay = a+ec A
(2)2. Dim che sup A =b

Sia z = sup A, se per assurdo z # b.

CASE: z>b

Se z > b, allora avremmo gia’ completato 'intera dimostrazione, perche’
per le proprieta’ del sup si avrebbe:

Ve>0: dc€eA: z2>c¢c>z—¢
fissiamoe: z—e=0b =
= de€eA: z>c>Db

ce€A = [a,b] Cla,c] QUVC

U V. € quindi il sottoricoprimento finito di [a, b] che cercavamo.
CasE: z<b

z > a, infatti, poiche’ a € A, z < a sarebbe in assurdo col fatto che
z =supA.
z<b = zelab)C|JU = FA. €U z€ A,
= J>0: [zg—¢e,2+¢] CA, [perdefdi O]
Poiche’ z = sup A, si ha:
deeA: z>c>z—¢
Osservando la figura [5,pg.85] si nota subito che

azie/?2

zte /2

z-ez+e

[mz—l—g] Cla,cJUlz —e,z +¢€]
Abbiamo che:
ceA = Ja,c QUVC

[z—¢e,z+¢] C A,
€
[a,z+§] Cla,cqUlz—¢e,z+¢] C (UVC) UA,=D
D €’ rimane sempre 'unione di un numero finito di aperti di ¢/, quindi
= z+ = €A

questo €’ assurdo, perche z = sup A
(3)1. Dim che z € A, cioe’ che sup A = max A
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Abbiamo visto che z = b.
beladb C|JU = 0, eU: beU,

= 30>0: b—06,b+06CU,
Come prima, per le prop. del sup (b =2z =sup A4):
ddeA: b>d>b—¢
sempre come prima
[a,b] C [a,d]U[b—6,b+ 0]
de A = [a,d CUVy
[b—38,b+ 8] C Ap. Ecco quindi che [a,b] € contenuto in un unione finita
di elementi di U, e percio’ b€ A
O

Theorem 5.11. In (R,0,),
X CR e’ compatto < X e’ chiuso e limitato

Proof:
(1)1. Dim =
R e’ Ty, X e’ compatto, per il cor [5.8,pg.83] = X e’ chiuso.
{] = n,n[}nen € un ricoprimento di R, percio’
X C U] —n,n|
neN
poiche’ X e’ compatto, per la prop [5.4,pg.81],
t

dni,ng,...,ng: X C U] —n,n[=] = N, Ny
i=1
con n,, = max{ni,na,...,n;}. Quindi X e’ limitato

(1)2. Dim <
Per Hp X C [a,b]. Per il thm [5.10,pg.84], [a,b] € compatto.
X €’ chiuso, [a,b] € compatto, per il thm [5.5,pg.82] = X e’ compatto.

Theorem 5.12. di Weierstrass (si, proprio quello dell’analisi).
Una f : [a,b] — R, continua, ammette m = minSf e M = maxSf, e assume
tutti © valori compresi in [m, M].

Proof:
Consideriamo f’: [a,b] — Sf, f'(z) = f(z), che ¢’ continua e surriettiva.
Sf e’ compatto e connesso perche’
[a,b] €’ un intervallo, e quindi e’ compatto. f’ e’ continua e surriettiva, per il
thm [5.6,pg.82], Sf’ € compatto.

[a,b] ¢ un intervallo, per il thm [4.2,pg.71], [a,b] € connesso. f’ e’ continua
e surriettiva, per il thm [4.6,pg.73], Sf’ € connesso.

Per il thm [4.2,pg.71], Sf’ € un intervallo.
Per il thm [5.11,pg.86], f’ € chiuso e limitato.

In definitiva: Sf’ = f'([a,b]) = Sf = [e,d]. [c,d] essendo un sottoinsieme di

R ha massimo e minimo.
O
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Theorem 5.13. Sia X compatto e Y uno spazio T,
f: X —Y continua = f e’ chiusa

Proof:
Sia C' C X un chiuso. Poiche’ X e’ compatto, per il thm [5.5,pg.82], C ¢’
compatto.
f € continua, allora per il thm [5.6,pg.82] f(C) e’ compatto®” .
Y e Ty, allora per il thm [5.8,pg.83], f(C) € chiuso in Y.
O

Corollary 5.14. Se X e’ compatto, Y e’ Ty e f : X — Y continua e biunivoca,
allora f e’ un omeomorfismo.

Example 5.5. Sia f : [a,b] — R iniettiva e continua.

Prendiamo la sua restrizione f’ : [a,b] — S f. Come abbiamo visto nella
dimostrazione del thm [5.12,pg.86], Sf = [¢, d], chiuso e limitato.

f' €’ continua, iniettiva e surriettiva; [a, b] €’ compatto (per il thm [5.10,pg.84]),
[c,d] € T (essendo Th ereditaria), allora per il corollario precedente, f €’ un
omeomorfismo.

Theorem 5.15. Sia X compatto,
ACX infinito = D(A)#0

ovvero, sottoinsiemi infiniti di spazi compatti hanno almeno un punto di accu-
mulazione.

Proof:
Supponiamo per assurdo che D(A) = ), ovvero che
Vee XU, €0: U, NAC{z}
{U.} € un ricoprimento aperto di X, ma X e’ compatto, quindi

n
dr1,x0, .. Ty 0 X = UU””
i=1

ACX = OU% (1)
=1

Vee X U,NAC{z} (2)

A (1 U, : s " . .
{((12)6 i’émi)ﬁjcg;} @€ U, = a€{r;}=AC Z:le{xz} [assurdo, perche’ A e’ infinito]

O

Definition 5.6. Compatezza sequenziale.
Sia X un sottoinsieme di (S, d).

X ¢’ sequenzialmente compatto <

< X =0 oppure V{x,} CX I{zk,}: z, SirreX

X ¢ relativamente sequenzialmente compatto < X ¢’ seq. compatto

10 basta considerare la restrizione f/c : C — f(C), che diventa cosi’ surriettiva. Essendo
anche continua, per il thm [5.6,pg.82], f(C) e’ compatto
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Theorem 5.16.

Sia (X,d) uno spazio metrico.

(X,d) e’ compatto < e’ sequenzialmente compatto.
(Vedi F.Jones, http://www.owlnet.rice.edu/"fjones/)
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Sequential compactness

This note describes an equivalent notion of compactness for metric spaces.
It may be useful for this week’s homework assignment.

Definition 1. Let (X,d) be a metric space. (X,d) is said to be sequentially
compact if for any sequence {s,} in X, there exists a convergent subsequence
Sp, —+s€X.

Theorem 1. Let (X, d) be a metric space. (X,d) is compact if and only if it is
sequentially compact.

Proof. 1 Suppose that (X,d) is compact and {s,} is a sequence in X with
no convergent subsequence. For each z € X, there is an ¢, > 0 such that
B(x;€,) contains only finitely many terms of {s,}. (If this were not the case,
then one could easily construct a subsequence converging to z.) Varying z,
we get an open cover of X by the B(z;¢,). There must be a finite subcover
B(z1;€z,),- .., B(xk; €, ) by compactness. Each B(x;; €,,) contains only finitely
many terms of {s,}, so

k
X = U B(x;;€eq,)
i=1
contains only finitely many terms of {s,}. Sequences are infinite, so no such
{sn} exists and (X, d) is sequentially compact.

Suppose now that (X,d) is sequentially compact. If {s,} is a Cauchy se-
quence in X, then the convergence s,, — s implies that s,, — s by the triangle
inequality. Thus (X,d) is complete. Next, consider ¢ > 0 and the open cover
of X by B(z;¢) where x varies over all z € X. If this cover does not have a
finite subcover, we may inductively find a sequence s,, such that d(sg,s;) > €
whenever k # j. Thus every subsequence of {s,} would fail to be Cauchy
and hence would be divergent. By sequential compactness, we may therefore
conclude that X is covered by finitely many e-balls.? Starting with e = 1, we
may list finitely many points z1,...,xx, such that every point is within 1 of
one of xy,...,x,. Similarly with e = 1/2, we may list finitely many points
Zky+1s - - - » Thy such that every point is within 1/2 of one of zy, 41,...,2k,. Con-
tinuing for e = 1/3,1/4,..., we may construct a sequence of points {z,} dense
in X.

1Based on Bredon’s Topology and Geometry, although he probably got it from someone

else. I think there is a gap in his proof, so there are minor alterations made here.
2Such a space (X, d) is called totally bounded.




Let {Ua}aca be an open cover of X. Let A have a fixed (arbitrary) well-
ordering. This simply means that for every subset B of A, there is a preferred
“least” element of B.3 We wish to use {z,,} to help count subcovers, so let Vi
denote U, containing B(x;; 1/n) with « the least possible choice, whenever such
a U, exists. For each z € X, Ja € A such that = € U,. We may assume that
given x, we have chosen the least possible o such that z € U,. By openness,
B(z;2/n) C U, for some n. We may also find a z; in our dense sequence such
that d(z,x;) < 1/n. Therefore

x € B(z;;1/n) C B(x;2/n) C U,.

If B < «, then = ¢ Us and thus B(x;;1/n) ¢ Ug. Therefore U, = V,, ;. The
Vi,i thus give a countable subcover {U,, }nen of {Ua}taca. Let W; = U,,. If
W1, Ws,, ... has a finite subcover, then we are done. Otherwise, let

k
Cr=X\Wy,Cy=X\(WiUWa),....Co =X\ |JWi,....
i=1
We have C1 D Cy D --- D Cp D ... and each C} is nonempty by the lack of a
finite subcover. For each n, choose s, € C),,. There is a convergent subsequence

Sn, — S by sequential compactness. For each k, s,, € Cp, C Cy,, whenever
[>mn,soseC,, as C,, is closed. k was arbitrary and nj — co as k — oo, so

o0
$ €M Cny =X\ [ Wn, =0
k=1
This contradiction implies that X is in fact compact. O

With a little more work, one can show that (X,d) being compact is also
equivalent to it being complete and totally bounded.

3The assumption that we can choose such an ordering is equivalent to the Axiom of Choice,
which we will use freely later anyway.



Theorem 5.17. Prodotto di spazi compatti e’ uno spazio compatto, ovvero
(X,0), (Y,0) compatti = (X xY,0,) compatto

Proof:
Prendiamo un ricoprimento di X x Y: {A;};c;r. Poiche’ base di ©, sono
i prodotti degli aperti di © e ©', possiamo direttamente considerare questo
ulteriore ricoprimento:
A={U;xVi|U;€0,V;cO}ics

A € un ricoprimento, perche’ per le proprieta’ delle basi, | J B = X, ovvero
I'unione degli elementi della base e’ tutto lo spazio. Inoltre, poiche’ A €’ il
ricoprimento aperto formato a partire dalla base, sara’ contenuto in tutti gli
altri ricoprimenti aperti.
Vogliamo adesso trovare una sottofamiglia finita di A che ricopra tutto X xY.
(2)1.

La proiezione ¢ : {z} x Y — Y, ¢(z,y) = y € un omeomorfismo. Y €’

compatto. Quindi per il thm [5.6,pg.82], {x} x Y €’ pure compatto.
(2)2.

A essendo un ricomprimento di X x Y, lo e’ pure di {z} x Y:

{z}xVYcXxyc| A
Ma {z} x Y e’ compatto, percio’
M, 1 {z}xyc |JUixV

finito 1€H,

per convenienza possiamo anche imporre che x € U,;Vi € H,
(2)3.
Creiamo il seguente insieme:
.= () U
i€Hx
Notiamo che T}, e’ aperto, essendo intersezione finita di aperti, e che x € T,.

(2)4.
La famiglia {7} } e x €’ un ricoprimento aperto di X, in quanto « € T, Va €
X. Ma X e’ compatto, quindi
3X' = {z1,29,...,20,} C X : X ={T,,}U{T,,}U---U{T, }
(2)5. Dimostriamo che la sottofamiglia A’ C A ¢’ un sottoricoprimento finito
di X
Definiamo A’:

A = U{Ui x Vi}ieHa,

j=1
cioe’
n n n
A = U{Ul X ViticHz, U U{Ul X VitieHz, U+ U U{U1 x Vitiers,
j=1 j=1 j=1
nota che x1,z2,...,x; sono gli stessi punti considerati nel passo (2)4.

Sia (z,y) un qualsiasi punto di X x Y, dimostriamo che esiste un elemento
di A’ che lo contiene.
(3)1.
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reX = JxjeX' :xely,

re€Ty = (| Ui = z€U;Vic Ha,
i€Hx;

{xj}ng U U1X%
i€Hx;

yeYC U Vi = Eli/EH:Ej: y e Vy

iEH:zj
(3)2. Q.E.D.

reUy,yeVy = (z,y) € Uy xVy

Theorem 5.18. In (R?,0.), conp > 2,
X CRP ¢’ compatto < X e’ chiuso e limitato

Proof:

(1)1. Dim <
X limitato = 3 una sfera contenente X. La sfera ¢’ omeomorfa a un
iper-rettangolo [a1,b1] X [ag,be] X - -+ X [ayp, bp], che per il thm [5.17,pg.91], €’
compatto ([a,b] e’ un intervallo in R).
X chiuso = X chiuso nell’iper-rettangolo, che e’ compatto, quindi per il thm
[5.5,pg.82], X €’ compatto.

(1)2. Dim =
{S(0,n)}nen, dove O € Vorigine e S() e’ la p-sfera, €’ un ricoprimento aperto
di RP,
X CRP =J,enS(0,n), e poiche” X e’ compatto, per la prop [5.4,pg.81],

Ing,ng,...me: X S JS(0,n) =S(0,nm)
i=1
dove n,, = max{ni,na,...,n;}. Percio’ X €’ limitato. Poiche’ RP ¢’ Th e X
e’ compatto, X e’ chiuso (cor [5.8,pg.83])
O

5.0.1 Piano proiettivo

Ed ora, compattificheremo R2.
Per definizione, il piano proiettivo e’:

(P? =R\ O/r,04(m))
dove O = (0,0,0) e Porigine di R?, R e’ la seguente relazione:
PRq & Fp# 0 (pupy,p2) = p(¢o, @y 42)
e infine, 7 ¢’ la funzione quoziente!'!
m:R*\ O — P?
m(p)= Op \O
—~—

retta Op

e classi di P2 sono le rette passanti per origine e private di O
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Proposition 5.19.
P2 >~ 52/5
dove S? e’ la 2-sfera unitaria, cioe’
S? = {(z,y,2) e R | 2?2 +¢? + 22 =1}

e S e’ la sequente rel. d’eq:

p.q € S% pSq & (P2ipy,p:) = p(4s,0y.¢:) < O € pyq
~—

retta

ovvero, rendiamo equivalente il punto p con il suo punto diametralmente opposto
q.

Proof:
Sia X =R3\ O
S2 41))(
52/5 T>X/R
dove

7'(p) = {p,q} dove g €’ il punto diametralmente opposto di p sulla sfera
ip)=peX
i.({p,q}) = pg \O € P?

~~

retta
Vogliamo provare che i, e’ un omeomorfismo.

i, € iniettiva: a due coppie distinte di punti diametralmente opposti, ovvia-
mente corrispondono due rette distinte.
1, € surriettiva: a una retta passante per O corrispondono due punti diame-
tralmente opposti: sono quelli nell’intersezione della retta con S?
i € continua: m = i,7’, ™ ¢ continua, 7 €’ continua, i,7’ €’ continua, 7’ €’
funzione quoziente, allora per il thm [3.23,pg.64] i, €’ continua.
(2)1. Q.E.D.

Dimostriamo che ¢ e’ chiusa, usando il thm [5.13,pg.87].

(3)1. S?/s €’ compatto
S? e’ compatto perche’ e’ sottoinsieme chiuso (e limitato) di R, (thm
[5.18,pg.92]. S?/s e compatto perche’ immagine di 7’ che e’ funzione
continua e surriettiva (thm [5.6,pg.82]).

<3>2 X/'R e’ TQ
Prendiamo due punti distinti di X/z, ovvero due classi d’eq., ovvero due
rette r, s passanti per O.
Circondiamo ognuna di esse con un cono solido formato da da rette pas-
santi per O, in modo tale che O sia il vertice del cono, e i due coni si
intersechino solo in O. Priviamo i due coni Cy, Cs dell’origine O.

(4)1. C1,C5 sono due aperti di P?
infatti, 771(C}) e’ lo stesso cono, formato pero’ da punti di R?® (privato
di O), e quindi e’ un aperto in R3. Questo soddisfa la definizione di
aperto per la topologia quoziente.
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allora, C;NCy =0 er CCy, s CCy. Abbiamo cosi’ dimostrato che P?
e’ TQ.

i+ €' continua, surriettiva S? /s € compatto

X/R e’ T2

segue allora per il cor [5.14,pg.87], i, €’ un omeomorfismo.

Possiamo anche affermare che P? e’ compatto, infatti,
P? ~ 52/5 compatto = P? compatto
Ecco qui che abbiamo il piano compattificato:
R? C P?
P? € compatto

Infine, prendiamo la mezza sfera di S? e chiamiamola C. Con le analoghe
funzioni e rel. d’eq. si ha:

Cls — 5§%/s =~ P?

e ripetendo le analoghe dimostrazioni
C/S >~ 5’2/5 >~ P2

In C'/s i punti non del diametro sono equivalenti solo con se stessi, mentre quelli
del diametro sono equivalenti con i loro punti diametralmente opposti.
“Appiattendo” C/s otteniamo un cerchio (pieno), piu’ precisamente: sia p :
Cls — Sp, dove S, = S'/s. Si dimostra che p ¢’ un omeomorfismo. In S,
un punto della circonferenza e’ equivalentemente al suo punto diametralmente
opposto, mentre gli altri punti sono equiv a se stessi.

Si vede che S}, cerchio e’ proprio omeomorfo an un rettangolo quozientato con
S, ovvero P? ¢ omeomorfo a questo rettangolo:

6 Omotopia

Definition 6.1.

Ler: 1. I=[0,1]
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2. (z,09), (Y,0)
3. f: X — Y continua

4. g: X — Y continua
Le funzioni f, g si dicono omotope sse soddisfano la seguente condizione:

;dF : X x I — Y, continua :

F viene chiamata omotopia. (nota 2) .

Sia A C X : f(a) = g(a) Va € A, diremo che f, g sono omotope relativa-
mente ad A < 3 un’omotopia F': F(z,a) = f(a) = g(a) Va € A

Due spazi X,Y si dicono omotopici <

gf ~ix

df: X —Y, g:Y — X, continue )
fg~iy

dove ix e’ I'identita’ in X.
g si dice I'inversa omotopica di f. Nota'3

Proposition 6.1. Se chiamiamo con M l’insieme di tutte le funzioni continue
da X aY, allora la relazione di omotopia stabilisce una relazione di equivalenza
m M, ovvero

f~g < f omotopa a g

Proof:

(1)1. Riflessiva: f ~ f
Scegliamo F(z,t) = f(z) Vx € XVt € I.

12 Un’omotopia si puo’ intendere come una serie di deformazioni continue, non necessari-
amente invertibili, delle immagini dello spazio X. A ogni valore ¢ € I, Pomotopia associa in
modo continuo lo spazio f(X;), si puo’ pensare cosi’:

F(X,) F(X,i+e) s
partenza F(X,0) = f(X) vi(X) e 9(X) = F(X,1) arrivo

Invece, un’omeomorfismo X — Y e’ una singola trasformazione, reversibile, dello spazio X
in Y. Sipuo’ pensare come una manipolazione dello spazio X in Y in cui non vegono aggiunti,
ne’ sottratti punti e in cui tutte le proprieta’ topologiche del primo spazio si conservano nel
secondo, e viceversa. Ad esempio, se prendiamo un blocco di argilla e lo manipoliamo, senza
aggiungere o sottrarre materiale, otteniamo un nuovo spazio omeomorfo al primo. Questo non
accade nell’omotopia: possiamo partire da uno spazio e arrivare, in modo continuo, a un altro
totalmente stravolto.
13 In sostanza, quando i due spazi X,Y sono omotopici tramite f e g, succede questo:

e Esiste 'omotopia F tra ix e gf, ovvero possiamo compiere con una serie di trasfor-
mazioni continue questo cammino:

FX,0) =ix (X) = X — 20 o o0 S (9£)(X) = F(X,1)

e Esiste 'omotopia G tra iy e fg, che permette di compiere quest’altro percorso:

a0 =iy (V) =y — STy G (F)(Y) = G(V; 1)
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(1)2. Simmetrica: f~g & g~ f

F
f~g = HunomotopiaF:{ (

Prendiamo allora
F'(z,t) = F(x,1 —1t)

)

(1)3. Transitiva: f~g, g~h = [~

F =
f~g¢g = 3 un omotopia F : (2,0) = f(x)
F(z,1) = g(x)
g~ h = 3 un omotopia G : G(x,0) = g(x)
scegliamo allora
F(z,2t) telo,3]

H(z,1) = G(z,2t—1) te[3,0]

Per il thm dell’incollamento (vedi [1.26,pg.37]) H €’ continua.
O

Proposition 6.2. Nella classe della categoria TOP, cioe’ la classe di tutti gli
spazi topologici, la relazione di omotopicita’ stabilisce una relazione di equiv-
alenza.

Proof:
(1)1. Dimostriamo solo la proprieta’ transitiva, le altre due sono immediate
dalla definizione stessa di omotopicita’
L’implicazione da provare e’:
XY Y/ = X~Z7

Per Hp abbiamo X,Y e Y, Z spazi omotopici, ovvero
g9f ~ix
fg~iy
kh ~ iy
hk ~ iZ

df,g: X — Y, continue :

Jh,k:Y — Z, continue : {
f h
XTI Ty =z
g k
(2)1. Proviamo che khf ~iyf=f
Per Hp kh ~ iy, cioe’
Y x T Y e d LW O = (RR)()
F(y,1) =iy(y) =
Come omotopia tra khf e f scegliamo
Fl(z,t) = F(f(x),t): X x I — Y
F' ¢’ continua perche’ lo sono le sue coordinate, inoltre
Flat) = F(f(2),0) = (kh)(f(x)) = (khf)(z) t=0
’ F(f(2),1) =iy (f(z) = (iv f)(z) = f(z) t=1
(2)2. Proviamo che gkhf ~ gf

Y
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Come omotopia scegliamo
F'(x,t)=g(F'(z,t)): X x [ — X
che e’ continua perche’ composizione di f. continue, e inoltre
F'(z,0) = g(F'(x,1)) = g((khf)(z)) = (gkhf)(z) t=0
F'(x,1) = g(F'(x,1)) = g(f(z)) = (9f)(x) t=1
(2)3. Q.E.D.
Poiche’ gf =~ ix, per la proprieta’ transitiva dell’omotopia, segue che
gkhf ~ ix. Proseguendo in modo analogo, si arriva a hfgk ~ iz. Ab-
biamo quindi trovato due funzioni continue (hf), (gk) t.c.:

(9k)(hf) =ix, (hf)(gk) =iz
quindi X, Z sono omotopici.

Example 6.2. Tutte le funzioni continue X — R™ sono omotope.

Proof:

LET: 1. f: X — R continua
2. g : X — R continua

basta scegliere

Fz,t) = f(z) + t(g(z) - f(2))

Proposition 6.3. X,Y omeomorfi = X,Y omotopici

Proof:

X,Y omeomorfi = 3f omeomorfismo
Possiamo allora scegliere f, f~!, avendo:

fft=ix = ffl~ix

prop. rifless.
[Tif=iy = f1f~iy
Sia f che f~! sono f. continue, e quindi lo e’ il loro prodotto.

Example 6.3. Esempio di due spazi omotopici ma non omeomorfi.

R? ~ O
dove O = {0} = {(0,0)}.

Questi due spazi non sono omeomorfi, infatti, non esiste alcuna funzione iniettiva
R? — . Sono pero’ omeotopici, infatti:

f(z,y) =0 :R?* — O ¢’ continua

i(z,y) = (z,y) : O — R? ¢’ continua

!
RR___ =0
fi=io = fi~ip
if =7
i(f(z,y)) =i(0) = 0 = f(z,y) € R?
if = f: R*> — R? [sarebbe f con il codominio cambiato]
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(0)7. Resta da dimostrare che if = f ~ ip2

Come omotopia scegliamo
F((z,y),t) = (z,y)t : R* x [ — R?
e’ continua perche’ lineare, inoltre,

_ o=ty t=9
F(z,y),t) = {(%y) =ip((z,y)) t=1

ecco quindi che RZ ~ O

Example 6.4.
R?\ O ~ S!

dove S! ¢’ la circonferenza unitaria del piano.
Prendiamo queste due funzioni:

Z=(z,y) eR*\ O
i:S'—R2\ 0, i(¥) = € R?\ O (I'immersione)

&

fiR2\O — S, f(@) =

=

_ z Y
L <\/x2 +¢2 \/a:2+y2>
e’ continua: il denom. non si puo’ annullare: # € R*2\ O = 22 +1y>#0
fi=isn = fi~ig
if =f: R*\ O — R?*\ O [sarebbe f con il codominio cambiato]

(0)7. Resta da dimostrare che if = f ~ ig2\0

Come omotopia scegliamo

F(Z,t) = Zele |70 . R2\ O x [ — R?\ O
e’ continua perche’ composizione di f continue, e non ha punti di discontinuita’
(Pargomento di log e’ una distanza e puo’ essere = 0 solo se £ = O, ma & €

R?\ O). Inoltre,
S =f& t=0
ENER 1A
T=ipao(Z) t=1

ecco quindi che R? \ O ~ S!. In sostanza, appena il piano e’ privo di O, si puo’

assottigliare nella sfera unitaria del piano. In generale vale che
S" ~R"N\ O

Theorem 6.4. LET: 1. (Y,0)
2. St sfera unitaria del piano. D cerchio (chiuso) unitario.
3. f:S'—Y, continua
4. c: St —Y, c(Z) =k €Y, ovvero qualsiasi funzione costante
f~c < Jg: D —Y, continua, t.c. g/s1 = f
g si chiama estensione di f: la sua restrizione al dominio di f e’ proprio f.

Proof:
(Hl. <
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Consideriamo la seguente funzione:
F:S'%<I —Y

F(Z,t) = g(7t)

g(0) t=0
9(@) = f(Z) t=1
Quindi f e omotopa alla funzione costante ¢(%) = g(0) V¥ € S1.
(1)2. Dim =
Per Hp abbiamo che

Vi e St F(#t) = {

k t=20

3H : S'xI — Y.continua, F(Z,t) = { .
f@) t=1
Sia
@0 :S'XI — D, ¢(#t) = Ft ¢ continua e surriettiva
ricapitolando:

Six]—2F vy

|

D

La g €’ la funzione che vogliamo trovare.
(2)1. ¢ ¢’ chiusa

StxI € chiuso, in quanto prodotto di chiusi.

S1xI e compatto, in quanto sotto-insieme chiuso e limitato di R3 (vedi

[5.18,pg.92]).

D e’ T, in quanto sottospazio di R?

Allora per il thm [5.13,pg.87], f € una funzione chiusa.
¢ €’ continua, surriettiva e chiusa, allora per il thm [3.25,pg.64], ¢ €’ una
funzione quoziente. Allora, per il thm [3.27,pg.65], S* xI/wr, e omeomorfo a
S¢ = D. In altre parole: prendi il cilindro Sx I, applica la relazione R, e
quindi incolla tutti i punti della circonferenza base'* in O, infine, appiattisci
quest’ultimo conetto, trovando cosi’ D.

Ritornando al discorso principale, sia
9(e(@,)) = g(F) == H(3.1)

Questa funzione e’ ben posta, perche’ quando ¢ # 0, ¢ €’ biunivoca, e quindi a
ogni (#, 1) corrisponde un solo Zt e viceversa. Invece, quando ¢t = 0, H(Z,0) =
k, e quindi, anche in questo caso risulta essere ben posta (la sua definizione
non dipende dai rappresentanti scelti nell’espressione “p(Z,t)”.
g ristretta a S e’ proprio f, infatti,

Fe S gd) = glp(@ 1)) = HZ 1) = f(7)
g €’ continua: go = H, H continua, ¢ quoziente, allora per il thm [3.23,pg.64],
g e’ continua

O

Myz ¢ ST ¢(&,0) = O, quindi tutti i punti della circonferenza a t = 0, appartengono alla
stessa classe d’equiv

99



	Spazio topologico
	Topologia fine
	Esempi

	Alcune topologie
	Topologia euclidea
	Intorno
	Proprieta' degli intorni

	Famiglia dei chiusi
	Limite
	Base
	Secondo assioma di numerabilita'
	Esempi

	Sistema fondamentale d'intorni
	Esempi

	Chiusura di un insieme
	Proprieta' della chiusura

	Interno di un insieme
	Punti di accumulazione e di frontiera
	Proprieta' del derivato
	Proprieta' della frontiera

	Dominio
	Costruzioni topologiche
	Con famiglia dei chiusi
	Con famiglia di intorni
	Con base
	Con base d'intorni

	Densita' e separazione
	Esempi

	Topologia indotta
	Spazi metrici
	Topologia dedotta da una metrica
	Esempi

	Spazio metrizzabile
	Funzione continua
	Esempi

	Omeomorfismo

	Assiomi di separazione
	Prodotto e quozienti
	POSET di topologie
	Prodotto di topologie
	Topologia quoziente

	Spazio connesso
	Componenti connesse
	Connessione per archi

	Spazio compatto
	Piano proiettivo

	Omotopia

