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1 Introduzione

Questi appunti digitali fanno riferimento a i relativi appunti cartacei che sono stati acquisiti e
inclusi nell’appendice.

Notazione: [QUA,0ssX.Y.Z,pg.123] €’ un riferimento alla proposizione OssX.Y.Z che trovate
nell’appendice A, a pagina 123.

2 Insiemi

Definition 2.1. Sia M # () un insieme.

def

¢ ¢ una funzione di scelta <& o e MPM)" & o e del tipo ¢ : P(M)* — M e inoltre ¢(A) € A

dove P(M)* =P(M)\ {0}.

3 POSET ben ordinati
def

Definition 3.1. Sia M # (. Diremo che (M, <) €’ un insieme ben ordinato &

Bl. Ya,be M —(a<bAb<a)
B2. V) # ACM HFa € A tale che (z € A\ {a} = a < x)

L’elemento a €’ unico e lo indichiamo con min. A.

Diremo che (M, <) ¢’ un POSET ben ordinato 4 M e un POSET e inoltre

V0 £ ACM E|m<inA dove m<inA:atale cheac A, a<z VzreA

Proposition 3.2. Il minimo e’ unico.

Proof: Supponiamo per assurdo che a,b siano due minimi di A, allora per definizione si deve
avere:

a#b, a,b€ A, a minimo = a <b

a#b, a,be A, bminimo =b<a
assurdo contro la B1. O

Proposition 3.3. Sia (M, <) un insieme ben ordinato, allora

0. a<b=a#b
1. 7(a<a) Yae M
2. a,b,ce M, (a<bAb<c=a<c)
3.a,beM, (a#Fb=a<bVb<a)
Proof:
(1) Dim. 0., 1.
Segue direttamente dalla B1.
(2) Dim. 2.



Se per assurdo a = ¢, allora
a<bANb<c & a<b b<a
~—
a=c
assurdo contro B1l. Quindi,
a#c a<b b<c=a,b,c distinti

{a,b,c¢} CM = 3m<in {a,b,c}
B2
a<bb<c= m<in{a,b7c}7éb7c:> m<in:a:>a<c

(3) Dim. 3.

a#b, m<in{a,b} unico = = m<in{a,b}:a\/ m<in{a,b}:b:>a<b\/b<a

Proposition 3.4. Dato un insieme ben ordinato (M, <), la relazione

a<b glfe;f

rende (M, <) un POSET ben ordinato.
Viceversa, dato il POSET (M, <) ben ordinato, la relazione

(a<bVa=b)

a<b ¥ (a<bAa#b)

rende (M, <) un insieme ben ordinato.

Per questo motivo possiamo ritenere equivalenti le due definizioni di buon ordinamento e da
ora in poi mon faremo piu’ distinzione tra le due.

Proof:
1) =
1. Riflessiva a < a:
a=a=a<a
2. Antisimmetrica:
a<b&sa<bVa=b
b<a&sb<aVa=b
Se per assurdo a # b = a < b, b < a assurdo contro Bl

quindi, a = b
3. Transitiva:
a<b<c&(a<bVa=b), (b<cVvVb=c¢)
Se a =bV b= c e’ chiaro che a < ¢, altrimenti:
a<b b<c = a<c
—~
[3.3,pg.1]
4. (M, <) € ben ordinato: sia } # ACM, allora
(Z)#AQM\:ilEla:minA2>Q<x Vee A\{a} = a<z Vi€ A=a=minA
B2 =
2y <=
1. B1: se per assurdo a < b A b < a, si ha
a<be (a<bAa#b)
b<as (b<aAha#b)
= a = b assurdo contro a # b
-~

antisimmetrica



2. B2: sia () # ACM
(M, <) POSET ben ordinato :Ha:mgnA:agx Vee A= (a <z Na#z) Vo e A\ {a} @a:m<inA

O

Definition 3.5. Siano (M, <), (M’,<’) due insiemi con due relazioni binarie <, <’. Una fun-
zione f: M — M’ si dira’ omomorfismo <

Va,be M (a<b= f(a) <" f(b))

f si dira’ immersione se iniettiva, e isomorfismo se biettiva.
Se 3f : M — M’ isomorfismo, scriveremo M ~ M’

Proposition 3.6. Siano (M, <), (M',<) due insiemi ben ordinati', allora
f:M — M’ omomorfismo = f immersione
inoltre
f7l f(M) — M e’ un isomorfismo
Proof: f e’ iniettiva:

a#b = a<bvb<a= f(a) < f(O)V ) < f(a) = f(a) £ [0)
[3.3,pg.1]

Si ha:

f iniettiva = f: M — f(M) biettiva = 3f~': f(M) — M

fla) < f(b) = f71f(a) < f1f(b) & a < b, infatti, se per assurdo —(a < b) si ha :

—(a < b) & a >bsa>bVa=b= f(a) > f(b) V f(a) = f(b) assurdo contro f(a) < f(b)
[3.3,pg.1]
O

Definition 3.7. Sia (A, <) ben ordinato e ) # BCA, allora

B ¢’ un segmento di A & {a€eA|FBeB: a<b}CB< ((a<b=a€B) Vbe B Yac A)

Nota: @), A sono segmenti di A.
Sia a € A, definiamo il seguente insieme:

A, & {reAlz<a}

Proposition 3.8.
B C A segmento = A\BC { maggioranti di B}

Proof:
BCA=A\B#0 = Im = min A\B
A ben ordinato
Sia a € A\B. Se per assurdo 3b € B: b > a, allora
a <be B, Bsegmento = a € B assurdo contro a € A\B
Quindi ogni elemento di A\B e’ un maggiorante per B. O

1M, M’ hanno due relazioni d’ordinamento non necessariamente uguali. Ma d’ora in avanti utilizzeremo lo
stesso simbolo < per entrambe



Proposition 3.9.

1. A, e’ un segmento di A

2. B C A e’ un segmento = B = A,, con a = min A\B

Proof:
(1) 1.

Siabe A, e x € A: x <b. Dimostriamo che x € A,
beA, &beA b<a

r<b<a=zr<a = x€A,
~—~

T€EA
2) 2.

BCA= A\B#0=3a€ A\B = ae¢ un maggiorante di B< a>0b Vb€ B (0)

(3.8,pg.3]
(2.1) Dim. BCA,
SiazeB
0)=z<a = x<a = r €A,
a€A\B, z€B r€BCA, def A,

(2.2) Dim. BDA,
Nella (0), come a possiamo scegliere ¢ = min A\ B, infatti:
A\B # 0 = Ja =min A\B

A b.o.
Quindi

r€A,=>r €A r<a=minA\B =2 € A\(A\B) =B

Proposition 3.10.
S, T segmenti di A = SCT v TCS

Proof: Se S= AV T = A la tesi €’ vera. Supponiamo che non sia cosi’.
S C Asegmento = S=A4,
—~—

(3.9,pg.4]
T C Asegmento = T =24,
~—
[3.9,pg.4]
5 i , = a — a= =g
(A,<) ben ordinato = a=bVa<bVb<a= A Ay vV A,CAy vV A,CA

[3-3,pg-1]

Proposition 3.11.

S;CA segmento Vi € [ = U Si, ﬂ S; segmenti di A
iel i€l



Proof: Siazc(),;Siesiaac A: a<u,
re(1Si=aeS Viel
iel
S; segmento

a€A a<z
=acS Viel=ac()S
iel
Siax € J;e;Siesiaac A: a<u,
T € USZ-:>3@'EI: x € 5;, S; segmento
i€l
a€A a<x
=a€S;=>ac U S
il
quindi la definizione [3.7,pg.3] e’ soddisfatta. O

Proposition 3.12. Siano (A, <), (4’,<) ben ordinati,

S, TCA segmenti
f:8— A, g:T— A", omomorfismi = flsnr = g|snT
f(S), g(T)CA’ segmenti

Proof:
S, T segmenti = SCT'v S8OT
—~~
[3.10,pg.4]
Supponiamo SCT < SNT = S (0)
Supponiamo per assurdo che fisar # gjsnr
f|SﬂT # 91SnT < M ={xecSNT | f(x) #g(x)} #0
M = {zeS|f(z)#g)} (1)
(0)
0 #MCA = Im=minM € MCS (2)

A b.o.
meM = f(m)#g(m) &  flm)<g(m)Vg(m)<f(m)
[3.3,pg.1]

Dimostriamo che in entrambi i casi troviamo un assurdo
CasE: f(m) < g(m)

f(m) <g(m) € g(T) fm)eg(T)=3teT: gt)=f(m) (3)
9(T") segmento

g(t) = f(m) < g(m) = g(t) < g(m) = t<mes, Ssegmento =teS (4)
g omomorfismo,[3.6,pg.3]

teS, t<m=minMCS=teS\M = f(t) =g() (m)= f(t)=f(m) <

=/
(3)
& t = m assurdo contro t < m
~—~
g omomorfismo,[3.6,pg.3]
CasE: g(m) < f(m)



E’ analogo al caso precedente, con qualche lieve differenza:

g(m) < f(m) € £(5) o ,
{f(S) segmento = g(m) € f(S)=3s€5: f(s) =g(m) (3)

f(s) =g(m) < f(m) = f(s) < f(m) \:i_/ s<m=min MCS =se€ S\M < g(s) = f(s) =
f omomorfismo,[3.6,pg.3]

g(m) = s = m assurdo contro s < m

—
3y
O
Proposition 3.13. Sia (A, <) ben ordinato,
: A A
f — A omomorfismo S f—idy
f(A)CA segmento
Ovvero, l'unico omomorfismo da A in A, che porta A in un segmento di A, e’ l’identita’.
Proof: Basta applicare la [3.12,pg.5] utilizzando
S=T=A, g=idy, A=A
O

Proposition 3.14.
SCA segmento , S~A=S5=A

Proof:
S~A=3f:8 — Aisomorfismo = f~!:A— S isomorfismo

[3.6,pg.3]

fFl=ida=A=ida(A)=f1(A)=S=5=4
[3.13,pg.6]

f1(A) = SCA segmento
fl:A— ScA

O

Proposition 3.15. Siano (4, <), (A', <) insiemi ben ordinati, S;CA, S.CA" segmenti Vi € I e
siano f; : S; — S, isomorfismi fra essi, allora

f= Ufi
iel

e’ un omomorfismo.
Nota: la funzione f si puo’ cosi’ definire:

s —ys
od anche:
fis: = [i

Proof: Sia S=JS;, S'=US!. 5,5 sono ancora segmenti per la [3.11,pg.4]
(1) f € una funzione



Dobbiamo dimostrare che f e’ ben posta, ovvero che z € S;NS; = f;(x) = f;(x).

S;, S; segmenti
fi isomorfismo = f;(S;) = S/CA’ segmento
fj isomorfismo = f;(S;) = S;CA’ segmento

N (fi)|simsj = (fj)|simsj = filx) = fi(x)
(3.12,pg.5] z€S5;NS;

(2) f € un isomorfismo
Siano z,y € S
z,yeS=x€85;, yecs,

S;, S; segmenti = 5;C5;V S5;C8; = x,y € S;US;. Supponiamo ad esempio, S;C.S;
[3.10,pg.4]

= f2) = fis.(x) = filz) (1)
= ) =fis.v) = fily) (2)

fi isomorfismo , z <y, x,y € S; = fi(x) < fi(y) & f(z) < fly)
(1),(2)
Per la [3.6,pg.3], basta provare che f e surriettiva:

f(S)_f<USi> :Uf(Si):Ufw,-(Si):Ufi(Si) N USQZS/

iel i€l i€l iel fi isomorfismo €1

Definition 3.16. Siano (4, <), (4’, <) ben ordinati,

A & 39 segmento: A ~ S’

Lemma 3.17.
S C A segmento, a = min A\S = SU{a} CA segmento

Proof: Siaz € A,
r<selS = seSCSu{a}
~—

S segm.

x < a=min A\S = z € A\(4\S) = SCSU{a}

Theorem 3.18.
(A, <), (A, <) ben ordinati = A—A"v A'—A

Proof: Sia
S ={¢:s— s | sCA segmento, s'CA" segmento , f isomorfismo }
Per la [3.15,pg.6], la funzione:
f=Us
pED
i8-8



e’ un isomorfismo. Inoltre,
def

f=max®, secondo la relazione (¢ < ¢' < ¢C¢' & dom$pCdom¢’, cod pC cod d', G| gom ¢ = @)

(1) ®#0
Infatti, un elemento di @ e’
¢ : {min A} — {min A’}
Nota: il singoletto {min A} e’ un segmento di A.
(2) AxS'VA ~8S
Per la (0), basta dimostrare che
(21) A=SvA =95
Procediamo per assurdo:

—“(A=SVvA =9) SCA SCA < SCcANS cA = ZFa=minA\S, @ =min4\S (3)

A,A’ b. o.
S segmento di A, (3) = SU{a@} e un segmento di A (3.1)
[3.17,pg.7]
Analogamente S'U{@'} e’ un segmento di A" (3.2)
Sia B
f:Su{a} — S'u{d'}

Tla) = {f/(x) zeSs

a r=a
e’ immediato verificare chej e’ un isomorfismo, B
f isomorfismo, (3.1),(3.2) = f € @
e questo e’ assurdo contro la (1).

Definition 3.19. Sia (M, <) POSET,

def

(1)

Vale la c.c.d.f (condizione catene discendenti finite ) < 0 # A= {a;},c;enCM: ag > a1 >az > ...

Vale la c.m (condizione di minimo) & vy # ACM 3 un elemento minimale di A
Proposition 3.20.

cm & cedd. f

Proof:
(1) Dim. =
Per assurdo esiste una catena discendente infinita:
apg > a; > ...
Per Hp
Ji: a; minimale = assurdo contro a;11 < a;
(2) Dim. <«

Per assurdo non esiste un minimale di A (x)

A#P=TFa€c A = Jay e A\{a}: a1 <a = Faz € A\{a1}: as <a; = ...

*

()

() (*)
Nota: in questa dimostrazione abbiamo fatto uso dell’assioma della scelta.



Definition 3.21. Sia M # (. E sia () # ACM.
A ¢’ p-differenziato <

D1. 3<: (A,<) € ben ordinato
D2. Fyp funzione di scelta su M
D3. Yae A a=p(M\A,)

Sostanzialmente, se A e’ p-diff, possiamo estrarre da ogni A, 1’elemento a, usando una funzione
di scelta ¢

Proposition 3.22.

<=<] <jp=<'

ACB t BCA 12
A, B gp—dzﬁ' = { - SEGMENLO oppure { - segmento
===

dove < e’ la relazione d’ordinamento associata ad A e <' e’ quella associata a B. Con <, nten-
diamo la restrizione di < su B, e quindi con S\BZSTB intendiamo: Yx,y € B (z <y <z < y).
(Nota ?)

Proof:
A, B o-diff = (A,<), (B,<’) sono ben ordinati = Ja = m<in A, b= rréi,nB (1)

A, B p-diff = a=¢(M\A,), b=p(M\B) (2)
(1) Dim. a=10

a:mgnAéAa:(Z)
b:nii/nBéBb:Q

a = o(M\A,) = o(M) = p(M\By) =_b
(2) (2)
Consideriamo 'insieme S cosi’ definito:
S = {SQAHB | s segmento di (4, <), s segmento di (B,<'), <j,=<] } (3)

_IS
dove con <|, intendiamo la restrizione di < su s, e quindi con <|,=<|, intendiamo: Va,y € s (zr <y &z <" y)
Si ha:
2y T=US €8

QS:STA equivale a dire che < C <’




min A =a=b=minB = {fa}eS=5#0 (4)

Per la [3.11,pg.4] T = U s ¢’ un segmento di A e segmento di B (4.1)
ses
§|T=§TT, infatti, (4.2)
r,yeT =x€r, yes, conr,s €S

Supponiamo x < y e dimostriamo = <" y:

r<yeEs

s segmento di A = TES
~—~

rzerCA def. di segmento

r,y€s, vy =, z<y
SES, <s=<
Analogamente si vede che (x <"y = z < y)

(4), (4.1), 4.2)=T¢€ S (5)
3 T=AVvT=8B
Se per assurdo ' C A, T' C B, allora
TCA TCB=3d= min A\T, 3 = min B\T

(3.1) o =V

T C A segmento (per la (5)) = T = Ay
(3.9,pg.4]
Analogamente T' = By
a' = p(M\Ay) = (M\T) = p(M\By) = V/
T segmento di A, B, min AT =d =V = min A\T = Tu{d} segmento di A, B (6.0)
n N [3.17,pg.7]
TCA t
= seamento = d>t, d>tvteT (6.1)
a € (AT, <), (AT, <)
[3.8,pg.3]
TeS= §|T:§TT ,
—— < a’ :S a’ 6.2
{(6.1) Sjrufay=<jruey (6-2)
(6.0), (6.2) = Tu{d'} €S (6)
— ! C ! ! — .
T US = TU{ad'} CT = a' € T assurdo contro a IIISIHA\T ¢T

(©)
(4) Q.E.D.

Per il precedente passo
T=AvVvT=B = AeSvBeS&
—~

(5)
e poiche’ <|4=<, STB:S’, si ha la tesi.

{A segmento di B Y {B segmento di A

—<! !
§|A*§‘A §|B*§|B

Theorem 3.23. di Zermelo.

10



Sia M # 0
Assioma della scelta < 3 <: (M, <) e’ ben ordinato

Proof:
(1) Dim. <«
Come funzione di scelta ¢ prendiamo
p(A) =min A
E’ valida perche’ (M, <) €’ ben ordinato, e quindi il min esiste sempre.
(2) Dim. =
Per ’assioma della scelta, d¢ funzione di scelta su M.
Il singoletto
A= {p(M)}
e’ un insieme @-diff, infatti,
Sia a = (M)
Ap={zeA={a} |z <a} =0= p(M\A,) =a= (M)
quindi, il seguente insieme non e’ vuoto:
L=|J{0#ACM | A o-diff}
Per comodita’ indiciziamo gli insiemi -diff:
{0 £ ACM | A p-diff} = {A; | i € I}

chiamiamo <; la relazione che rende A4; ¢-diff, ovvero (A;, <;) €’ ben ordinato (1)

L=J4 2
iel
(2.1) L e o-diff
(2.1.1y 3<: (L, <) ¢ ben ordinato

a,bEL:>E|i,jZ aGAi, bEAj

Ai,Aj (p-dlff = AZQAJ V AJQAZ =a,be Aij d:ef max {A“A]} (2/)
[3.22,pg.9]
= aéijb, dove con azb indichiamo (¢ <bVa>b) (3)
1)

. . def
Come relazione < su L scegliamo: a<b & a <ij b

(2.1.1.1) Tale relazione e’ ben posta , ovvero
ac€Aj, be A, ADA! = (a<;bea<ib)
infatti,
Supponiamo max {4;, 4;} = A;,
Aij = max {Ai,Aj} = Ai = Sijzgi

(%)

~—~
(3.22,pg.9]

AiCA; t ACA, ¢
Ai,Ag Qﬁ—dlﬁ‘ = { i =A,; segmento oppure { ; =4 segmento

<= (<), (Si)ja; =<;
in ogni caso, poiche’ a,b € AiNA;sihaa <; b a < b

(2.1.1.2) (L, <) €’ ben ordinato
(2.1.1.2.1) (L,<) e un TOTET

11



Siano a,b,c € L, allora
a,b,ce L = a,b,ce Aijk = maX{Ai,Aj,Ak} (3)
Ah (p—dlff Vh = (A}17 Sh) ben ordinato Vh = (A}“ Sh) TOTET Vh = (Aijku S’ij) TOTET (4)
Per definizione di (L, <), la relazione usata per confrontare a,b,c € <;jr. (5)
(4),(5) = a,b,c soddisfano le proprieta’ di un TOTET
Quindi, per Parbitrarieta’ di a, b, c € L, segue che (L, <) ¢ un TOTET.
(2.1.1.2.2) Vale la c.c.d.f per (L, <)
Supponiamo per assurdo che esista
ag > ay > >an > ...

allora

(2") = ap € Ai, an, € A, A;CA; segm. V A;CA; segm. (6)

an € A;, altrimenti: (7)

(6)
{AZQAJ» segmento

= a, € A; assurdo contro l'ipotesi a,, ¢ A;
an < ag € A;

(7) = {ao,a1,..., } CA; = Jmin{ag,a1,..., }
(A;,<;) ben ordinato

assurdo.
(2.1.1.2.3) QED

Sia () # ACL, dimostriamo che Imin A.

passo 2.1.1.2.2 = vale la condizione di minimo = da € A minimale = a=min A

-~ —~
[3.20,pg.-8] (L,<) ¢ un TOTET
2.1.1.3) L e o-diff
¥
Dobbiamo dimostrare che
a=p(M\L,) YaeL

Si ha
ac€Ll = ae€ A;CL
~~
(27
Sia A= A;
(2.1.1.3.1) L, = A,
(2.1.1.3.1.1) D
Lyo={zel|z< D reA|lx<al=A4,
{reLlz<a} 2 {reA|z<a)
A=A;CL
(2.1.1.3.1.2) C
Sia x € L,

zel,=x<a,zel

12



Se per assurdo x ¢ A, allora
(2') =z € Aj, AjCA; = A segmento V ACA; segmento = A C A, segmento (*x)

¢ A
r<a = T <ja <
—~ <~
def. di (L, <), ACA; z,aEA
<:a€ A
v = 1z € A assurdo
S A] (\’;
quindi,
reA
Infine,
P(M\Lo) = p(M\A.) = a
A e p-diff

(21.14) L=M
Supponiamo per assurdo L C M,
LCc M= M\L#0=3a=¢@(M\L)
Sia L' = LU{a}
(2.1.1.4.1) L' & o-diff
Siano z,y € L', poniamo la seguente relazione
zyel ¥ (x<y & z <y)

zel,y=a ¥ 2<a (7)

Si ha:
(M =a= mng’ (7.1)

Poiche’ (L, <) e’ ben ordinato, €’ facile vedere che (L', <’) €’ ben ordinato. Sia
x € L/, allora
CASE: z € L

rel= = L,=1L1,
~~

def di <’

P(M\L}) = p(M\L,) = =
L e o-diff
CASE: z=a
(71)=L, =L
P(M\Ly) = p(M\L) = a
per def.

In ogni caso
P(M\L,) ==
L' pdiff = L'CL & Lu{a}CL=a€L
a = ¢(M\L), ¢ funzione discelta ==a€ M\L=a¢ L

per def.
assurdo.

(2.1.1.5) Q.E.D.
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L =M, (L,<) ben ordinato = (M, <) ben ordinato

O
Theorem 3.24. Induzione transfinita.
Sia (M, <) ben ordinato, e ICM, allora
1. minM €1
min S =M
2.Yae M (M,CI=acl)
Nota: questo teorema e’ una generalizzazione dell’induzione, infatti, per M = N si ottiene
linduzione classica.
Proof: Supponiamo per assurdo che I C M
ICcM=M\I#0 = Im = min M\I
M ben ordinato
meM\I=m¢l
=mF#Fmin M = M, )
{1. S minM el 7 m#
€My =>r<m=mnM\I=zecM\(M\I)=1I
= M,,CI = m € I assurdo contro m = min M\I ¢ I
2.
O

Theorem 3.25. di Hausdorff.
Sia (M, <) un POSET

CCM e’ una catena = 3IC'CM catena massimale di M: CCC’
Nota?

Proof: Se C' = M, allora la tesi e’ vera: basta scegliere C' = C.
Supponiamo C' C M.
PROOF SKETCH:La dimostrazione procede cosi’: ben ordiniamo M\C' ed estendiamo la catena
C' considerando tutti gli elementi di M\C' che sono confrontabili con C. L’estensione ottenuta
sara’ la catena massimale cercata

CCcM=B=M\C=#0 NP 3 <"t (B,<’) ¢ ben ordinato (1)

Zermelo [3.23,pg.10]

Sia m = min</ B.
Definiamo per induzione gli insiemi Bj, Bs:

def B1 m Sz C
m € . .
Bs  altrimenti

dove m <> (' indica che m €’ confrontabile con tutti gli elementi di C'
Sia b € B\ {m},

def | B; b<> b <> B "b
bEe { 1 __Cv __{ye 1|y< }(3)

By altrimenti
Chiaramente B1UBs = B. Sia C' = CUB;

3C catena di (M, <) &« (C,<) ¢ un TOTET. (C utilizza la stessa relazione < di M
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(1) C' €’ una catena
Dobbiamo dimostrare che Va,b € C' a <> b.
C catena = Va,be C a<>b
(2)=acC, beB =a<>b
bi,bs € By = by <'>' by

~—~—
B1CB, (B, <’) ben ordinato

CASE: by < b
CASE: by = m = min< B

by S/bzzm:rrii,nBﬁblzbgibl <> by
CASE: by > m -

(3):>b2 §Z{y€B|y<’b2} \:i_/bQSZbl
b1<'b2
CASE: by >' by
Analogamente.
(2) C' e’ una catena massimale
Se per assurdo AC" : C"” > ', allora
C">C' =CUB; = 3ceC”: ce M\(CUBy) = (M\C)N(M\B;) = BN(M\B;) = By =
= dd e CU{y e By |y <’ ¢} CC’: ¢,d non sono confrontabili

(2),(3)
Assurdo contro C” catena.

O
Corollary 3.26. Sia 0 # (M, <) un POSET, allora, per il teorema di Hausdorff si ha
3C'CM catena massimale di M
Proof:
M#0=3aeM
{a} ¢ una catenadi M = 3C’ catena massimale di M
[3.25,pg.14]
O
Proof:
O

Definition 3.27. Lemma di Kuratowski-Zorn.

Sia A # () un POSET,

VI'CA catena di A da € A: a € un maggiorante di I' = Im € A elemento massimale di A
Theorem 3.28.

Assioma della scelta < Teorema di Zermelo < Teorema di Hausdorff < Lemma di Zorn

Proof:

(1) Assioma della scelta < Teorema di Zermelo
Vedi [3.23,pg.10]

(2) Teorema di Zermelo = Teorema di Hausdorff
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La dimostrazione del teorema di Hausdorff vista in [3.25,pg.14], fa uso del teorema di Zermelo.
(3) Teorema di Hausdorff = Lemma di Zorn

Supponendo che per ogni catena di ) # (A, <) esiste un maggiorante, dimostriamo che

dm € A elemento massimale di A.

A#0Q = 3AC’ catena massimale di A

Hausdorf f,[3.26,pg.15]

Per Hp 3m € A maggiorante di C’
Supponiamo per assurdo che m non e’ un massimale di A, allora
m no-massimale = 3Ja € A: a>m = C'U{a} € una catena di A
m maggiorante di C’
assurdo contro la massimalita’ di C’
(4) Lemma di Zorn = Assioma della scelta
Sia M # (). Dimostriamo che esiste una funzione ¢ di scelta su M.
Definiamo il seguente insieme:
b={p:S— M|SCPM)", p(X)e X VX € S}
Sia @, : {a} — M, con p,({a}) =a
P, EP=D£D
Su ® definiamo la seguente relazione d’ordine?:
;  def ’
psy¢ = plp
(®,<) ¢’ un POSET.
Sia C una catena di (¥, <). Consideriamo

v=1|]J¢
peC
(4.1) b e ®
(4.1.1) 4 € una funzione
Sia 2 € dom e siano p, ¢’ € C': z € dom pNdom ¢’, allora
@, € C, C catena = pCy¢' V ¢'Cp = ¢(x) = ¢'(z)
Quindi ¥ €’ una funzione.
(4.1.2) ¥(z) €z
Infatti

(4.1.3) domyCP(M)*

p € CCP = dompClP(M)* ()

dom ) = U domp C P(M)*
PeC )

Possiamo quindi affermare che ¢ € ®
Pped Y= U ¢ = ¢ maggiorante di C
peC
Abbiamo cosi’ dimostrato che ogni catena di ® ha un maggiorante. Allora per il Lemma di
Zorn:

Fop’ €  massimale per &
(4.2) 9’ €’ la funzione di scelta cercata

4gia’ vista in precedenza nella dimostrazione di [3.18,pg.7]
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Supponiamo per assurdo che dom’ # P(M)*, ovvero che domt’ C P(M)*. Allora,
possiamo estendere v’ contraddicendo la massimalita’ di v¢’:

domy’ C P(M)* = 3A € P(M)*\ dom v’

Sia ¢ =¢YU{(A,a)}, dovea € A ¢ fissato

" € ®, " Dip. Assurdo.

4 Numeri ordinali

Definition 4.1. Sia « una classe.

« ¢’ un numero ordinale <
O1. « €’ un insieme
02. fea= pCa

03. (a, €) € un insieme ben ordinato

Sia Ord la classe di tutti i numeri ordinali.
Nota: @ € Ord.

€
Nota: alcune volte useremo la scrittura a<b al posto di a € b, per sottolineare che a < b secondo
la relazione d’ordine (o, €).

Con a%b intendiamo agb Va=nhb.
Proposition 4.2. Sia o € Ord,
1. ea=p#a
2. yvefEea=vEw
Proof:
(1)

f=a=aca
assurdo contro [QUA,Oss8,pg.21].

(2)

-
BeEaecOrd = Ca = vyEa«

02 YEB
O
Lemma 4.3.
a = maxaU{a}
<
Proof: .
B € au{a}t :BEa\/ﬁza@ﬁga\/ﬂ:oM:)Bga
O
Theorem 4.4.

a € Ord = Sa € Ord
dove Sa = aU{a} e’ il successivo di o (vedi [QUA,Def,pg.18]).
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Proof: Dimostriamo le O1,02, 03 della def [4.1,pg.17]

(1) O1
«a € Ord = « insieme = Sa insieme
—~
[QUA,Ossb,pg.18]
(2) O2
geSa=al{a} =fcaVi=a
CASE: f €«
B E€aeOrd = fCalSa
02
CASE: =«
B8 =aCSa
(3) O3

a € Ord = (a, €) ben ordinato (1)
~—
03
a = maxSa = «a ¢ confrontabile con tutti gli elementi di Sa (2)
—~ S
[4.3,pg.17] <

(1), (2) = (Sa, €) ben ordinato

Proposition 4.5. Sia {o;}; COrd.
({ai};,S) € una catena = U a; € Ord
i€l

In particolare, se abbiamo la successione di ordinali oy, o, ..., , si ha

a1 €Eag €... = UaiEOrd

€N
Proof:
({a;};,<) € una catena < o;Coy; V o Ca; Vi, j €1 (1)
(1) 01
a; €0rd Vi e I = «; insieme Vie I = U «; €’ un insieme
—~ —~ \
o1 [QUA,Oss16,pg.22] el
(2) O2
RS Uai:>ﬂ€ai EOrd:BQaiQUai
iel iel
(3) O3

Siano a,b € Uiel «; e dimostriamo che a, b sono confrontabili secondo €:
a,be Uai =a€w, bca; = ab€a; =max{a;a;}
el (1)

(a;j, €) ben ordinato = a,b confrontabili
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(4) Dimostriamo la seconda parte della proposizione
E’ sufficiente provare che {aq, s, ..., } € una catena:
{a1, 2} € una catena, infatti, oy, ¢, i <j<h=i+h, o; €41 €+ € qign \:/>/ o € Qi = Q;
(4.2,pg.17]

O

Definition 4.6. Poniamo
a—+1

Grazie al teorema [4.4,pg.17] possiamo considerare la seguente successione di ordinali:

0Ly

1% 04+1=50=50=0u{0}=]0]
2 ¥ 141=961=10{1} ={0,1}
3 ¥ 94r1=952=1{0,1,2}

n® m-1)+1=8Sm-1)={0,1,....,n—1}

Questi ordinali vengono chiamati ordinali finiti, in quanto |n| = n < oco. Gli ordinali non finiti
si chiamano ordinali transfiniti. Indichiamo con Ord., la classe di tutti gli ordinali transfiniti.

Consideriamo

wE Jn=1{0,1,2,....} =N

n

Per la [4.5,pg.18], w € Ord. Possiamo quindi considerare la succesione di ordinali:

w,w+lw+2,...
2w d:dw—i—w def Uw—i—n
new
Sempre per la [4.5,pg.18], w + w € Ord.
E cosi’ via. ..
Lemma 4.7. Sia o € Ord,
necea=01,....n—1€«
Proof:
n={0,1,....n—1} =>n—ienc€aeclOrd = n—-ic€a
—~

[4.2,pg.17]

Proposition 4.8. w e’ il piu’ piccolo ordinale transfinito, ovvero

a € Ordy, aCw=>a=w
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Proof:
ol =c0=a#0 (0)
(1) 0 e«

0)=a#0, aCw=N=Ineca = 0«
~—
(4.7,pg.19]
2ynea=>n+leca

o] =00, In|=n=|a\n|=0c0o=3Imea\n Cw
mén mew=m={0,1,....n,n+1,.... m—1}ea = n+lca

[4.7,pg.19]
(3) Q.E.D.

passo 1, passo 2 = wCa«

aCw
>a=w
wCa

Theorem 4.9.

«a € Ord = aCOrd

In altri termini:
Be€aeOrd= g eOrd

Proof: Sia 8 € a e dimostriamo che g € Ord

(1) O1
b€ a = B €’ un insieme
def. di insieme
(2) 02

Sia v € 8 dimostriamo che yCf3. Sia § € «y, dimostriamo che § € 3:
-
yefea = ~veacOrd = 7Ca
[4.2,pg.17] 02

devyea=d€a

€ € €
B,7,0 € a, d<y<p = <fedep
(04,2) ben ordinato
(3) 03
Bca = BCa = = (3, €) ben ordinato
02 (e,€) ben ordinato

Theorem 4.10.

a € Ord, SCa segmento = S € Ord
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Proof:

(1) 01
o € Ord = « insieme
~—
o1
SCa, « insieme = S insieme
—~—
[QUA,Oss2,pg.20]
(2) 02

Sia 8 € S dimostriamo che SCS:
sia 0 € B dimostriamo che § € S.

€
0 € B di<p, Ssegmento = d€S

(%)
L’implicazione (x*) vale pero’ se § € a, perche’ S e’ un segmento di a. Dimostriamo che
0 €
lefeSCa = Jd€
~—

[4.2,pg.17]
(3) 03

SCa = = (5, €) ben ordinato
-~

(e,€) ben ordinato
Theorem 4.11.

a,€0rd=a=8VacfVBeca

Proof: Supponiamo a # § e dimostriamo o € V § € a.

(1) Dimostriamo che
1. anNB C a= ang € a\anNp

2. anB C = ang € p\ang

Basta dimostrare la 1., la 2. si ottiene scambiando « con .
a € Ord = (a,€) ben ordinato (0)

anB C a, (a,€) b.o. =3’ = meina\omﬁ (1)

< o' ea\anf =ad €a, a’ ¢ 5 (1.1)
1.1) o =anp
(1.1.1) C

ded € aelOrd = dea (2
~— ~—~
(1.1) [4.2,pg.17]
= ad'Ca (2.1)

/ < 5 _ . _
0 €a & i<a \—//mlna\omﬂ =¢ oz\om/a’\:j/c; € a\(a\anB) =anBCB =6 € B
(1) (2)

Quindi, 6 € aNg
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(1.1.2) D

fean=dca, def
dea,d € a, (q,€)bo =d=a'Vvied va € (3)
N
(1.1)
o' =46 € anp = o' € B assurdo contro (1.1) (3.1)
a'efefelrd = o €passurdo contro (1.1) (3.2)
[4.2,pg.17]

(3), (3.1), (3.2) = ded
Possiamo cosi’ dimostrare la 1.:

(2) Si ha:
anB=p VvV anf=a«a
Infatti, se per assurdo aNB C B8 A aNB C a:
anB C BAanB C a = ang € (a\anB)N(B\anB) =0 assurdo

passo 1
Distinguiamo due casi

CASE: aNfB C «

anNBCa = anpB=p
passo 2
= C
anBCa = f=anfea\anfCa=f€a

passo 1
che ¢’ quello che volevamo dimostrare.

CASE: aNf =«
aﬂﬁza\:E/aﬁﬂcﬂ\:;/a:aﬂﬁeﬂ\ﬂﬂagﬁﬁaeﬁ

passo 2 passo 1
volev i .
che e’ quello che volevamo dimostrare

Corollary 4.12. Siano «,f € Ord
BCasfea

In particolare,

S
BCa & B<a

Proof:
(1) Dim. <«

Beac Ord\:j/ﬂga
02
a=p=pB€a=p0= F € fassurdo contro [QUA,Oss8,pg.21] (1.1)
Quindi 8 C «
(2) Dim. =
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a,fe€0rd = a=pfVaefVpea = aepVvVpea (1)
[4.11,pg.21] aCp

a€ef = aCfCa=aCaassurdo (2)
02
1), @)= pfea

Proposition 4.13.
B €aeOrd= e un segmento di (e, €)

Proof:
feaeOrd = [Ca

[4.2,pg.17]

Siadef,yeae 725, dimostriamo che v € 8:
BeEaeOd = peO0rd
~—
[4.9,pg.20]

725@7 €6
yedepeOrd = ~ep
(4.2,pg.17]

Corollary 4.14. Siano o, € Ord
(€)=~ (B,€)=a=p4
Proof:

a, B € Ord \:i/ a=pBVaepPVPEan
[4.11,pg.21]
CASE: a=f
La tesi e’ vera.
CASE: a € BV B €

aefVpea = «asegmentodi SV 5 segmento di o (1)
[4.13,pg.23]
1), a~=pf = a=p

[3.14,pg.6]
quindi la tesi e’ vera.

Proposition 4.15.
{ai}ic; COrd = m g, U a; € Ord
iel i€l
Proof:

1N
(1.1) 01
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Intersezione di insiemi €’ un insieme.

(1.2) 02
Be()ai=Bea€0rdVi = BCa;Vi=BC( )
i€l 02 i€l
(1.3) O3
ﬂ a;Cay, (a4, €)bo. = (ﬂ «;, 6)) ¢’ ben ordinato
i€l i€l
2) U
(2.1) O1
Unione di insieme €’ un insieme.
(2.2) 02
RS Uaiéﬂi: b€ a; €0rd = ﬂgaiQUai
i€l 02 i€l
(2.3) O3
Dimostriamo che S = [ J;<; @; " ben ordinato secondo € utilizzando direttamente la definizione
[3.1,pg.1].
(2.3.1) Bl

Siano «, 8 € S. Se per assurdo a € B A § € «, allora:
a,feS=aca;€0rd, B€p;€0rd = «a,€cO0Ord

[4.9,pg.20]
a€efeae0rd = «a€ aassurdo
~—

< > [4.2,pg.17]
2.3.2) B2

Sia () # ACS. Dimostriamo che Iming A.
@%AQS:UaiéEIZ: Ana; #0 = EIB:memAﬁai (1)
iel (047;,6) b.o.
BeANa; =L €a; €0rd = [e€0rd (2)

[4.9,pg.20]
(2.3.2.1) B =minc A

Sia v € A\ {8}, dimostriamo che Bg%
cACS=|]ai=v€a;€0rd = € Ord
v € AC LEJI V€ [4;;20]7
1BEOd, v#5 = vEBVBET (3)
[4.11,pg.21]
Supp. per assurdo che v € 3 :
B =min ANe; = S € o
YyELBEw =7E
yE€A=~v€ ANa; = B =min ANq; € v
Bey, vye€B =€ Passurdo (3.1)

(3), (31) = B e <y
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Proposition 4.16.

1. In (Ord, €) vale la c.cd.f
2. 0 #CCOrd = ElmeinC'

3. (Ord, €) e’ ben ordinato

Proof:
(W)
Se cosi’ non fosse si avrebbe una catena infinita di ordinali:
ap D01 D0 D ...
ma ogni «; €’ un insieme. Assurdo contro [QUA,thm17,pg.23]

(2)

1. = dce C minimale di C' (x)
~—
[3.20,pg-8]
€ € c
a # ce CCOrd = a<cVc<a = c<a
~— ~—

[4.11,pg.21] (%)
=Va € C\{c} c<a= c:meinC’

(3)
Usiamo la definizione [3.1,pg.1].
(3.1) Bl
Siano «, 5 € Ord. Se per assurdo « € 3,5 € a, allora
a€feaeOrd \:i/ «a € « assurdo

< > [4.2,pg.17]
3.2) B2
Per la 2.

Theorem 4.17. Ord non e’ un insieme

Proof: Se per assurdo lo fosse, grazie al [4.16,pg.24] e alla [4.9,pg.20], Ord sarebbe un ordinale
e quindi

Ord € Ord
assurdo contro [QUA,Oss8,pg.21]. O

Proposition 4.18. Siano «, 5 € Ord
Sa=5S=a=p

Proof:
Sa =5 < au{a} = pU{B} (x)
Se per assurdo « # 3, allora
a€Sa=58 = a€ep
—~
(%), a#B
pesSf=Sa = pea
(*), a#B
B €aepeOrd= p e p assurdo.
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4.1 Ordinali limite
Definition 4.19. )\ € Ord e’ un ordinale limite &f Ao e Ord: A= Sa.

Proposition 4.20. Se 8 non e’ un ordinale limite, allora esiste un unico o € Ord : § = Sa.
« si chiama il precedente immediato di 3.

Proof: Basta applicare la [4.18,pg.25]. O
Proposition 4.21.

1. 3a: f=Sa=1 meax,Bzoz
2. ﬂmeaxﬁ = B e’ un ordinale limite

Proof:
(1)
B =Sa=aU{a}

(5€a©5§a):a:max5a

(2)

La contronominale della 1.

O
Proposition 4.22.
0,w,2w,3w,...,nw,...
sono ordinali limite.
Proof:
(1) 0
Se per assurdo 0 = Sa, allora
h=0=aU{a} = a €. assurdo
(2) w
w=Sa=aU{a} =acw = Sa€wewewassurdo
—~
def. di w
(3) nw
Analogamente al passo predente.
O

Theorem 4.23. Sia A un ordinale limite, allora, (Ord, \,+) soddisfano i primi 4 assiomi di
Peano, ovvero

A € Ord

a€0rd= Sa=a+1€0rd

Sa=S=a=p

daeOrd: X=Sa

> W

5

1l1'5. assioma® non vale: non e’ vero che

A€EMCOrd, (BeM=S8e M) =M =0rd

5Passiome di induzione
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Proof: Basta applicare la definizione [4.19,pg.26], la [4.4,pg.17] e la [4.18,pg.25].

(1) 11 5. assioma non vale
Come controesempio poniamo A = 0, M = w.
M soddisfa, per costruzione, 'Hp del 5. assioma, ma w # Ord, perche’ w + 1 € Ord.

Proposition 4.24. Sia A un ordinale limite, allora
Ber=SBeA

Proof:
bEN = fCa
02
e, fCa=SE=pU{l}Ca
« ordinale limite = S8 # a = S8 C «
BereOrd = pBe0rd
[4.9,pg.20]
= Sfea
—~

[4.12,pg.22]

4.2 Ordinali e Insiemi Ben Ordinati

Theorem 4.25.

1. (A, <) ben ordinato = A€ Ord: (A,€)~ (A, <)

2. A A" ben ordinati, A~ A' = A=A'
Quindi ad ogni classe di equivalenza di insiems ben ordinati corrisponde uno ed uno solo ordinale.
Questo ordinale e’ esso stesso un insieme ben ordinato e fa parte della classe di equivalenza. In
altre parole, A e’ un rappresentante della classe di equivalenza A. Inoltre, per la 2., ~ e’ proprio

una funzione (sotto l'equivalenza ~), ovvero, ad ogni classe di equivalenza associa uno ed un solo
rappresentante, che e’ dato da A, con A un qualsiasi elemento della classe.

A e’ chiamato il tipo d’ordine di A.

Proof:

()
PROOF SKETCH:In questa dimostrazione gioca un ruolo fondamentale il teorema [3.18,pg.7] e
la stretta relazione che che sussiste tra i segmenti e gli ordinali ([4.13,pg.23], [4.10,pg.20]

Sia a = m<inA = {a} CA segmento

({a}, <)~ (1,€) (%)
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dove 1 €’ I'ordinale 1.
Sia I = {sCA segmento |Ja € Ord: (s,<) ~ (o, €)}
(x)=>1#0
i€l =Ta; €0rd: i~ q, infatti: (1)
i~ al = ol = a; = o

~—
a;,a,€0rd, [4.14,pg.23]

Sia o = U a; € € Ord (2)

1€l 14.15,pg.23]
aeOrd = SaeOrd (2.1)

—~

[4.4,pg.17]

(2.1) = (Sa, €) ben ordinato (2.2)
03
(A, <) bo, (22) = (A, <)—>(Sa,€)V (Sa,€)—=(A,<) (3)
[3.18,pg.7]
Supponiamo per assurdo che (Sa, €)—(A4, <), allora
(Sa, €)—(A, <) & IBCA segmento: (Sa, €) ~ (B, <)
= SaCa= a C SaCa = a C a assurdo

def. di
Quindi, per la (3), I'unico caso possibile €’ (A4, <)—(Sa, €), e si ha:

(A, <)=(Sa,€) & (A4,<) ~ (B,€), con BCSa segmento B € Ord

=
~—~—
SaeOrd,[4.10,pg.20]

= A~peO0rd
L’unicita’ di 8 segue dal thm [4.14,pg.23]

(2)
Segue dalla 1. e dal thm [4.14,pg.23].

Theorem 4.26. di induzione su Ord.

Sia C'COrd,

L oec ~ C=0rd
2. aClC=acC

Proof: Applichiamo il thm [3.24,pg.14]
Sia M = Ord

(Ord, €) €’ ben ordinato (vedi [4.16,pg.24])
minOrd=0_€ C
c ~—
2.
€
Ma:{B€M|ﬁ<a}z{BEOrd|ﬁ€a}:a

M, CC s aClC = ael
3
Quindi applicando il thm [3.24,pg.14], con M = Ord, I = C, si ha la tesi.

Theorem 4.27. di induzione su Ord (seconda versione).
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Sia CCOrd,

1.0eC
2. aeC= SaclC = (C = 0rd
3. X ordinale limite, \CC = X € C'

Proof: Utilizziamo il thm [4.26,pg.28]. Basta provare che vale la 2.: supponiamo aCC' e
dimostriamo « € C. Distinguiamo pero’ due casi:
CASE: a = S50

Be&%q@0¢ﬁeciiﬁﬁeC@aeC

3.
CASE: o = ) ordinale limite

Aord. lim.,, A=aCC = Ae(C s acC
~—
4.

Proposition 4.28. Sia F': (Ord, €) — (Ord, €) un omomorfismo (vedi [3.5,p9.3]), allora
€
a € Ord = a<F(a)

dovea%ﬂ(:)aeﬁ\/a:ﬁ
Proof:
a,f€0rd, a€f NP F(a) e F(B) (1)

F' omomorfismo

Procediamo per induzione (applicando il [4.26,pg.28]):
€
Sia C = {a € Ord | aSF(a)}

€ €
0= mein Ord = 0<a YVa e Ord = 0<F(0)

=0eC
Sia «CC dimostriamo che o € C & oéF(a) :
aCC & VB € a BF(B) (2)
feas pla = F(BSF() (3)
(1)
(2),(3) = B<F(a) VB € a e B € Fla) Y3 € a s aCF(a)
a:F(a)éagF(a)éaeC

a C F(a) aeF(a)(@agF(a):aeC

=
~—
o,F(a)e0rd, [4.12,pg.22]
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Definition 4.29. Siano «,3 € Ord, e siano (A,<4),(B,<p) insiemi ben ordinati tali che
(A,<a) =a, (B,<p)=f, ANB = (), dove A ¢’ l'ordinale definito in [4.25,pg.27] (notaS).
Definiamo cosi’ la somma tra a e §:

a+p Y (AUB, <)

dove < €’ la seguente relazione: x < y & ((r,ye A, z<ay)V(z,ye B, z<py)V (xe B, ye A

Ovvero, gli elementi di A sono minori di quelli di B, e gli elementi di A si confrontano usando <4

e definiamo il prodotto:

af def (axf,<) ( prodotto cartesiano ),

dove < ¢ la seguente relazione: (z,y) < (z,y) & (z<az)V(@=2,y <5y

Ovvero, < €’ l'ordinamento lessicografico (quello del dizionario)
Proposition 4.30.

1. Le definizioni di somma e prodotto sono ben poste

2. «a, B € Ord sono finiti = a+ B, a-B coincidono con le usuali operazioni aritmetiche
3. + e - coincidono con le definizioni date in [4.6,pg.19]
4

. Per gli ordinali transfiniti, +, - sono associative ma non commutative

Proof: Nota: scrivendo A = {ag,...,an,..., } intediamo che la relazione < 4 €’ tale che
ag<pga1 <4 ...
(1)

Bisogna fare vedere che 4+ non dipende dalla scelta di A, B, ovvero che

A =A=qa, B=B=p= (AUB <)~ (AUB,<)
(questo €’ vero perche’ A, B sono sostanzialmente una rinominazione di a, 3).
E dopo basta far vedere che (AUB, <) e (axf3, <) sono ben ordinati.
Questo e’ semplice, perche’

min. , ANC  ANC # ()

CCAUB = minC =
0#0c i {min<B BNC ANC =0

#C=CixCaCaxf = minC = <H<1mC'1,H<1inC2>

B

o] <co=a=n connew

a=A, con A= {ag,a1,...,a,_1}

B=DB, con B=1{by,...,bym_1}

a+ B =AUB ={ag,a1,...,a4n-1,b0,...,bjp_1} =n+m

(3)
Si procede ragionando come prima:
a=A, con A={ag,a1,...,}

1=DB, con B ={b}

a+1=AUB ={ag,a1,...,bp} = AU{A} = S(4) = S«
analogamente si procede per gli altri casi.

6 sostanzialmente, A si puo’ pensare come ’insieme « con gli elementi rinominati, in modo che ANB = .
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(4)
Dimostriamo che non vale la commutativa per +:
w—!—n:{ao,al,...,}U{bo,...,bn_l}:{ao,al,...,bo,...,bn_l}:{0,1,
n—|—w={bo,...,bn_l}U{ag,a1,...,}:{bo,...,bn_l,ao,al,...,}:w
S>nt+wFw+n
Non vale neanche per -:

w2 = {(070)’ (07 1)7 (15 0)7 (17 1)5 (

27
2w = {(0,0),(0,1),(0,2),...,(1,0), (1,
= w2 # 2w

cowwtl o wtn—1}

1), =w
),(1,2),..., } ={0,1,

coowwtlw+20.0}

4.3 Cardinali

Definition 4.31. Definiamo la classe di tutti i cardinali:

Card & {a€Ord| (Bea=pAta)
dove con 3 7 « intendiamo che 8 non €’ equipotente ad a (vedi [QUA,Defl,pg.4]).

Definiamo la classe di tutti i cardinali transfiniti (ovvero, cardinali non finiti):

Card,, Card\w = {a € Card | « ¢ w}

Sia a € Ord, definiamo il numero cardinale di a:

al. & {BeOrd|5~a)
[le]] ef mGin {€0rd| B ~a}l= mein[oz]N
Nota: il minimo esiste per la [4.16,pg.24].
Example 4.32.

n, w € Card
w+n, w+wé Card

Proof: Per definizione n, w € Card. Invece,
wt+n={0,1,...,w,w+1,...,.w+n—-1} ~w=w+n¢ Card

wHw= U w—+n~w Unione di numerabili & un insieme numerabile, vedi [QUA,Oss7,pg.6]
new
O
Proposition 4.33. Si ha:

. aeCard, B€Ord= (feas 3 a)
2. a#peCad = axpf

In altre parole, la 1. afferma che un cardinale possiede tutti e solo gli ordinali strettamente piu’
piccoli in potenza.

Proof:
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(1)
(1.1) Dim. =
Ord = pC
B € aeOr BCa
02
Card =
B € a e Car B =«
def. di Card
= [fRa
def. di 2

(1.2) Dim. <«

ERNYY
o= ~ 1
530 {ﬁm (1)
B,a€eOrd = pfB=aVaefVpea = acfVEea (2)
[4.11,pg.21] Booa
Se per assurdo a € 3 :
aepelrd = aCf=a3p
02

aZp, Bl = B ~ « assurdo

[QUA,22.1,pg.12]
= €
vﬁ a
(2)

a#B,a,e0rd = acefVpea
[4.11,pg.21]
Se per assurdo « ~ 3, allora

a~fB, a€f=p¢Card
a~p, B€a= a¢Card
In ogni caso si ottiene un assurdo.

Proposition 4.34. Siano o, 3 € Ord,
1. |la|| € Card

5
2. |lof|<a
3. |la|| =a < «a € Card

S
4. pZas|pl<lal
5. a~f < [laf =5l

Proof:
(1)
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ol L minfa]. = min {8 € Ord | f ~a} (1)

B € llall & 5ol = minjo]. = B¢ o). o fra = B
(&) lledll~ex

(B ellall = B~ llall) = [laf € Card

laf],a € Ord = lafl =a Va| € aVace|a
-~
[4.11,pg.21]

Se per assurdo « € ||«]|, allora

a€ o aEHaH = mein[oz]N = a ¢ [a]. & a~ aassurdo

(3)

(3.1) Dim. =
Segue dalla 1.
(3.2) Dim. <«

Supponiamo per assurdo a # ||«]|
a# || € Card = a = |af
~—~

[4.33,pg.31]

Assurdo contro |af| € [a]~
(4)
(4.1) Dim. =
18Il lall € Ord - = 1Bl = llall v 18] € lall v llall € 1]

[4.11,pg.21]
Supponiamo per assurdo che ||| € ||5],

lall<118] = min[f]~ = [lall = 8 ~ [|B] = ol = [|5]

lefl € 18] € Ord = |lalI<]IB]]
02

=l Z 1811 (4)
(4), BZa=a~|af 28] 2 a= az o Assurdo
(4.2) Dim. «

S
IBlI<llall € Ord = _[IBlIClall = 1151 2 Nl
02

BBl 2 el ~a=pZa

(5.1) Dim. =
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anp = llall~an~ B~ 8] = ol ~ 18] (1)

per def. di ||||

lall € Ord, lafl ~ 8= [lal € (8l =I5l = minfg].<[la| (2)
2.

€
Analogamente ||| = min[a]|<||3] (3)

2),(3) = [l|Z]Bl1 el = ol = 18]

(5.2) Dim. <«
ar~ o =8l ~8
O
Proposition 4.35.
{Bi}ie; CCard = | J B; € Card
iel
Proof:
Sia v = U Bi
iel
B;ieOrd = ~v€O0Ord
[4.15,pg.23]
Supponiamo per assurdo che v ¢ Card
€ . €
7€Ord\Card = [W<yelvlery=3Fi: [hlebieh<p 1)
[4.34,pg.32]
Bi € Card = |[|Bill =B (2)
[4.34,pg.32]
€
; C <
BiSy = Bl (3)
[4.34,pg.32]
€ € €
(1),(2),3) = IVlI<Bi = IBill<llvIl = [Iv[I<lIvll-  Assurdo
O

Definition 4.36. Sia A un insieme, sia (A,<) un POSET ben ordinato A dato dal thm
[3.23,pg.10]. Sia A il tipo d’ordine di A dato dal thm [4.25,pg.27]. Chiameremo |A] il nu-
mero cardinale dell’insieme A.

Notazione:

def

1Al =[]

Proposition 4.37. La definizione di |A|| e’ ben posta, ovvero, non dipende dalla scelta della
relazione d’ordine < su A.

Proof: L
a=(4,<)
B=(A<)
a~AnpBant = ol =8|

[4.34,pg.32]
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Proposition 4.38.

1. ||A]| € [A]~ = {X | X insieme, X ~ A}
2. A~ B = || = B

La 1. dice che |A]| e’ un rappresentante della classe di equipotenza di A. Inoltre, per la 2. |||
e’ proprio una funzione, ovvero, ad ogni classe associa uno ed un solo rappresentante.

Proof:

(1)

Per definizione di ||||:

[4] ~ A~A= A~ A= [[A] €[A]L
def di |||

(2)

A~A~B~B =  |A|=|B]|
[4.34,pg.32]

Theorem 4.39. (Cantor)
(Ord, €) ~ (Cardo, €)
L’isomorfismo presentato nella dimostrazione lo indicheremo con N.

Proof: Sia a € Ord, poniamo

5 def . €
o’ = min {,8 € Card | oz<ﬁ} (0)

(1) {BeCard|a<p} £0
Sia P(a) linsieme delle parti di a,
_< ~Y
! ot Pa) ~||P(a)|| € Card = «a€||P(a)]

[QUA,thm27,pg.17] [4.33,pg.31]

Quindi a € |[P(@)| = [P(a)] € {ﬂ € Card | aiﬁ}

Osserviamo che:
passo 1, [4.16,pg.24] = la definizione (0) e’ ben posta

o = min {ﬁ € Card | agﬂ} = a<a* (1)
Definiamo per induzione transfinita una funzione X su Ord:
NO =w
Na—i—l = (Na)*

A # 0 ordinale limite, Xy = | J Ng
BEA
(2) N e’ una funzione del tipo:

N : Ord — Card
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Dimostriamo intanto che dom X = Ord. Procediamo per induzione transfinita (vedi [4.27,pg.28]):
1. 0 € domR (perche’ abbiamo definito Ry = w)
2. aedomN= Sa=a+1edomy, (perche abbiamo definito Noy; = N})
3. ACdom® = X\ € dom¥, (perche’ abbiamo definito Ny)
= dom N = Ord

[4.27,pg.28]
(questo €’ il motivo per cui si dice che N e’ definita per induzione transfinita).
N ¢’ una funzione, ovvero ad un elemento di dom X corrisponde un solo elemento:
0=0=0# a+1, d non ¢ un ordinale limite diverso da 0 = [D’elemento associato a § e’ solo Rg

def di R
d=a+1=Sa=0d#0, d non € un ordinale limite = N5 =N,
a+l=p+1&Sa=58a=8=N,=Rg
0 = A # 0 € un ordinale limite = A # a+1, A # 0= N5 =Ny
Adesso dimostriamo che Im XCCard,,. Procediamo per induzione

C={aeOrd| N, € Cardeo }
1. Ng=we Card, =0 C
2. o€ C =R, € Cardes (2)

€ S
w < V< (V)" = Ny = (Ny)" € Cards
< (Ra) +1=(Ra)

2
3. A#0ord. lim, ACC = VB €A Ng € Cardsy = Ny = | J N5 € Cardos
[4.35,pg.34] BEA
= (C=0rd
-~
[4.27,pg.28)
(3) W e’ un omomorfismo tra (Ord, €) e (Cardy,, €)
Procediamo per induzione,
C= {a € Ord | f<a = Nﬁina} u{o}

1. 0 € C per costruzione

2. Supponiamo « € C', dimostriamo a + 1 € C":

€ € € €
1 1= < N5<N
f<a+1&pBea+ aJ{a} = <o = Ng<R, <

aeC (1

(Na)* - Na—i—l

N2

(Bga +1= NgENaH) =sa+lel
3. Supponiamo A # 0 ordinale limite, ACC. Dimostriamo A € C. Sia § € A
B € Aord. lim = f[B4+1eA

[4.24,pg.27]
BEA+1 = Ry<Ngpr  C Ny = Ng<Ry

ACC B+1eEx=URg
Quindi A € C
(4) W €’ iniettiva

N omomorfismo = N iniettiva
~—

(3.6,pg.3]
(5) N ¢’ surriettiva
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Sia v € Cardy, troveremo un « tale che R, = .
Sia T = {5 € Ord | yixﬂ}

€ *
5 Ny < N)) =Ny =7y+1eT=>T#0

R omomorfismo,[4.28,pg.29] (1)

<|/\m

Sia a = meinT
(6) « non e’ un ordinale limite

Supponiamo per assurdo che lo sia
CASE: a=0

€
0=a€eT=v9<Ng=w & v €w= assurdo contro vy € Card,, = Card\w
CASE: a #0

a#0, aord. lim = N, = UNg
BEQ

o€ T:>7§Na (5)

€
66a@ﬁ§a:minT:>ﬂ¢T:>N5§'y (6)
(6) = NgCy VB € a= N,y
02
€
=N, = U BCy =  R,<y. Assurdo contro (5)

Bea [4.12,pg.22]
passo 6= 3d0: a=S6=6+1

€ ¢ . € ¢ . . €
a=0+1=d€a = N<y<N, = N5 = (N5)" = Ny<~y<(Rg)* =  min {6 € Card | N5<6} \:; Ng =
(6) def. di * ~y€eCard
Abbiamo cosi’ trovato che
7=Ns
O

Remark 4.1. L’isomorfismo R dato nella dimostrazione [4.39,pg.35], permette di mettere in “suc-
cessione” tutti i cardinali:

No=w, Ny =w*, Ry = (@)",..., Ry = [ J N,

new
Se assumiamo 'ipotesi del continuo si ha:
NO =w = |N|, Nl =w" = ‘R|

Nota: I'Ipotesi del continuo e’ indipendente dagli assiomi della teoria degli insiemi.
Se assumiamo l'ipotesi del continuo generalizzata si ha:

Rop1 = ’P(Na)

Definition 4.40. Possiamo definire le operazioni di somma e prodotto su Card:

a+p def

def |———%
af = Jlaxp|

|AUB||, dove A, B sono insiemi tali che a = | A||, 3 = || B]|

37



Proposition 4.41.

1. La definizione di somma non dipende dalla scelta di A, B
2. +, - ristrette ai cardinali finiti 0,1,... n,..., sono le usuali operazioni su N

3. Vale la proprieta’ commutativa e associativa
Su Cardy,, non otteniamo aritmetica usuale perche’:

No + Ry =Rg  (Unione di insiemi numerabile e’ numerabile)
RoRg = N
1+Ng =g

5 Appendice A

Qui di seguito vengono inclusi gli appunti cartacei.
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