CAPITOLO V

IPERSUPERFICI ALGEBRICHE

1. Polinomi derivati.

1. Sia A un dominio d’integrita fattoriale e sia K il suo campo delle
frazioni che supporremo sempre di caratteristica 0. Sia Alz] 'anello dei
polinomi nell’indeterminata = a coefficienti in A. Se

il polinomio

¢ il derivato di F.

F= zn:a,-:ci € Alz],

i=0

n
F,= E iaix’_l
i=1

Risulta F’ = 0 se e solo se F' ¢ costante.

¢ Teorema 1.1 Se F,G € A[z] risulta:

1) (F+Q) =F +G';

2) (aF) =aF', se a € A;
3) (FGQY = F'G + FC';

4) (F®Y = kEF*1F' per ogni intero k > 0.
DIMOSTRAZIONE. 1) Sia

n
i
F=E a;x’,

=0

G= i bjl‘j.
j=0

Uno dei due interi m, n non supera ’altro; supponiamo che sia n < m. Allora

e quindi

(F+G)I = Zi(ai-i-bi)a:i_l—i- Z jbjﬂ?j_l

1=1

=0

j=n+1

j=n+1

n m
= Ziaixi_l—}—z jbia? ™t = F'+G
=1 =1
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2) E immediata.

3) 1l coefficiente di 7 nel prodotto FG &
(aobi+j + albi+j_1 +---+ ai+jb0).’£i+j (ah =0seh>neb,=0se k> m)
e quindi i coefficienti di 7! in (FG)’, in F'G e in FG' sono rispettiva-
mente

Yirg = (04 7)(@0birj + arbipj_1 + - - + air;bo),
Qiyj = b1+ 2a9bi 5+ -+ (i + J)aiy;bo,
Bivi = (i+7)achiy; + (@ +7 — Dabigjy + - -+ aigj1b1.
Si verifica subito che
Yitj = Citj + Bits.

4) E vera per k < 2; per £k = 1 banalmente, per ¥ = 2 in quanto
(F?Y = FF'+ F'F = 2FF'. Sia k > 2 e procediamo per induzione su k,
supponendo che la 4) sia vera per ogni intero h < k. Allora

(Fk)l — (Fk—lF)l — (Fk—l)lF + Fk—lFI
= ((k=1)F*?FF+ FF'F' = (k— 1)F*VF' 4 FF1F
EFF1p".
. O
Sia ¢ un’altra indeterminata e sia Q(t) un polinomio in ¢ a coefficien-

ti in Alz]. Denotando con (F(Q(¢))) il polinomio derivato del polinomio
F(Q(t)) € Alz,t] rispetto a ¢ si ha il

« Teorema 1.2 (F(Q(t))) = F'(Q(t))Q'(?).
DIMOSTRAZIONE. Se F(z) =Y ,a;z", per il teorema 1.1 si ha

(F@®)) = (Z%Qi(t)) =Y a(@)

=0 =1
= ZiaiQ"‘l(t)Q'(t) = (Z iaiQi_l(t)) Q')
= F(Q)Q'®).

a
Per ogni intero s > 0 risulta definito il derivato s-mo o di ordine s, F'®),

di F' ponendo
FO=F  F©O = (FEDY (5> 0).

Se F ha grado n risulta F®) =0 per s > n.
Il derivato di ordine 2 di F' si denota anche F”.
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« Teorema 1.3 Sia F(z) € K[z] di grado n. Se h € K, si ha

" F® )
(1) Fw) =3 0wy

=0

(~ DIMOSTRAZIONE. Sia
F(z+h)= Zbimi;
=0
allora . .
FO(z 4+ h) = ilb; + 2G(z), G(z) € Alz]

e quindi, per x =0 si ha
FO(R) = ilb;.

Ne segue che

~FOh)
Flo+h) =2
da cui, sostituendo z con x — h, si ottiene la (1). g

La (1) & la formula di Taylor di F(z) di punto iniziale h; nel caso
particolare h = 0 essa diviene

-
FOO) ;
che & la formula di Mac Laurin di F(z).
Se ¢ & una funzione razionale in z, cioé un elemento del campo K(z)
delle frazioni di K{z], si puo scrivere ¢ = F/G con F,G € Kz] e G # 0.
La funzione razionale

F'G-FG
(2) 90' = .
non dipende dalla particolare coppia di polinomi F,G tali che ¢ = F/G.
Basta dimostrarlo per ¢ # 0.

Se Fy, Gy € K|x] sono tali che ¢ = Fyy/Gy e primi tra loro, essendo FGy =
FyG, ogni fattore di Fy divide F e quindi F = QFy con 0 # @Q € K|z], da
cui QFyGy = FyG e quindi G = QGy. Allora si ha

F'IG-FG _ (QF)(QGo) — (QF)(QGo)
G? B Q3G3
Q' FoQGo + Q*FyGo — QFyQ' Gy — Q*Fy Gy
Q*G}

FiGy — FyG),
Gz
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La funzione razionale ¢’ espresso mediante la (2) ¢ la derivata di .
In modo ovvio, per ogni intero s > 0 si definisce la derivata di ordine s o
derivata s-ma ¢ di ¢, ponendo

eV =p, P =(pCV) (s>0).

Osservazione 1.4 E di immediata verifica che i teoremi 1.1 e 1.2 sussistono
anche se si sostituiscono i polinomi F' e G con funzioni razionali.

“Teorema 1.5 Un elemento a € K ¢ radice di molteplicita s > 1 per il
polinomio F(z) € K[z] se e solo se

(3) F(a)=F'(a)=---=FtI(g) =0, F®(a) £ 0.
¢ DIMOSTRAZIONE. Se a & radice di molteplicita s > 1 per F(z) si ha
F(z) = (z - a)°’G(z), G(z) € Klz], G(a) #0.

Se s = 1 le (3) sono vere perché F'(z) = G(z) + (z — a)G'(z) e quindi
F'(a) = G(a) # 0. Sia s > 1 e procediamo per induzione su s, supponendo

che le (3) sussistano per ogni polinomio ed ogni sua radice di molteplicita
s—1. Siha

F'(z) = s(z — ) VG(z) + (z — 0)°C'(z) = (z — a)* VG4 (),
dove Gy(z) = sG(z) + (z — a)G'(z). Poiché Gy(a) = sG(a) # 0, a & radice
di molteplicita s — 1 per il polinomio F'(x). Quindi
Fla)=F'(@) == (F)P(@) =0,  (F)*(a) #0

ed essendo (F'(z))® = (F(z))#+Y si hanno le (3).
Viceversa, sia a € K soddisfacente le (3). La formula di Taylor di F(z)
di punto iniziale a & (teorema 1.3) &)

1

3 )
Fl@) = (@—a)' 3 o P () (z - a)f = (x-a) 6(x)
o (0 TR |66 6y o

e quindi, essendo F(®)(a) # 0, a & radice di molteplicitd s per F(z). O

v

ghé) 8. Sia Az, ...,z,] Panello dei polinomi nelle indeterminate zi,...,z, a
coefficienti in A. Se F € Alzy, ..., z,], posto A; = Alz1, ..., Ti—1, Tit1, -y Tp)
si puo scrivere

3

n
F= Z am;", am € A;.

m=0

, 2 (31) -1 3 3
9 T o » PRk Tl eoied”, e,
v ! ‘ -1)! 3!
o o g Vi . '

P O
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Il polinomio

¢ il derivato parziale di F rispetto a z;.
Se ¢ & un elemento del campo K(zy,...,z,) delle frazioni di K|zy,...,z,]
e F,G € Klz1,...,z,] sono tali che ¢ = F/G, il derivato parziale di ¢
rispetto a x; €
OF oG
— —F
8_@ _ Bscz 6l‘i
ox; G2 '

Teorema 1.6 Se F € Alzy,...,2,] e Qi(t),...,Q(t) sono polinomi in una
indeterminata t a_coefficienti in Alxy,...,x,], risulta

(FQ)- Q) = Y- 5 (@u(0) -, Q)

DIMOSTRAZIONE. Ovviamente basta dimostrarlo nel caso in cui F &
un monomio del tipo F =z} ---z¥ ed in tal caso & una semplice verifica. [
Corollario 1.7 Sia F = F(xy,...,2,) € Alzy,...,2]. Se t1,...,ts sono

altre indeterminate su A e

s
.’171=Za,ijtj+bi, a,-j,biEA, 1 S’L ST‘,

G(tl,...,ts) =F (Zaljtj—l—bh...,Zarjtj—l—br) y
j=1 j=1

per ogni 1 <1 < s risulta

8G T s
at' zaljt +bl,...,Zarjtj+br Api-
i =1

DIMOSTRAZIONE. Considerando F'in Alty,...,t-1,tit1,- -, ts)[T1, - - -
x| e posto
Qn(ti) = ansti + Z&hjtj + by, 1<h<r,
J#i ‘
dal teorema 1.6 segue 1’asserto. O
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Osservazione 1.8 Il teorema 1.6 sussiste anche se si sostituiscono i poli-
nomi F e Qy,...,Q, rispettivamente con elementi ¢ € K(z1,...,7,) e
P1,..., % € K(t) ed il suo corollario se si sostituisce F' con ¢.

Il polinomio

O*F 0 (OF

Oz;0x;  Ox; ((%i)
¢ il derivato parziale di ordine 2 o del secondo ordine di F rispetto a z;,z;.
In modo ovvio risultano definiti i polinomi derivati parziali di ordine s

FF
per ogni intero s > 0. Come di consueto, scriveremo
’FF . O°F
ozs invece di m

Osservazione 1.9 E di immediata verifica, e basta farla nel caso che F' sia
un monomio, che
PF  OF
Or;0z;  Ox;0z;

2. Complementi sui polinomi.

1. Siano K ed A come nel § precedente.

Teorema 2.1 Siano zi,...,z, € ty,...,t, indeterminate su A. Se
T -
(1) le':Zaijtj-f—bi, a,;j,biEK, 1< <, ?:Af +
j=1

con la matrice (a;;) non singolare, I’applicazione

o Klzy,...,z.] — Klt1,. .., )

definita da
T T
go(F(xl, . ,:vr)) =F (Z aiit; +b,. .., Za,.jtj + b,,»)
j=1 j=1
per ogni F' € K[x1,...,z,:] é un isomorfismo di anelli che conserva il grado

det polinomi.

ol
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DIMOSTRAZIONE. Per verificare che ¢ € un omomorfismo di anelli
bisogna verificare che se F,G € K|zy,...,z,], si ha

(2) P(F+G)=p(F) +¢(G),  ¢(FG)=p(F)p(G).

Le (2) basta verificarle nel caso che F' e G sono monomi ed in tale caso
la verifica & immediata.
Essendo det(a;;) # 0, le (1) sono invertibili e le loro inverse

(3) tj = Zcﬂcxk + dj, 1<j<r,
k=1

definiscono un omomorfismo
YKty ...t — Kz, ...,z

tale che, per ogni H € K|t1,...,t,

'w(H(tl)'--’tT)) =H (chkmk +d17---)Zc'rkwk+dr> .
k=1 k=1

Essendo le (3) le inverse delle (1), si ha

Er: Q5 (i CikTk + d_;) + b,, =X
J=1 A

\k=1
b5

e quindi

W) F s, 20) =% (F (Shoyarsty + b1, o, o gty 451 ) =

=F (Z§=1 a1j (Xkan Ciwte +d5) + b1, ., 200 an (3 Cite + dj) + br)
= F(x1,...,%);

cioe Yy & lautomorfismo identico di K|z1,...,z,|. Similmente @i & l'auto-
morfismo identico di K[ty,...,t,] e percido ¢ & isomorfismo. Poiché i polinomi
(1) sono lineari, il grado del polinomio ¢(F') non supera quello di F'. Simil-
mente quello di F = (¢¢)(F) = ¥(p(F)) non supera quello di ¢(F') e percio
igradi di F e ¢(F) sono uguali. g

Un polinomio di Afzi,...,z,] & omogeneo di grado m > 0 se e solo se
& somma di monomi di grado m, cioe & del tipo

i1 3 . .
E Qi T T Ay i, € A, i1+ + i =m.
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— PoLivoHI OMOGE VEI

I polinomi omogenei si dicono anche forme.

Ogni polinomio F' € Alzy,...,z,] di grado m > 0 si pud scrivere, in uno
ed un solo modo, come somma, '
(4) F=F0+F1+F2+"'+Fm,

dove il polinomio Fj, se non nullo, & omogeneo di grado 7. Il polinomio F; si
dice la componente omogenea di grado ¢ di F' (anche se F; = 0) e la (4) si
dice la decomposizione di F' in somma delle componenti omogenee.

«Lemma 2.2 Un polinomio F € Alz1,...,z,] non nullo é omogeneo di grado
m se e solo se nell’anello dei polinomi Alzy, ...,z t] risulta
(5) F(tzq,...,tz,) =t"F(z1,...,Z).

+DIMOSTRAZIONE. E chiaro che se F & omogeneo di grado m sussiste
la (5).

(= Viceversa, supponiamo che sussista la (5) e sia
F=Fy+Fi+ Bt +Fp  Fp0,

la, decomposizione di F' in somma di componenti omogenee. Allora

m )
F(txy, -, tz,) =t"F(xq1,...,2,) =t™ Z Fi(zy,...,z.) )

=0

Ma si ha anche
Uy 1
F(tay,. .. tz,) ZF (ter,... ter) = Y tF(ay,...,z). ()
=0 .
m ~ mol fF
Quindi deve essere @ % (i)l(t =N Fm + {f"‘Fm_‘ 1 ¢ tﬁ-%}{’ T b tl T _

i
ZF T1,... x,)——tm V121, @) — - — tFi (21, ...,z — Fo =0 (3)
=0
¢ > wirds () umpoewmd Jmkwm\/lm”l %M‘Fé\g‘ k)1
Fo=Ri=F==Fy, =0 = = F
ol yromagonce, u]
Teorema 2.3 (Teorema di Eulero). Se F € A[zy,...,2,] é omogeneo di
grado m risulta
"\ OF

—x; =mbF.
-1 Oz
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DIMOSTRAZIONE. Se t & un’altra indeterminata, per il lemma 2.2, si
ha la (5). Derivando rispetto a ¢ scitikhe Mv\)zf 0 w/uim :

r

oF
Z '(txl, otz = mt™ Rz, ., T)

py o0x;
da cui, per t = 1, segue il teorema. O
¢Lemma 2.4 Se F € Alzy,...,x.] € omogeneo, allora tutti i fattori di F'

S0N0 0MOgene:.

«DIMOSTRAZIONE. Sia F = fg e siano 443& mtm

f=f0+f1+"'+fma g=go+g1+: -+ gn, fmagn7é07

le decomposizioni di f e g in somma di componenti omogenee. Se f e g
non sono entrambi omogenei e f; e g sono le componenti omogenee di grado
minimo che non sono nulle, si ha A < m oppure k < n; quindi h+k <m+n

e percio
F = = . e 1Y,
fg=frgr &+ Yidge

non € omogeneo. Mhk¢mim => me 2 OMW @)WA?% 0

Osservazione 2.5 Se nel teorema 2.1 &€ by = --- = b, = 0, 'isomorfismo ¢
trasforma polinomi omogenei in polinomi omogenei.

Definizione 2.6 Se F = F(zi,...,z,) € Alzy,...,z,] € omogeneo di grado
m, il polinomio

F, = F*(.’El,...,xr_l) = F(xlw'-ax'r—lal) //Mhhm\u /] %'I,L //
di Alzy,...,z,] sidice disomogeneizzato di F rispetto a z,.

Se z¢ & la massima potenza di z, che divide F, il grado di F, ¢ m —s. In
particolare, se z, non divide F', allora F, ha grado uguale a quello di F'.

Definizione 2.7 Se f = f(x1,...,2Zr—1) € A[z1,...,2,_1] ha grado m e

f=lot+tfitfot -+ fm

¢ la decomposizione di f in somma di componenti omogenee, il polinomio
omogeneo di grado m di A[zy,...,z,]

f* = x;,"fo + il?:,n_lfl + l';n_zfz + -4 l'rfm——l + fm

si dice omogeneizzato di f rispetto a z,..
—"_M

&»WJ
[

!/
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Lemma 2.8 5% ha:
1.1) -
1) (F+6).=F+G, D\F4() = T H6
2) (FG)*:F*G*;

8) (fg)* = f*g*,

4) f=(f)s

5) F =z ?MJA \M%Q/'\U\BQ-\/ F#(h‘

dove x; €& la massima potenza di x, che divide F.
9_5) In particolare,

F = (F,)* < =z, non divide F.

DIMOSTRAZIONE. Le 1),4),5) sono ovvie. la 4.& 22 JQIMJ/M ﬂg\)ﬁ ‘LLL.NVM}WW«L&\
I WMHW 2) E immediata nel caso che F e G sono monomi. Se F & somma dei
" monomi Fy,...,F, e G & somma dei monomi Gy,...,Gy, per la 1) si ha
F*=F1*+"'+Fh*; G*=G1*++Gk*7

e quindi
(FG). = (3 FGy). Z(FG ). ZE*G,* = FG..

3) Siano f,g di gradi m,n e siano

f=l+h+rfat -+ fm 9=gotg1tgz+---+gn,

le loro decomposizioni in somma di componenti omogenee. Allora fg =
i ; fig; e quindi

9)" = ZIT+n_i_jfi9j = Z(xf.”"ifi)(xf'jgj) = f*g". U
Q—Q 2 12
« Corollario 2.9 Sia F € Alzy,...,z,] omogeneo, non divisibile per z,. Al-

lora :  (ofy 1) -

1) F' ¢ irriducibile se e solo se F, & irriducibile,

2) i fattori di F, sono i disomogeneizzati dei fattori di F ed i fattori di F
sono gli omogenezzzatz di quelli di F.

=FER-.-R Xiﬁm aUUMJuaLLﬁ & EK = g - ﬁ‘*
d'[d"f -
[ESY F ‘:?i“ +F ( .!,'r---wt(;,,ghs ﬁxﬁm\ %ﬁm mw{o(n b

Fes o, b tbmg,  F0INE Go boor tlny

1, ’“ledamwc)u F 3. Imogtmtys pmf)w‘ &WWW:‘M @gf f“’l%'fmogﬂu'
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oo Ol
¢ DIMOSTRAZIONE. 1) SefF = fg con f,g di grado positivo, per il
lemma 2.8 si ha F = (F, ) (f9)* = f*g* e quindi F non é irriducibile.
Viceversa, se F = GH con G,H di grado positivo, si ha F, = (GH), =
G.H,. Nessuno dei polinomi G, H & divisibile per z,, quindi G, H, hanno
entrambi grado positivo e percido F, non & irriducibile.

2) Se F = F1F;---Fy & la decomposizione in fattori irriducibili di F,
per il lemma 2.8 si ha F, = Fj,Fy, - Fj, e per la 1) i polinomi F;, sono
irriducibili. D’altra parte, se F, = fifs--- fn & la decomposizione di F;
in fattori irriducibili, si ha F = (F,)* = f{fs- - fi ed i polinomi f} sono

- , __ irriducibili, perché f; = (f)«- O

Osservazione 2.10 Ovviamente si possono considerare disomogeneizzati ed
omogeneizzati di polinomi rispetto ad una qualunque delle indeterminate
T1yeo s Tp.

¢ Teorema 2.11 Se il campo K ¢ algebricamente chiuso, ogni polinomio ﬂ
<o F(z,y) € K|z,y] nelle indeterminate z,y di grado positivo m si de-
compone nel prodotto di m fattor: lineari omogenei in K|z,y] e la decompo-

szzzo a, a(mszno dell OTdme fattorz e j‘ i fattori costanti.
5Y) ot .
.DIM ST AT N W?‘“ di due Mmm
a.,y AR + QY X
Z a'zx y a; € K

allora il polinomio disomogeneizzato di F' rispetto a y &

Fuz) = F(z,1) = Za, 2o +Gxt - bak™ @)
CASO : dm o, Oitng meANtJL Fl4y) =

— ) Se a,, # 0 e by,..., by sono le radici distinte di Fi(z) in K e s1,..., 5, sono
le loro rispettive molteplicita, si ha

ﬁ z — b;)
=1 =1 4
_ e quindi (corollario 2.9) (X'\’S)‘* - x "LS\/ / T« :a?- g? ’(F:Y‘ :},”,‘.Xl’
~ F(z,y) = am f[(x — by)%, isj =m.
L P tilxwkmwxwlwwjau o d o o}
s g

A fﬁ‘l’ P’LWUJW (?WLVM{!«MM, F(",‘/ﬂ,*‘ F{)‘IY’,J@&&ZC/M“&Z
™ o' mon 2 Wmpra. nsang [ao/u xy«—x‘g‘)

(]~
w
(SN
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(RSO dmzo:

Se am =0, sia a; il coefficiente con indice massimo tale che ay # 0; allora

Rafpuuw {pcw M»\h

Per quanto visto prima, il polinomio G(z,y) = >/ a;z*y*~* ha una decom-
posizione in fattori lineari del tipo

k
F("E y)‘—ym kZazxy

h
d o y&mﬁb(ﬁ{x Glyy) (As?i G(z,y) = ar jl;lz(w — by)™, Z sj=k

e quindi

>

h
Fle,y)=ay™ *[[@-bw)s, D s;=k
j=2

j=2

L’unicita della decomposizione segue dalla fattorialitd dell’anello K[z,y]: O
Fe M'a’lmrmn m i asagy, g, KOS UED

3. Risultante di due polinomi.

1. Siano sempre A e K come nei §§ precedenti. Se F' € A[z] denoteremo
con d°F il suo grado.

* Teorema 3.1 Due polinomi F,G € Alx] di grado positivo hanno un fattore

non costante in comune se e solo se esistono due polinomi non nulli f,g €
N ————
Alz] tali che

(1) Fg+Gf=0, df<dF  d% < dG.

+DIMOSTRAZIONE. Se F, G hanno un fattore non costante H in comune
:> si puo scrivere

F=Hf, G=-Hg, con fge Az, d°f <d’F, d°% <d°G

e quindi
Fg+Gf=Hfg—Hgf =0.

(* Viceversa, siano f,g € A[z] soddisfacenti le (1). Ogni fattore irriducibi-
le non costante di F' compare nella decomposizione in fattori irridicibili di
—Gf = Fg e poiché d°f < d°F almeno un fattore non costante di F deve
essere fattore di G. O

'H'V_"- ””1 MCO(F6)>80 & 1}:354@1 F;LGJ:O
g
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Siano
n m
_ % _ j
F= E a; T, G= E bjiEJ
i=0 §=0

polinomi di A[z] di gradi n,m > 0. I polinomi non nulli

n—1 m—1
f=Y wa",  g=) ua* ‘1’7/ £/h-4
h=0

k=0
lypemt
sono tali che Fg+ Gf =0 se e solo se /4 ?
agig + bovg = 0 »/Cf': ’gaﬁp’UI %JM [‘J 5F//
a1Ug + Qg + bl’UO + boUl =0 =0
agUg + ajul + aguo + b21)0 -+ b1U1 -+ bo’Uz =0

UpUm—1 + brvp_1 =0

Riguardando le (2) come equazioni nelle m + n indeterminate u;,v; si ha
che esistono polinomi non nulli f, g soddisfacenti le (1) se e solo se & nullo il
determinante dei coefficienti delle (2).

Definizione 3.2 Il trasposto

o

apg a3 Qaz ... Qp, 0O 0 ... 0

A

0 0 O Qn,
R(F’G)— bp by b 0

0 by b 0 M

0O 0 0 bm

del determinante dei coefficienti delle (2) si chiama risultante dei polinomsi

F,G.
In virtu del teorema 3.1 e di quanto sopra osservato si ha il seguente

teorema.
& Fmﬂ,& 50

Teorema 3.3 I polinomi F,G € A[z]Jhanno un fattore non costante comune
in Alz] se e solo se il loro risultante é nullo.
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Esempio 3.4 Se
F:Zaixi, G=x—k keA,
=0

e F' ha grado n > 0, si ha ‘
R(F,G) = F(k).

Se n =1 & vero perché si ha
R(F,G) = (—13@ “11 = ag + a1k = F(k).

Sia n > 1 e procediamo per induzione su n, supponendo che la cosa sia vera
per ogni polinomio F' di grado m < n. Si ha

ag a1 ... ap-1 Qpn
—k 1 0 0 apg ay ... Qp-1
-k 1 ... 0
RIEQ) =] : i & i|=akns| ¢ b E
0 0 ... 1 0 :
0 0 ... —k 1 0 0 1
Sea;=ay=--+=ap_; =0, allora

R(F,G) = ank™ + ag = F (k).

Se vi sono indici 0 < ¢ < n per cui a; # 0 e tra essi ap & quello con indice

massimo, posto

F1:a0+a1x+...+ahxh,

risulta
R(F,G) = apk™ + R(F1,G) = ak™ + Fi(k) = F(k).
o Teorema 3.5 Siano F,G € Alz] di gradi n,m rispettivamente. Esistono
due polinomi ¢,y € Alx] di gradi al pit. m —1,n — 1 rispettivamente tali che
R(F,G) = oF +9YG.
«DIMOSTRAZIONE. Consideriamo gli m + n polinomi

F = ay + @z + ax? +

zF = apr + az? +
mm"lF _ e

G = b() + bllL' + 62232 +

zG = bor + biz? +

"G =
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Siano Ai, As,...,Amin i complementi algebrici degli elementi della prima
colonna del risultante R(F, G). Moltiplicando i precedenti polinomi rispetti-

vamente per Ay, As, ..., Apin € sommando MA’% si ottiene
b/

m m+n
(}: Arxr‘l) F+< > Ara:“"‘m‘l) G= a0A1+b0Am+1+x(.ii.)+a:2(...)+- -

S‘ 11'1:1; (( ' r=m+1 4__’?, L\PL&I (4‘ AM’Q,A)&L'AMH "LQAMH)

R(F, 6) = a0A1 -+ b()Am+1 g’R,(.F, G),
mentre i termini (---) sono tutti nulli in quanto esprimono i prodotti degli] L)_PLQ E

elementi di una colonna del determinante R(F, G), diversa dalla prima, per i
complementi algebrici degli elementi della prima. I polinomi richiesti sono

m m+n
Y= Z Az Y = Z Apzm™ L O
=1 r=m+1

R(ES)- :o—MLA«H = ¢F 6

Definizione 3.6 Il risultante di un polinomio F € Afz] e del polinomio
derivato F’ di F si chiama discriminante di F.

s Teorema 3.7 Se il campo K di caratteristica 0 é algebricamente chiuso, un ®
polinomio F € K[z] ha le radici in K tutte semplici se e solo se il suo
discriminante é non nullo.

DIMOSTRAZIONE. Una radice a € K di F' & semplice per F se e solo se
F'(a) # 0 (teorema 1.5), cioé  — a non & fattore di F’. Quindi F' ha radici
tutte semplici se e solo se non ha fattori di grado positivo in comune con F’.
Il teorema segue, allora, dal teorema 3.3. O

Esempio 3.8 1) Sia F = az? + bz + ¢ € K|z], con a # 0. Il discriminante
di F'e

c b a
b 2 0 |=a(4ac—b?).
0 b 2a
Si ritrova il risultato, ben noto, che F' ha le radici tutte semplici se e solo se
b? —4ac # 0.
2) Sia F = 2% + px + ¢ € K[z]. Il discriminante di F' &
g p 01 0
0 ¢g p 01
p 0 3 0 0|=4p®+274%
0 p 030
0 0 p 0 3

3.7
F ek MPWJ%K & RIFF );éo
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Quindi il polinomio F' ha le radici tutte semplici se e solo se 4p3 +27¢% £ 0.

%—ﬁ Siano F,GE A[IL'l,...,CL‘,-] e sia Az :A[ml,‘..,Ii_1,$i+1,...,$r].

Definizione 3.9 Se F' e G come polinomi in z; a coefficienti in A; hanno
entrambi grado positivo, il loro risultante, ’le (F, G), che e un elemento di
A;, si chiama, msultante di F, G petto a E‘“ Fe6 om; in ( :L),

Wiy 4 gl A7 ¢ By fom:.
Teorema 3.10 Siano F,G € A[xl, . a:r] omogenez dz rispettivi gradi n, m

positivi. Se in 1 il polinomio F ha gmdo n ed il polinomio G ha grado m,
il risultante di F; G rispetto a x1, se non é nullo, é omogeneo di grado mmn.

DIMOSTRAZIONE. Siano

a) F = ZA:L'.Z'?[, G = ZB]-CL‘{, Ai, BJ' S A[CEQ, ] @S W
¢ i=0 Jj=0 .
s i Ay C“N <o, R MW J%x
e sia "R(xy,...,x,) il loro risultante rispetto a z;. Sia ¢ un mdetermmata
Poiché A;, B;, se non nulli, sono omogenel i gradi n—¢, m—j rispettivamente,
siha A (b, .. oo T = Y ) = -
tnAo tn lA]_ An 0 O . e 0 O +.'\,|
0 t" Ay tA,1 A, 0 ... 0 0 t
|0 0 tAn_1  An t
R(tJ?z, e ,tLE.,.) = thO tm—lBl 0 0 ’l':.‘
0 tmB, S ¢
0 0 tBp-1 Bn t

Moltiplicando nel determinante la prima riga per ™, la seconda per t™!, ..

*)

la m-ma per ¢, la (m + 1)-ma per ¢*, la (m + 2)-ma per t*1, ..., P'ultima
per t, il determinante risulta moltiplicato per t* con
m(m +1 n(n+1
=(1+24+ - 4+m)+(1+2+--+n) = (2 ) (2 )ﬁ

3.40
F/GGAD{I:-»,XQ} Oﬁegﬂmu '

Fzm  dybzm >0

ng= m 'G:m
Rl

\>J.7RX F(; =Mm

?\x. (F G) e
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_ Quindi
ttmA, tmlA L tTA, 0 .. 0
B 0 tn+m—1A0 N thn—l tm—lAn ce 0
0 0 tA
P — n
i CRls 1) = | pimp, emiip, '
oL 0 tmtm-lpy L .. 0

tPR(txza, . .., tx,) = tYR(zs,. .., Zy)

con

1
Quindi
R(tzs, ..., tz,) =t™R(za,...,2,)
- e, per il lemma 2.2, se R(zs,...,z,) non & nullo & omogeneo di grado mn. O

Osservazione 3.11 Il teorema 3.10 sussiste, ovviamente, considerando una
qualsiasi altra indeterminata z; invece di z;.

- Esempio 3.12 Se vi,...,Yn, 21, - -, 2m Sono indeterminate su A e
n m
- F:H(w_yr)’ G=H(x_23)
r=1 s=1
si ha
n m
(2) Ra(F,G) = H H(yr = ).
_ r=1s=1
Infatti, i polinomi F,G € A[y1,. .., Yn, 21, - - -, Zm, £ sono omogenei di rispet-

tivi gradi n,m e quindi R.(F,G) € Aly1,---,Yn, 21, - -, 2m), che & non nullo
- in quanto F, G non hanno fattori di grado positivo in comune, € omogeneo di
grado mn (teorema 3.10). Sostituendo in G un elemento z; con un elemento



3 RISULTANTE DI DUE POLINOMI 126

Yr, il polinomio G che si ottiene ha in comune con F il fattore = —y, e quin-
di R,(F,G1) = 0 (teorema 3.3). Poiché R,(F,G) si ottiene da R,(F,G)
sostituendo z, con y,, cio significa che R,(F,G) @& divisibile per il polinomio
Yr — 2s. Ed allora, poiché R,(F,G) ha grado mn ed ha gli mn fattori lineari
Yr — Zs, Si ha

n m

(%) Re(F,G)=k[[[J(wr—2), 0#£keA

r=1 s=1

Scritti F' e G nella forma,

inaiwi, G=ibjxj, (an, =bp=1)
§=0

1=0

si ha che R.(F,G) & un polinomio omogeneo di grado m nelle a e omogeneo
di grado n nelle . Sviluppando il determinante si vede subito che il termine
contenente by al grado massimo & b, mentre quello contenente ay al grado
massimo e af’. Si ha

G(yr) = H(y,. z), T=12...,n,
s=1
quindi
1166 = TT1e -2
r=1 r=1s=1
e percio
(i) +(F,G) =k H Gly,).

Il termine che contiene by al grado massimo nel secondo membro della (4i4)
¢ kbg e quindi deve essere k = 1.
Si ha, inoltre,

F(Zs)=H(zs~yr), S=1,2,...,m,
r=1

e quindi

m

HF 2s) =ﬁﬁ —Yp) = —l)m"HH(yT—zs).

s=1r=1 s=1r=1



3 RISULTANTE DI DUE POLINOMI 127

Ed allora
) Ra(FG)=]]][ - 2)=]]Cw) =)™ ][] Fz).

Esempio 3.13 Siano
F=qy+az+ax®+- -+ anz™ G = by + biz + box? + - -+ + bppz™,

polinomi di A[z] di gradi n,m tali che F in A abbia n radici hy,...,h, €
G abbia m radici ky,...,k,. Allora

R(F,G) = apbr, [T T (hr — &s)
r=1 s=1
Infatti, si puo scrivere
F=a,][@=h), G=bn]]l@—k)

r=1 s=1

ed allora, posto
F=][c-h), Gi=][@-k)
r=1 s=1

per la (i) dell’esempio 3.12, si ha

R(F,G) = ™ R(Fy,G1) = a™b, H H(h — k).

r=1s=1

Da questa si pud dedurre l’esempio 3.4.
Esempio 3.14 Siano Fi, F,, G polinomi in A[z] di gradi positivi. Si ha
R(F1F,, G) = R(F1, G)R(F3, G).

Infatti, esiste un campo Ky, contenente A come sottoanello, tale che in Ko[z]
i polinomi Fj, F5, G hanno decomposizioni lineari del tipo

m

n q
Flzan(x—h,«), Fy=15 H (z — hy), G=cH(w—ks), a,b,ce A.
r=1

r=n+1 s=1
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Un tale campo K, &, ad esempio, la chiusura algebrica del campo K delle
frazioni di A.
Si ha (esempio 3.13)

n+q m

R(FiF,G) = (ab)mc [ [](hr — ko)
r=1s=1
n n+tqg m

= am"A ] 11 TI - )

r=1r=n+1s=1

R(F1,G)R(F3, G).

% 4 Siano

F= F(:L‘, y) = Zaiz‘iyn_i, l' y) Zb CCJ me J a;, bj € A,

forme di gradi positivi n, m nelle indeterminate z,y.

Definizione 3.15 Il determinante di ordine n +m

ag a; ... QA 0 0
0 ay ... Qp—1 Qn ... 0
Wlo o ... . ‘
R.y(F,G) = b b ... 0 W w
0 b ... 0
0 0 b

si dice risultante delle forme F,G rispetto a z,y.

« Osservazione 3.16 1) Se a,b, # 0, il risultante di F,G rispetto a x,y
coincide con il risultante dei polinomi disomogeneizzati di F,G rispetto a J

n m
F, = E a;x’, G, = E bz’
i=0 | =0

2) Se b # 0,an, = = ap_s41 =0, an_s # 0, posto
(3) F=y°F, F = Zalx‘y" 8=t
i=0

i) Aqm' L,.,\~7EO, = ?\x,\/ (F; (r): ?(F’LG*)
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si ha
4) Rey(F,G) = by R y(F1, G).

* Teorema 3.17 [ polinomi omogenei F = F(z,y),G = G(z,y) hanno un
fattore non costante in comune in Alz,y] se e solo se Ry (F,G) =0.

*DIMOSTRAZIONE. Sia R, ,(F,G) =0.
& Se a, =by, =0, ipolinomi F e G hanno in comune il fattore y.

Se anbm # 0, Ry y(F,G) coincide con il risultante dei polinomi F,,G,,
disomogeneizzati di F,G rispetto a y. Per il teorema 3.3, F, e G, hanno un
fattore non costante in comune H e, per il corollario 2.9, il suo omogeneizzato
H* rispetto a y € un fattore di F e G.

Se bp#0eap,=-=4ays31 =0,an_5 # 0, si ha F = y°F;, dove F}
¢ il polinomio (3) e si ha la (4). Deve essere R,,(F1,G) = 0 e quindi, per
quanto visto prima, F} e G hanno un fattore non costante comune H, che &
un fattore di F' e G. 1l caso b,, = 0,a, # 0 & analogo.

=>  Viceversa, sia H il fattore non costante comune a F' e G. Se H & divisibile
per y allora a, = by, =0 e percido R, (F,G) = 0. Altrimenti a,, 0 b, & non
nullo. Se a,bn, # 0 il polinomio H,, disomogeneizzato di H rispetto ad y, &
un fattore dei polinomi F, e G, (corollario 2.9) e quindi R(F,G,) = 0 per
il teorema 3.3. Infine R, ,(F,G) = 0 per l'osservazione 3.16, 1).

Sia ora an, = -+ = p-sy1 = 0, An_sby # 0; si ha F = y*F}, dove F}
¢ il polinomio (3). Allora H & fattore di Fj e si ha R, (Fi,G) = 0 per il
caso precedente; infine, per P'osservazione 3.16, 2), risulta R (F,G) = 0.
Analogamente se a, # 0 e b,, = 0. O

4. Ipersuperfici algebriche.

M. Sia K un campo, che, da ora in avanti, supporremo sempre di caratte-
ristica O e algebricamente chiuso.

Se F € K|[z1,...,z,], uno zero di F in K" & una soluzione dell’equazione
F =0, cioé una r-pla (ai,...,a,) € K" in cui F si annulla.

*Teorema 4.1 Se F' € K[zy,...,z,] & un polinomio non nullo, esistono in
K elementi a1, ...,a, tali che F(ay,...,a,) #0.

DIMOSTRAZIONE. Se r = 1 & vero perché F ha solo un numero finito di
radici in K mentre K, essendo di caratteristica 0, possiede infiniti elementi.

| 7
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Sia r > 1 e procediamo per induzione su r, supponendo che il teorema sia
vero per polinomi in 7 — 1 indeterminate. Sia F di grado positivo, altrimenti —*
ron-vie nientedadimostrare. Salvo un eventuale scambio di indici, & possibile

supporre che F' abbia grado positivo in z; cosicché

(1) F=) Bz, B;i€ Kl[z,...,z], B, #0.
=0
Essendo B, # 0, esistono in K elementi as,...,a, € K tali che

B,(ag,...,a,) # 0; il polinomio

F($1,ag,...,’ar) ZZBi(aé,-'-yar)$iy ___B
=0

« Osservazione 4.2 Per ogni polinomio di grado positivo F € K[z, ...,z
esistono in K" infiniti elementi in cui F non si annulla e, se r > 1, esistono
in K" infiniti elementi in cui F si annulla.

Infatti, scritto F nella forma (1) e scelti ay,...,a, in K tali che
B.(as,...,a,) # 0, vi & solo un numero finito di elementi a; € K che
sono radici del polinomio F(zy,as,...,a,) e quindi vi sono infinite r-ple
(b,ag,...,ar) che non annullano F'.

Se r > 1 esistono in K™~! infiniti elementi (cy,...,c,) tali che B,(cy,...,c,)
# 0; per ciascuna di tali (r—1)-ple, essendo K algebricamente chiuso, esisto-
no in K radici a; del polinomio F(zy,cy,...,c,) e risulta F(ay,cay...,cp) =
0.
LO/VMJ.4.3 —Eb’ ‘

* Teorema 4.3 Siano F,G € Kzy,...,z,]. Se F & irriducibile ed ogni zero

di F' in K" é anche zero di G, allora G ¢ multiplo di F.

« DIMOSTRAZIONE. Se G = 0 il teorema & vero. Se G # 0 deve essere
di grado positivo: infatti /' ha grado positivo e quindi ha zeri (ricordiamo
che K = K) che devono essere anche zeri di G. Possiamo supporre che GG

abbia grado positivo in z; ,%Wé@, per il teorema 3.5 il risultante di F,G
3

rispetto ad x; si puo scrivere:

RfEl(F? G) = pF + 4G CF/ ' é(l’( [‘rz/"'/ YE:{)W
QUuindi ogni zero di F' & anche zero di R,, € K[zo/™s

# 0 pexdl teorema @y@w
‘&4

F N\‘(l ékcx'( :Y"l z => F/G
¥(F=o =>6@)z0

ﬂ/m



Ly i J?F,o 5 Fzedo > Yk6K FX)=exo D
w R PR
z F(&,az,...,a,z)g Kla1 = w& Hx'la?/"/“t) M“ {J’ o } =
= F(k/a”“"/%)#a Ykék\{a'l'-'/‘l“ga I

L4 2
q’ ) F(’(u /H.\ Aol'/&ﬁi‘l' J—AM’( (K[xh XQ-Q[XJ
) Anto S [{aek“ | Anlz) $ofl=0 & Bl ¢

_ m’le § 01 } (2)
E(x, a)e k[:(,] ?:}ML. Hx.,a) ha " .

z iggxséd's bl %9 1‘56>° W@M& so (1)
. -——_—-—g-“w[‘&#"‘ES
tha, 4

= ,;JJ; W o Bl fﬁgﬁa o s éixé 0t Puadipme prsiody

Z%F>o > Fon 1"41 Xyt F Amx: At‘ gk[xz,--l/({z
f

_ Am #o0
Anbto > X &R0 5 /Mh: 65 b6, )
i H‘"%l K 665'#0 afhé =0 ) /
Fla,) gl L €k B 6
) % W @ Glx) o

Ay
R b F()=o T3 bB)co 3 Ry (F6) (220 (4)ggy,

(4), R,&(F,G)-,w : 4&0{ x,_(FCZ) )0% ,

WMM %f ”L'RX n l’\l Alo ingl(["?t Vo]
~ @NHL wg(m, QY ?xL(FG) —b&(y \\mg e Comumt, }__‘ MF/G



4 IPERSUPERFICI ALGEBRICHE 131

0 mentre F(zi,as,...,a,) ha certamente soluzioni. Quindi & R, = 0 ed
F,G hanno un fattore comune (teorema 3.3); poiché F & irriducibile G &
multiplo di F'. O

¥ Corollario 4.4 Due polinomi F,G € K|z1,...,z,] che hanno gli stessi zeri
in K" hanno gli stessi fattori irriducibili, non necessariamente con gli stessi
esponentt.

« DIMOSTRAZIONE. Per il teorema 4.3, ogni fattore irriducibile di F &
fattore di G e viceversa. O

@l,Sia A" lo spazio affine di dimensione n sul campo K ed in esso sia
fissato un sistema di riferimento (O, ey,...,e,). Sia F € K|zy,...,z,)].

Un punto P(ay,...,a,) € A™ & uno zero di F o soddisfa l’equazione F = 0
0 e soluzione dell’equazione F' =0 se F(P) = F(ay,...,a,) = 0.

Dall’osservazione 4.2 segue che, se F' ha grado positivo, in A" esistono
infiniti punti che sono soluzioni dell’equazione F' = 0 e, se n > 1, infiniti
punti che non lo sono.

L’equazione F' = 0 non &, pero, individuata dal suo insieme delle soluzioni.
Infatti, se F' = F{*F;?...F;* & la decomposizione in fattori irriducibili di
grado positivo di F, tutte le equazioni F{'Fy?.--F» = 0, con s; interi
positivi, hanno in A” lo stesso insieme di soluzioni.

¢ Definizione 4.5 Sia F € K|[z,,...,z,] di grado positivo. Se F & irriducibi-
le, si chiama ipersuperficie algebrica irriducibile di A™ definita dall’equazione
F' =0 o da F Dlinsieme F delle soluzioni in A" dell’equazione F' = 0. Se il
polinomio F' & riducibile e

F=FNFpP...F»

e la sua decomposizione in fattori irriducibili F; di grado positivo, si chiama
ipersuperficie algebrica F di A™ definita dall’equazione F =0 o da F in A"
l'insieme {Fy,Fs,...,Frn} delle ipersuperfici algebriche irriducibili definite
rispettivamente dalle equazioni F} = 0, F; = 0,..., F, = 0, con associati gli
interi {ri,rs,...,7n}. Si dice anche che F & costituita dalle (o & spezzata
nelle) ipersuperfici F1, F, ..., F, contate rispettivamente rq, 7, ..., volte
e si scrive
F=rF+rFo+- +rF.

Le ipersuperfici F; si dicono le componenti irriducibili di F e gli interi
73 le loro molteplicitd. Le componenti di molteplicitd 1 si dicono semplici, le
altre multiple.

I punti di F sono quelli delle sue componenti. P\H‘& A
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Le ipersuperfici in spazi affini si dicono ipersuperfici affini.
Nel caso n = 2 le ipersuperfici affini sono le curve affini e nel caso n = 3
sono le superfici affini.

Associando ad ogni equazione F' =0 al variare di F in K]z,,...,z,] li-
persuperficie F da essa definita in A™ si ottiene una corrispondenza biunivoca

tra 'insieme delle equazioni e I'insieme delle ipersuperfici di A™. Si ha, infatti,
il

Teorema 4.6 Due equazion: distinte ' = 0 e G = 0 definiscono in A™
ipersuperfici distinte.

DIMOSTRAZIONE. Se F' e G definiscono la stessa ipersuperficie, per

il corollario 4.4 essi hanno gli stessi fattori irriducibili distinti Fi,..., F}.
Se F = F[*---F," e G = kF{*---F* k € K, le ipersuperﬁci Feg
definite dalle equazioni F=0eG=0smo F=nrF+- -+ rh}" e
G = s1F1 + -+ spFn, dove F; & lipersuperficie definita da F Essendo
F=G deve essere 7; = s; per ogni indice ¢ e quindi £ =0 e G =0 sono la
stessa equazione. ' O

Poiché considereremo solo ipersuperfici algebriche, nel seguito, per brevita,
ometteremo la parola algebrica riferita ad una ipersuperficie. Diremo anche

1persuper cie Vece di 1persu erﬁc1e di equazmn F=0.
oﬁ l,( rk wmd. s, w u R w&m

. Definizione 4.7 Il grado del polinomio F' che definisce l’lpersuperﬁme affine
F si dice ordine o grado di F.

L’ordine di F e invariante per affinita. Infatti, se o & un’affinita di A” e
n
, .
T; = E aijmj-{—bi, Z=1,2,.. ,
Jj=1

sono le equazioni di a™!, la trasformata mediante o di F & lipersuperficie
di equazione

=F'(z, ... (Zahm + by, . ..,Zanjx;-+bn> =0

j=1
e, per il teorema 2.1, il grado del polinomio F’ & uguale a quello di F.
Esempio 4.8 1) Le ipersuperfici algebriche affini di ordine 1 sono gli iper-
piani. ’
2) Le ipersuperfici algebriche affini di ordine 2 sono le quadriche affini.
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L’equazione di una quadrica affine @ di A™ si pud scrivere

n n
Z afii-T,2 +2 Zaijxixj + Z biz; +c=0, a5, b, c € K.
i=1 1

i<j i=
Se g ¢ la forma quadratica definita su K™ che rispetto alla base (e1,...,ep) -
ha come matrice
aiz; Q2 ... Qin _
A= a?l a:22 a?n aij =aj; perogni 1<i4,5<mn,
an1 Qp2 ... GQpn -

Pequazione di @ si pud srivere
q(z1,...,z5) +sz’5€i +c=0.
i=1

Esiste in K™ una base rispetto alla quale la matrice di ¢ & diagonale (capitolo —
11, teorema 2.13) e quindi esiste un sistema di riferimento di A™ rispetto al
quale I’equazione di Q &

n n
(2) Z a;ir: + Z bix; +c=0.
i=1 i=1

I coefficienti a; si possono ordinare in modo che sia q; #0per1<i<red
a; =0 per 7 +1<i<n equindi la (2) si pud scrivere

iai(m+§%)2+ i bz +c =0.

i=1 i=r+1

Con la trasformazione affine -

20;,,;

b:
yiz{wi+—L, sel<i<r,
z;, ser+1<1i<n, -

lequazione di Q diviene

(3) ZT: aiy; + zn: biys + = 0.
i=1

i=r+1

Se i coefficienti b; non sono tutti nulli si puo supporre che sia b1 # 0 ed -
allora, con 'ulteriore trasformazione affine

b= Yo sei#r+1, .
b1t baYn -, sei=r+1,






4 IPERSUPERFICI ALGEBRICHE 134
la (3) diviene
(4) Z aizf + 2,01 =0.

=1

Essendo K algebricamente chiuso esiste in esso un elemento o; tale che o? =
a;(1 <14 <r) e quindi, con 'ulteriore trasformazione affine

w = o;2;, sel<i<r,
N 7% ser+1<i<n,

la (4) diviene

(5) Zuf—lru,H:O, r <n.
i=1
Se nella (3) & b,41 =---=b, =0, con la trasformazione affine

w = 4 QY sel<i<r,
N 7 ser+1<1<n,

essa diviene
T

(6) Y ult+ce=0, r<n
=1

Quindi in A™ & possibile scegliere un sistema di riferimento in modo che
rispetto ad esso ’equazione di una quadrica si pud scrivere in una delle forme

(5) o (6).

@9#3. Nello spazio proiettivo P™, sia i,...,Zn41 un sistema di coordinate

omogenee per i punti. Sia F' € K[zi,...,Zn+1] un polinomio omogeneo di
grado m. Se P € P" e F si annulla in un sistema di coordinate omogenee
(a1,...,0n41) di P,allora F siannulla in ogni sistema di coordinate omogenee
(kay,...,kan+1) di P in quanto, per il teorema 2.3, si ha

F(kal, ceey kan+1) = kmF(al, ey an+1).

Ha senso allora dire che F si annulla in P oppure che P & zero di F in P”
o soluzione dell’equazione omogenea F = 0 e scriveremo anche F(P) = 0.

D s, fuk o
U/VLW '#),UUMWPQ/ m ,&( Fzo 'faj( JR

o ProUM |
YPeF o} "(o07) € F
‘7-1.#47301’
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* Definizione 4.9 Se il polinomio omogeneo F' & di grado positivo ed irriduci-
bile, si chiama ipersuperficie algebrica irriducibile di P™ definita dall’equazio-
ne F'=0 o da F I'insieme F dei punti di P™ che sono soluzioni dell’equazione
F=0.

Se F' & riducibile, poiché tutti i suoi fattori di grado positivo sono omogenei
(lemma 2.4), esattamente come nel caso affine, si definisce 'ipersuperficie
algebrica F di P" definita dall’equazione F = 0 o da F e si definiscono le
componenti irriducibili di F e le loro molteplicita.

Le ipersuperfici di uno spazio proiettivo si dicono ipersuperfici proiettive.

Nel caso n = 2 le ipersuperfici proiettive sono le curve proiettive, nel caso
n = 3 sono le superfici proiettive.

Osservazione 4.10 Un polinomio F' € K|[zi,...,Z,1] omogeneo di grado
positivo definisce un’ipersuperficie proiettiva F in P™ ed un’ipersuperficie
affine F in A+, 4

L’ipersuperficie F ha la proprieta: se contiene un punto P distinto dal-
- Torigine O di A™*!, allora contiene tutti i punti della retta OP, cioé F & un
cono di vertice O.

Infatti, se una (n+1)-planon nulla (ay,...,any1) di elementi di K annulla
F', annullano F' anche tutte le (n+ 1)-ple (kay, ..., kany1) al variare di k in
K. Tl cono F si chiama cono affine associato a F.

Anche nel caso proiettivo un’ipersuperficie individua la sua equazione;
infatti si ha il

¢ Teorema 4.11 Due equazioni omogenee F =0 e G = 0 distinte definiscono
in P" ipersuperfici distinte.

DIMOSTRAZIONE. Le due equazioni definiscono in P" la stessa ipersuperfi-
cie F se e solo se definiscono la stessa ipersuperficie F in A™*! (osservazione
4.10) e quindi il teorema segue dal teorema 4.6. O

Anche nel caso di ipersuperfici proiettive, nel seguito, per brevita, omet-
teremo la parola algebrica riferita ad una ipersuperficie e diremo anche iper-
superficie F' = 0 invece di ipersuperficie di equazione F = 0.

{Definizione 4.12 1l grado del polinomio F' che definisce I'ipersuperficie pro-
iettiva F si dice grado o ordine di F.

L’ordine di F ¢ invariante per proiettivita. Infatti, se w & una proiettivita di
P" e
n+1
x; = Zaij:c;-, 1=1,2,...,n+1,
Jj=1

=z %
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sono le equazioni di w™!, la trasformata di F mediante w & l'ipersuperficie
di equazione

n+1 n+1
! ey —
Fr=F(x,...,2h) E a1;% J,...,E ant1;%; | =0

i=1

e, per il teorema 2.1, il polinomio F' ha grado uguale a quello di F'.

Esempio 4.13 1) Le ipersuperfici algebriche proiettive di ordine 1 sono gli
iperpiani.

2) Le ipersuperfici algebriche proiettive di ordine 2 sono le guadriche
proiettive.

L’equazione di una quadrica proiettiva Q si pud scrivere

n+1
ZCLWT + 22%33)@33_7 =0, a;; € K.

1<j

Se ¢ ¢ la forma quadratica su K™ che, rispetto alla base di K™*! scelta per
il sistema di coordinate omogenee in P™, ha come matrice

G11 cen A1n+1
A= : : Gij = Gy,
An+11 -+ OGptlntl
I’'equazione di Q si puo scrivere
q(z1,Za,y ..., Tny1) = 0.

Esiste una base di K™*! rispetto alla quale la matrice di g & diagonale (capi-
tolo I, teorema 2.13 ); se y1, 2, . - -, Yn+1 € un sistema di coordinate omogenee
rispetto a tale base, I'equazione di Q si scrive

7 Sdg?=0, 0#deK, 1<r<n+l.

Essendo K algebricamente chiuso, in esso esiste un elemento b; tale che b =
d; (1 £4<r) e quindi con la trasformazione proiettiva

o J by sel<i<r,
T ly rH+1<i<n+1,

I’equazione di Q diviene

(8) szzO, 1<r<n+1.
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Quindi & possibile scegliere un sistema di coordinate omogenee in P™ in modo
che Q abbia equazione della forma (8).

\

4. Da ora in avanti riguarderemo P" come completamento proiettivo dello
spazio affine A™ nel modo descritto nel capitoéo IV, 85, in modo che 'iperpiano
improprio sia z,.; = 0. Nohw,'mg,: PMA™ {x F sy 0= ippany nproplo

Se F ¢ un’ipersuperficie proiettiva di P", di equazione F(zy,...,Tn41) =
0, che non ha come componente Liperpiano improprig ,4; = 0, ciog il poli-
nomio F' non ha z,; come fattore, allora l'ipersuperficie affine F, di A" di
equazione

Fo(®1,...,2,) = F(z1,...,2,,1) =0

¢ la restrizione affine di F. Le due ipersuperfici F e F, hanno lo stesso
ordine ed i punti di F, sono i punti propri di F.

Se .7-'1,... ,.’Fh sono le componenti irriducibili di F e F = ri Fi+- - -+1,F,
dal lemma 2.8 segue che

f*=7’1.7:1*+"'+’rh.7:h*.

Se G & un’ipersuperficie affine di A™ di ordine m, avente per equazione

g(z1,...,2,) =0, lipersuperficie proiettiva G* di P™ di equazione
g*(wl, ey .’L'n_|_1) = 0,
dove g*(z1,...,Zq41) & il polinomio omogeneizzato di g(zy,...,z,) rispetto

a Ini1, ¢ 1l completamento proiettivo di G. I punti di G* che non sono punti
di G sono i punti impropri di G o di G*. Se Gi,...Gs sono le componenti
irriducibili di G € G =71G; + - - - 4+ 7,Gy,, allora

G =rG; +- -+ rGr. /H/L lﬂmz.q.i)
Sempre dal lemma 2.8 segue che

n 2.9
@)=6G, F=(F)

5. Intersezione di una ipersuperficie con una retta. Punti semplici
e punti singolari.

. Sia F un’ipersuperficie proiettiva di P™ di ordine m, di equazione

F($1,...,$n+1) =0

T‘.v.‘maﬁmﬂ.(
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esia R unarettadi P". Se A= (a1,...,an41) € B=(by,...,b,11) sono due

punti distinti di R, equazioni parametriche di R sono (capitolo IV, §3, n.2)
Ty = Aay + pby, ... Tnt1 = AGny1 + pbpyr

ed i punti comuni a R ed a F sono quelli che si ottengono per A, i tali che

(1) SN, 1) = F(hay + pbs, . .., Aapyy + pbpy1) = 0.

Se il polinomio ®(A, 1) & nullo, tutti i punti di R sono punti di F e diremo
percio che R & contenuta in F, cosa che indicheremo scrivendo R C F.

Se il polinomio ®(A, 1) non & nullo, & omogeneo di grado m in A, . Esso
si decompone nel prodotto di m fattori lineari omogenei (teorema 2.11); se

mA— &, ¢ =1,...,h, sono i fattori lineari distinti, si ha
h h

(2) o\ p) = [ -&w),  si>0, D si=m
i=1 =1

Se PF; & il punto di R che si ottiene per A\ = &, u = 7;, i punti comuni a
R ed a F sono Pi,...,PB,. '

I fatto che il polinomio ®(A, i) sia nullo e, nel caso che non sia nullo, gli
esponenti s; dei fattori della (2) che determinano i punti P;, non dipendono
dai particolari punti A e B scelti per scrivere le equazioni parametriche della
retta R.

Infatti, siano A’ = (af,...,a},,,) e B' = (b],...,b,.,) altri due punti di
R e

1 =Nay +u'b,... Tng1 = Nap 1 + b,

le equazioni parametriche di R determinate mediante A’ e B’. I punti comuni
a R e F si ottengono per N,y tali che

(1) (N, p) = F(Nay + p'¥,, ..., Naj . + p'b, ;) = 0.

Se ®(A, 1) & nullo si ha R C F e percido & (X, 4') & nullo. Se ®(\, 1) non &
nullo, allora R ha in comune con F solo i punti P,,..., P, esi ha

h h

(X, p) = H(Th{/\l - fz{:ul)sg’ S1I: >0, Z s; =m,

i=1 i=1

dove X' =¢; e p' =7} determinano il punto P; (é¢(q mdv‘ Unowghary 7}{ l/*‘{éa)

P = (Aay + by, ..., Aang1 + pbpyr) = (Nal + b, ..., Nal + p'bl L),
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allora, su R, (A, ) & un sistema di coordinate omogenee di P rispetto alla

base a = (ai,...,an41), b= (b1,...,b,11) dello spazio vettoriale R che defi-
nisce R, mentre (X, ') & un sistema di coordinate omogenee di P rispetto
alla base a’ = (a3,...,0,,,4), b’ = (¥,...,b,,;) di R. Quindi esistono (capi-

tolo IV, §3) un elemento 0 # k£ € K ed una matrice invertibile (c;;) di ordine
2 a elementi in K tali che

(3) kX =cpuN + oyt kp = ca N + coapt'.
Mediante le (3) si ha

k(X —&p) = milenX + crop!) — Eilea N + caopt))
= (cums — ca&i) N + (cram — c2&i) .

Essendo (£;,7;) e (&}, n;) sistemi di coordinate omogenee di P, rispetto alle
basi (a,b) e (a’,b’) di R, esiste un elemento 0 # k; € K tale che

ki&i = cu&l + ciam;, kimi = can&; + coamj.
Posto ¢ = det (¢;;), da queste si ricava,

k. k;
& = —=(c1ami — c22&s), m; = —(cum — cn&)
c C

e quindi, a meno di un fattore non nullo in K, il fattore m;A — & mediante
le (3) viene trasformato in 7/\ — &/y/. Mediante le inverse delle (3) il fattore
mN — &' viene trasformato in g\ — &, sempre a meno di un fattore non
nullo in K. Quindi 7;\" — &y’ & il trasformato solo del fattore m\ — & e
percio s; = s;. Per denotare che P & un punto comune a R e a F scriveremo
PeRNF=FNR. All'esponente massimo s; con cui il fattore (mA —&p),

che determina il punto P;, divide ®(\, i) si attribuisce il significato di numero
di volte in cui P; compare tra i punti comuni a R e F e si dice che s; & la
molteplicita d’intersezione in Py di R con F o di F con R e si denota

I(RNF,B)=I(FNR,B) =s,.

Nel caso che R C F, in ogni punto P € R si definisce la molteplicita
d’intersezione di R con F ponendo

IRNF,P)=I(FNR,P)=oo.

Se la retta R non & contenuta in F e Pj,..., P, sono i punti distinti
che essa ha in comune con F e si conviene di contare P, esattamente $; =
I(RNF, ;) volte (1 <4< k), poiché SF . s; = m si ha che i punti comuni
a R e F sono m. Si ha, quindi, il seguente teorema, che attribuisce un
significato geometrico all’ordine di un’ipersuperficie.
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0 Teorema 5.1 Sia F un’ipersuperficie proiettiva di P™. Se R ¢ una retta di

P™ non contenuta in F, allora R e F hanno in comune un numero finito di
punti distinti e contando ciascuno tante volte quanta ¢ in esso la molteplicitd

di intersezione di R con F, il numero di punti comuni ¢ uguale all’ordine di
F.

Se R ¢ F e A€ RNF, poiché dalle equazioni di R segue che il punto A
si ottiene per u = 0, si ha che y & uno dei fattori del polinomio DA p) e
I(RNF,A) = s &il massimo intero per cui y® divide ®(), 1). Quindi si ha:

(4) I(RNF,A) & la molteplicita della radice p1 = 0 per il polinomio

(10(/'1‘) - (b(]-) /’L) = F(a’l + /‘Lbla SRR ¢ | + ubn+1)-

Lemma 5.2 La molteplicita d’intersezione di un’ipersuperficie con una retta
m un punto € invariante per proiettivita.

DIMOSTRAZIONE. Siano F un’ipersuperficie, R una rettaed A € RN F.
Bisogna dimostrare che se w & una proiettivita di P™ e F/,R’, A’ sono i
trasformati di F, R, A mediante w, si ha

IRNF,A)=I(R nF,A).

Se R C F si ha anche R’ C F' e quindi 'uguaglianza & vera, essendo
ambo i membri co. Sia R ¢ F. Se A = (a1,...,8n41) € R = AB con
B = (b1,...,bnt1) allora I(R N F,A) = s & il massimo intero per cui p®
divide il polinomio ®(A, i) della (1). Se le equazioni di w™! sono

n+1

7 .
xizg CijTys t=1,...,n+1,
Jj=1

I’equazione di F’ &

n+1 n+1
yow) / / !
F($1,...,$n+1) =F E Clj.’L'j,..., E Cn+1j$j =0
=1

=1
B s A3 ' / ! ! ! / /
e sistemi di coordinate omogenee per A’, B sono (af,...,a, ), (¥,..., bi1)
tali che
n+1 n+1

a; =Zcija;, bi=Zc,-jb;., i=1,...,n+1.
J=1 J=1

Equazioni di R’ sono

Ty=Aay by, Ty = Adlyg + by
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e I[R'"NF',A’) = &' & il massimo intero per cui x* divide il polinomio

‘I"(A, :u’) = F/(Aa'l + tu'b,b T ’\a‘;H—l + Mb:z-%—l)'

Si ha
n+1 n+1
'\ p) = F (Z cij(Aaj 4 ub}), ..., chﬂj()\a;- + ,ubé-))
j=1 j=1
n+1 n+1 n+1 n+1
= F ()\ Z clja;- + 12 Z Cljb;-, Ceey A Z cn+1ja;- + /J,Z Cn+1jb;’>
j=1 j=1 j=1 j=1
F(Xay + pby, ..., Aaps1 + pbnt1)
= ®(\pu)
e quindi ¢’ = s. O

@%ﬁ. Sia F un’ipersuperficie affine di A™ di ordine m, di equazione

f=f(£13‘1,...,.’1?n)=0

esia A(ai,...,a,) un suo punto. Sia R una retta passante per A. Siano F*
e R* irispettivi completamenti proiettivi di F e R.

Si definisce la molteplicita d’intersezione in A di F con R o di R con
F, e si denota I(F NR,A) = I(RNF, A), ponendo

() I(FNR,A) =I(F NR",A). | Vol o &7

Per calcolare la molteplicita d’intersezione possiamo procedere come segue.

Se R C F siha R* C F*, avendo F* in comune con R* gli infiniti punti
di R, e quindi I(FNR,A) = co.
Sia R ¢ F. Se R ha equazioni parametriche
1 =a1+pby, ... Tp=an+ b,

il suo punto improprio & (capitolo IV, esempio 5.3, 2)) Byo(by,...,b,,0) ed
equazioni parametriche di R* sono

1 =Aay+ pby,... ZTp=Aan+ pby, Tpip= A

Se
f=fo+fit-+fn
e la decomposizione di f in somma di componenti omogenee, ’equazione di

F* e

(6) ff=aaforald it + T fmer + f =0

1
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(7) S\ p) = f*(hay + ,{Lbl, ey Ay + pbp, A)
= ST X fi(Aay + by, . . ., Aay + pby) = 0.

97 " §1u)= 4 HARD) = 1] (Au8) 1

Quindi, per la )@, si ha
G5 5.1.2 py 140 —
(8) I(FNR,A)e la molteplicita della radice p = 0 per il polinomio

() = (1, 1) = f*(ar + pb, . .., an + pbs, 1) = flag + pby, . .., an + uby).
& o'
3. Sia F un’ipersuperficie di P™ o di A™. —

Definizione 5.3 Se A & un punto di F, la minima delle molteplicitd d’in-
tersezione di F con tutte le rette passanti per A (che & un intero positivo)
si dice molteplicita di A per F o di F in A e si denota ma(F). I punti di
F di molteplicita 1 si dicono semplici, quelli di molteplicitd s > 1 si dicono
multipli o singolari. Un punto di molteplicitd s si dice anche s—uplo e se -
s = 2 si dice doppio. :
Un’ipersuperficie priva di punti singolari si dice non singolare.

Dalla (5) segue che se F & affine e F* & il suo completamento proiettivo,
si ha
9) ma(F) =ma(F*) perogni A€ F.

Dal lemma 5.2 segue il

Corollario 5.4 La molteplicita di un punto per una ipersuperficie proiettiva
& invariante per proiettivitd.

Esempio 5.5 1) Sia F un’ipersuperficie affine o proiettiva. Si ha:

a) Se G & una componente irriducibile di F di molteplicita r, per ogni punto
A € G si ha my(F) > rma(G) e l'uguaglianza vale se e solo se A non
appartiene a nessun’altra componente di F.

b) I punti comuni a due componenti irriducibili di F sono multipli per F.
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c) Se F & priva di componenti multiple, i punti multipli di F sono i punti
multipli delle sue componenti e i punti comuni a due componenti.

Basta dimostrarlo nel caso proiettivo.

a) Sia G = 0 lequazione di G. Allora, 'equazione di F ¢ F=G"H =0
con H che non & multiplo di G. Se A = (ai,...,an41), per ogni retta
R :z1=Aay + pb1, ..., Tngy1 = Aapy1 + pbny, posto

S\ p) = F(Aai+pb,. .., Aang1 + pbnt1)
Q1(\p) = G(ay+ by, ..., Aanga + pbpi)
Do(A ) = H(Aag + pby, ..., Aant1 + pbny1)

si ha

Se s = my(G), allora esistono rette R per le quali il polinomio @;(A, p)
& divisibile per 4°, ma non per u**!. Per tali rette il polinomio ®(X,p) &
divisibile per u™, quindi m4(F) > rs e rs & il massimo esponente con cui
lo divide, cioé m4(F) = rs, se e solo se ®y(A, ) non & divisibile per u, cioe
se e solo se A non appartiene ad altre componenti di F.

b) E immediata conseguenza della a). |

c) Sia F priva di componenti multiple. Se A & un punto semplice di F,
per la a) esso non pud essere multiplo per nessuna delle componenti di F e
per la b) non pud essere punto comune a due componenti. D’altra parte, dalla
a) segue che un punto semplice A di una componente che non appartiene ad
altre componenti di F & semplice per F.

. @ HF 533 2) Sia F una ipersuperficie di ordine m di A", di equazione

f=lt+hi+-+fn=0,

dove i polinomi f; sono le componenti omogenee di f. Se O & l'origine di A™
si ha
mo(F)=s <= fo=fi=-= fe-1=0, fs #0.

q_ Infatti, se R di equazioni parametriche z; = byy,...z, = by & una retta

per O, il polinomio .
oy
o(1) = f(Orssy- - bapt) =Y i filb, ... b)

=0

ha la radice p = 0 di molteplicita s se e solo se

fOzfl(bl,---ybn)="'=fs—1(b1>-;-7bn)=0, fs(bl,...,bn)7é0. o
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Ed allora, mo(F) = s se e solo se

fo :fl(bl,...,bn) == fs——l(bly---’bn) =0 perogni by,...,b, € K,
mentre esistono by,...,b, € K tali che f,(b,...,b,) # 0 e quindi (teorema
41)seesolose fo=fi=---=f,_1=0, f; #0.

K‘ §.3.4 3) Sia F un'’ipersuperficie di ordine m di P™, non contenente I’iperpiano
= }improprio Zn+1 = 0 come componente, di equazione
! F(xly"'axn-l-l):Foxnm—}—l—i_Flm:zn-;ll+“'+Fm=07
dove F; € K[z1,...,,)], se non nullo, & omogeneo di grado .
% Sia Apy1=(0,...,0,1); dall’esempio precedente, applicato alla restrizione

affine F, di F, che ha equazione -

F(z1,...,zp)=Fo+F + -+ F, =0,
\segueche
| Mapy(F)=s <= Fo=Fy=..=F,_; =0, F,#0.

. MQ. 36 4) Sia F un’ ipersuperficie di ordine m di P™ non contenente I’iperpiano
z, = 0 come componente, di equazione

F(z1,...,Zn1) = Forl" + Fua? ' + -+ F,, = 0,

dove F; € K[z1,...,%r—1,%Tr41, - - ., Tnt1], Se non nullo, & omogeneo di grado
Wu ¢. Con la trasformazione proiettiva di coordinate

T;=1x; se jArn+l, T, = Tpiq, Thiy = T,
il punto 4, = (0,...,0,1,0,...,0), dove 1 & al posto r—mo, viene trasfor-
mato in A3 = (0,...,0,1) e dall’esempio 3) segue che
mAr(‘F):S<::FO=F1:'“=FS—-1=O, FS%O

5) Un’ipersuperficie F, affine o proiettiva, & un cono di vertice il punto A se
e solo se per ogni punto P € F, distinto da A, la retta AP & contenuta in

F.
° 0&5 6.3.6 L’ipersuperficie F di ordine m & un cono di vertice A se e solo se m a(F) =
Infatti, se ma(F) = m, per ogni retta R passante per A si ha I(R N
F,A) > m e quindi, se R passa per un altro punto di F & contenuta in F
(teorema 5.1 ). Viceversa, sia F un cono di vertice A. Per ogni retta R
passante per A se R C F si ha I(RNJF,A) = oo per definizione, altrimenti
R ¢ F e allorasi ha I(RNF, A) = m per il teorema 5.1; segue m(F) = m.
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‘8 Osservazione 5.6 Un’ipersuperficie affine F di A™ & un cono di vertice
I'origine O se e solo se il polinomio che la definisce & omogeneo.
Segyesubite dalleseiDio b\
AV
@ On b [0 pg 135’

+ Osservazione 5.7 Nel piano, un cono C di vertice A e di ordine m & costi-
tuito da rette passanti per A e contando ciascuna di esse tante volte quanta
¢ la sua molteplicita come componente di C il numero di tali rette & m.

W Infatti, se B & un suo punto distinto da A, la retta AB & una componente
To di C. Se R1,..., Ry sono le componenti (rette) distinte di C e r4,. .., 7, sono
le loro molteplicita, allora

C=T1R1+"'+’I"th, ) r1+--~+rh=m.

m——

Se F & proiettiva di equazione F =0 e R = AB & una retta passante per A
il polinomio ®(A, u) della (1) si pud scrivere -

O(A, p) = F(Aay + pby, ..., Aany1 + pbnyy) = Z A", o € K.

=0

Se R ¢ F esso non & nullo e per la formula di Mac Laurin (§1) applicata,
al polinomio

F(A t#8B) mo
(10) o(p) = ®(L,p) = F(al + by, ..., Qg1 + Mbn+1) = Zailﬁ
=0
si ha
Lo :
& =3¢ (0), 0<i<m.
Posto
O'F _ oO'F (@ i)
da;, -~ 0a;,  Oxy -0y o)
risulta:
(10.0) ag = F(a1,...,an41)
n+1
(10.1) o =S,
. Gai
=1
n+1 2
(10.2) =L § OF
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1 & oF
10. = T b
(10.5) =3 Z Bais-uaailbl :

£1,eney8s=1

Se F e affine di equazione f =0 e T\’, e la retta passante per A di equazioni
, parametriche x; = a; + pb;, (1 <4 < n), il polinomio ¢(u) della (8) si pud
,\ scrivere

(11) o(u) = flar+ pbr, ..., an+ pbp) = > oupt’
—

)< e R ¢ F il polinomio ¢(u) non & nullo e per la formula di Mac Laurin si ha

10) Qg = f(al, ey an)
=1
X (3)
112 IR
' 2= 2ij= 8aj8ai eI
1 « o°f
(11'5) Qs = 5! . Z mbﬁ by,

Sia nel caso proiettivo che nel caso affing)si ha: se R ¢ F e A€ RNF,
allora ; 052 fal&o'

(12) I(Rﬂ}',A):s<=> a0=041="'=0{s_1=0, Oés#o.

Da ci6 segue che se A € F, allora ms(F) = s se e solo se per ogni retta
R passante per A risulta

)< Q=1 = =qag_1=0

ed esistono rette R passanti per A per le quali a; # 0.
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(11.%) segue, allora, che m4(F) = s se e solo se in A si

nomio che definisce JF.

Dalle (10.7) e
nnullano tutti i polinomi derivati sino all’ordine s — 1, ma non tutti quelli
i

di 4rdine s, del p
Se F e proiett]

n+l

O"F(A)

va, per il teorema di Eulero (teorema 2.3), per ogni intero

n+1

o 6’"_117(/0 B ar—lF(A\

;

e quindi se in A

2

Jj=1

(m—r+’1)

Ok, = "0a; 0, O, O, - - - O,

annullano tutti i polinomi derivati di ordine r di F, si

annullano anche tﬂltti quelli di ordine < r e percido F stesso. Quindi si ha il

@ Teorema 5.8 Sia

1) se F ¢ proie
¢ polinomi dg¢
polinomio F

2) se F ¢ affin

polinomi der

F un’ipersuperficie e sia A un suo punto. Allora:

tiva si hagmy(F) = s m@b& se in A si annullano tutti
rwati di ordine s — 1 ma non tutti quelli di ordine s del
che la definisce;

&S

e si ha;ma(F) = s esplly se in A si annullano tutti i
vati gino all’ordine s — 1 ma non tutti quelli di ordine s

del polinomid f che la definisce.

® g 146

¢. Sia F un’ipersuperficie di ordine m, proiettiva di equazione F' = 0 o affine

di equazione f = 0.

Definizione 5.9 §
per A tali che I(R
sono tangenti a F

Se F e affine, una
proiettiva R* di R
Se mA(]: ) =S,

e A e un punto di molteplicita s per F, le rette R passanti
NJF,A) > s si dicono tangenti a F in A. In particolare,
in A tutte le rette passanti per A e contenute in F.

etta affine R e tangente a F in A se e solo se I’estensione
& tangente in A all’estensione proiettiva F* di F. §:
dalla (12) segue che sono tangenti a F in A tutte e solo

le rette R per le quali risulta a, = 0.

Sia. s = 1. S
retta R = AB &t
X appartiene all’ipery

Xlas

F ¢ proiettiva e A = (ay,...,0n41), per la (10.1) la
ngente a F in A se e solo se il punto B = (by,...,by11)
iano .

n+1 8F

—ux; = 0.
=1 Oa
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Tale iperpiano passa per A perché, per il teorema di Eulero (teorema 2.3), si
ha .
- OF

gai = mF(al, cen ,an+1) =0.
=1 "

Se F ¢ affinee A= (ay,...,a,), per la (11.1) la retta R passante per A di
equazioni parametriche x; = a; + pb;, 1 < i < n, & tangente a F in A se e
solo se b, ..., b, sono tali che

_——bz = O’
i=1 Oa

e quindi se e solo se, per ogni u € K, si ha

o o

Oa;
i=1 v

Ed allora, dalle equazioni parametriche di R segue che il luogo delle rette R
tangenti a F in A & 'iperpiano

n af
14 i i) = U,
(14) > i = i) =0
che passa per A.

Definizione 5.10 L’iperpiano (13) nel caso proiettivo o I'iperpiano (14) nel
caso affine si chiama iperpiano tangente a F nel punto semplice A.

Sia s > 1. Nel caso proiettivo la retta R = AB & tangente a F in A see
solo se B appartiene all’ipersuperficie proiettiva Q, di ordine s, di equazione

n+1
O°F
(15) 2 o, gag =0

11 yeenyte=1

L’ipersuperficie © passa per A perché, per il teorema di Eulero, si ha

> rr
Az, * Ay _ a; =
Bajaais_l .. -8a,-1 “ ts—17

j’ili“"iS-‘l
> S, 0 O
= Qjy * - Qg UG =
i1emis—1 5 Oa; Oa;, , -+ - Oay,
Z BS_IF
= (m_8+1) ail--.ais_la_______a____zo.
ais—l e a’il

11yeeeyls—1
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5 PUNTI SEMPLICI E PUNTI SINGOLARI 149

Nel caso affine, la retta R & tangente a F in A se e solo se by, ..., b, sono

tali che
n asf
2 b, =0,
> g,

quindi se e solo se, per ogni i € K, si ha

n 8sf
. Z_ m#bil <o pbi, = 0.

Ed allora, il luogo delle rette tangenti a F in A & l'ipersuperficie affine Q, di
ordine s, di equazione

n 6Sf
(16) Y e )l — @) =0
che passa per A. ,

L’ ipersuperficie @, di equazione (15) nel caso proiettivo e di equazione
(16) nel caso affine, & un cono di vertice A perché m4(Q) = s (esempi 5.5,

5)).

Definizione 5.11 Il cono Q di equazione (15) nel caso proiettivo o di equa-
zione (16) nel caso affine si dice cono tangente a F in A.

Osservazione 5.12 Se F & una curva piana e A & un suo punto di molte-

plicitd s, il cono tangente a F in A & costituito da s rette passanti per A

(osservazione 5.6). Se esse sono tutte distinte A si dice punto s-plo ordinario
per F.

I punti doppi ordinari si dicono nods. Q( ;2 ¢3 : 5(

I punti doppi non ordinari sono quelli nei quali le due rette tangenti alla
curva sono coincidenti. Se A & un punto doppio non ordinario ed in esso la
molteplicitd d’intersezione della retta tangente con la curva & 3, si dice che A
& una cuspide ordinaria per la curva.

Mﬂ'de:mmcb= “{,if%'- '%—

Osservazione 5.13 1) Se F & un’ipersuperficie affine e G & l'iperpiano o il
cono ad essa tangente nel punto A, allora I'iperpiano o cono tangente in A al
completamento proiettivo F* di F & il completamento proiettivo G* di G.
2) Se F & un’ipersuperficie proiettiva non contenente come componente
Piperpiano improprio e G & l'iperpiano o il cono ad essa tangente nel punto
proprio A, allora l'iperpiano o cono tangente alla restrizione affine F. di F



