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1 Introduzione

Questi appunti digitali sono un complemento degli appunti cartacei che sono stati acquisiti e
inclusi nell’appendice.

L’ordine di lettura consigliato e’ quello degli appunti cartacei.

Notazione: [QUA,0ssX.Y.Z,pg.123] €’ un riferimento alla proposizione OssX.Y.Z che trovate
nell’appendice A, a pagina 123.

2 Notazioni

Definition 2.1.

P; = P = punto fondamentale i-esimo di P"

Pij = 0i

K € un campo di caratteristica 0, algebricamente chiuso
3 Polinomi ed Ipersuperfici

Proposition 3.1. Siano F,G € K[x1,...,x,]|.

F¢G=F|G

Per verificare che FXG, e’ sufficiente trovare un punto che sta’ in F' ma non in G.

Proof:
F/G ~G=FH

F(P)=0=G(P)=0

3.1 Disomogeneizzato

Proposition 3.2. Sia F € Alxy,...,x,] omogeneo, allora
s:max{t|xﬁ/F} = F =z (F,)"

dove l'omogeneizzazione e’ stata fatta rispetto a ...



Proof: Scriviamo F' come somma di monomi omogenei:
F=fi+-+fn degfi=degF =m (1)

wi/Fészi(gl—i—---—th), gi = Ty fi, deggi=degfi—s=m—s (2)

S:max{t|xf,/F} = di: xr/(gi = gi, = gi (2.1)
F = L.
* R , 914 + + Ghx (3>

[QUA lemma2.8, 2),pg.118]
Sja s; :max{t | xfn/gj} = degg;, =degg; —s; = m—s—s; (4)

(2)

Nota: per def. di s; si ha z}g; =g; (4.1)
(2.1) = deggi, =deggi=m—s=s5,=0=>m—s =degg;, = max{degyg, | j=1,...,h} (5)

h h h
* m—s)—degg;, Py
(3).(5) = (F) =Y " 700 = S g = Y g (6)
def di * Jj=1 (4) =1 (4.1) J=1
(F) = F
(6), (2)

O
Proposition 3.3. Siano F,G € Alxy,...,x,] omogenei. Supponendo che x,«XF, si ha
F/GsF /G,
Proof:
(1) Dim. =
—~
[QUA ,lemma2.8,pg.118]
(2) Dim. <«
erF NP (F)*=F (1)
[QUA ,lemma?2.8,pg.118]
F*/G* =G, =FH=(G) =(F)H = FH*
—~—
(1)
G = 2o (G =x FH"
—
[QUA lemma2.8,pg.118]
O

Proposition 3.4. Sia G € Alxy,..., 2], allora

0G
8131'

=0=>G€EK|[r1,...,Ti—1,Tit1,--.,Tr], OvVETO T; non e’ presente in G

3.2 Varie

Proposition 3.5. Sia F una ipersuperficie di P" e G una sua componente irriducibile, con
deg G > 1.



Supponendo che P; ¢ F, si ha

oF
G/o- G [F
ox;
ovvero, G e’ una componente comune a F e a 8F sse e’ una componente multipla di F'
Proof:
(1) Dim. =

G/FﬁF:GH (1)
OF oG OH

Ox; 5‘x1H+ &ch (1)
/&Bz 8:5z B :>d /81‘1 v G/H (2)

Se G / H, per la ( ) abbiamo la tesi. Supponiamo per assurdo che G XH , allora

oG
GXH:>G/ = =0 = GeKlry,...,Ti 1,Tit1,.--,T =
3951 \,./ ox; ~ [17 sy Li—1, Li41, ; r+1]
deg Dy <degG DpaNulla

= G(P,) = G(0,0,...,1,...,0) = G(0,0,...,0) =
—— ~~

r zeri G omogeneo

0=DP, ¢ G/F = P, € F assurdo contro Hp.
(2) Dim. <«
GQ/F = F=GH = G(GH)

OF  0G
8:ci_8:ciGH+ G G/

o0x;

3.3 Ipersuperficie minima
Definition 3.6. Sia ) # I'CP". Sia G una ipersuperficie, poniamo

G=T & (xeP"|GX)=0}=T

Supponendo non vuoto 'insieme G = {G ipersuperficie | G =T}, sia

G' € {G € G| degG = min (degG)}
dove degG = {degG | G € G}
G’ ¢ lipersuperficie di G di grado minimo. Chiameremo G’ la ipersuperficie minima di T', o

diremo piu’ brevemente “ipersuperficie di I'”.
Nota: nella proposizione [3.7,pg.3] vedremo che G’ €’ unica, ovvero che

|{G € G| degG = min(degG)} | =1

Proposition 3.7. Sia () # I'CP", G’ una ipersuperficie minima di T' e sia G € G con G =
Fi* - Frs con F; irriducibili e distinti fra loro, allora

s

G:F:>G/:F1F2--'FS



Questo dimostra che lipersuperficie minima e’ unica, ovvero:
{G€G| degG =min(degG)} = {(FiFz--- Fs)}

Proof:

{X|G@(X)=0}=T={X]|GX)=0} = G’, G hanno gli stessi fattori irriducibili <
~—~—
[QUA cor4.4,pg.131]

G = F{“ "'Fé]s
' 91 g5 (1)
G' =Fy*r---Fs
Se per assurdo g; > 1, allora:
siaG' =F,---F,
degG' = Zflzl g > s=degG”
G/, G"eg
Quindi,

= (' non e’ una ipersuperficie minima. Assurdo contro Hp.
gi=1Vi= G =F,---F

Proposition 3.8. Sia G’ l'ipersuperficie minima di ', e sia G una ipersuperficie,

G=T —G=0
deg G = deg G’

Proof:
Casg: G irriducibile
Nota: qui di seguito intenderemo le uguaglianze a meno di costanti non nulle
Supponiamo per assurdo che 3s: G = (G')*

(X |G(X) =0} =7pp = {X | G(X) =0}, G irriducibile = el / G
[QUA,Thm4.3,pg.130]

G’/G = G = (G')*H, con G/)(H (1)
G # (G')® = H non ¢ costante < deg H > 0
{{X |H(X) = 0} C{X | G(X) = 0} = {X | G'(X) = 0}

=
degH >0
N 3H, fattore irriducibile di H : H, / ¢ = H=G=
~— ~—
[QUA,Thm4.3,pg.130] G’ irriducibile

=G = Hl/H assurdo contro (1)
Quindi si deve avere:
G = (G')* per qualche s = s=1,G=G"
—~

deg G=deg G’
CASE: G’ spezzato



G =F - F,

{G = F§' ... F9 F; irriducibili e distinti
[3.7,pg.3]

G=T=¢

5:degG’:degG:Zgi:>gi:1 Vi=>G =G
i=1

O

Proposition 3.9. Sia G € G e sia G' € G lipersuperficie minima di T, sia R una retta e
P € RNI', allora

I(G'NR, P) < I(GNR, P)

Proof: PROOF SKETCH:Se G = F{* --- F9: allora per la [3.7,pg.3], G’ = F} - - Fy, quindi per
definizione di molteplicita’ d’intersezione si vede che deve essere I(G'NR, P) < I(GNR,P) O

4 Molteplicita’ d’intersezione

Proposition 4.1. In P? sia F una ipersuperficie e R = ax + by + ct una retta, con b # 0.
Presentiamo un metodo per calcolare i punti FNR e le loro molteplicita’ I(RNF, P) VP € FNR.

1. Ricavando y =
x,t.

7_‘”2_“ e sostituendo in F', si ottiene un polinomio H, nelle due variabili

2. Per il teorema [QUA,thm2.11,pg.119] H si spezza in fattori lineari hy, ... hy distinti,
H=hi"---hr

3. Ad ogni h; corrisponde un punto P; € FNR e inoltre FNR = {Py,..., P.}.

4. Infine, s; = I(RNF, P;)

Proof: Il metodo esposto segue direttamente dalla definizione di I(RNF, P), infatti, la retta R
si puo’ scrivere nella seguente forma parametrica:

T=p 0 1
R: y:%ﬂ:—%u—%A & (r,y,t) e Re (2,y,t) =AA+pB, conA=|-7], B=|—-%
t= A\ 1 0

e sostituire y in F' equivale a considerare il polinomio F'(AA+ pB), dove pero’ A, p sono indicate
ancora con le lettere ¢, x, ovvero se [F|, ¢ F con y sostituita, allora

[F]y = F(tA+ zB)
Applicando allora la definizione di I(RNF, P), si ha la tesi. O
Example 4.2. Sia F = 2% +y* — 2y e R = z, allora
=0
FAR: {° = (0,0) ¢ I'unico punto d’intersezione ed ha I(FNR, (0,0)) = 4
yt=0 ~~
[4.1,pg.5]

Osserviamo pero’ che questo non basta per affermare che

m(o,o)(F) =4



infatti, considerando la retta S : x =y, si ha

Pyt —ay=0 o P (x+22-1)=0
r=y r=y

|

22(x — Pig) (1 — Poy) =0
r=y

= SNF=<(0,0), P,P, I(SNF,(0,0))=2, I(SNF,P)=1
~~ ——

[4.1,pg.5] distinti

Da quest’ultimo deduciamo:

m(0,0) (F) \://r retta per (0,0)
def

min I(r0F,(0,0)) < I(SNF, (0,0)) = 2

5 Sistemi lineari di ipersuperfici

, Pig, Py, distinti =

Definition 5.1. Indichiamo con A, il sistema delle ipersuperfici di grado n di P", ovvero

An =P (K[zl, . 7xr+1]n)

dove K[x1,...,Zrt1]n = {F € K[z1,...,2r41] | F omogeneo con deg F =n V F =0}

Definition 5.2. Sia A un sistema lineare di ipersuperfici di P".

def

PeunpuntobasediA & VFeAPeF&VYFeAF(P)=0

(A € linsieme di tutti i punti base di A.

Con A(Py,...,P,) indichiamo il sottospazio di A tale che

P,...,P,e F YFeA

Proposition 5.3.

A=P(F,...,Fau1)) = [JA=FNFRN...NFin

Quindi, per trovare i punti base di A, e’ sufficiente prendere le intersezioni di d+ 1 ipersuperfici

che formano una base di A.

In particolare, nel caso di un fascio (d = 1), basta prendere due qualsiasi Fy # Fy € A.

Proof:
(1) €

Pe(JA=F(P)=0VFeA=F(P)=0Vi=1,...,d+1

(2) 2
Sia P : Fl(P):"':Fd+1:0

FGA:P(<FI7"'7F‘1+1>):>F:>\1F1+"'+>\d+1Fd+1
F(P):AlFl(P)‘i’+)\d+1Fd+1(P):O:>P€F

Quindi P e’ un punto base di A



Corollary 5.4. Sia A =P((F1,...,Fi1)), con F; € A, allora:

F;, F; non hanno componenti a comune Vi # j = ‘ﬂA‘ <n?

In particolare ’ ﬂA’ < 00.
Inoltre, vale un viceversa piu’ debole:

‘ mA‘ < 00 = non esiste una componente comune a tutti gli F;

Proof:
(1) Dimostriamo la prima parte
Si utilizza il thm di Bezout [QUA,thm1.2,pg.158].

Sia m = deg F; deg F; = n? Se per assurdo ’ NP({F1,...,Far1))| = m+ 1, si deve avere:
|F10‘..0Fd+1| = ’mA‘:m-i-l

[5.3,pg.6]
|FiﬂFj| > |F1ﬁ R ﬁFd_;,_l‘ =m+1=degk; degFj +1=
= F;, F; hanno una componente a comune
—~

Bezout [QUA,thm1.2,pg.158]
Assurdo contro Hp.

(2)

Supponiamo ‘ N A‘ < 00 se per assurdo esiste una componente C' comune a tutti gli F;, si ha:

COCF,Vi= CCFN...NFiy = (}A:‘ﬂszqum

[5.3,pg.6]
assurdo.
O
Proposition 5.5.
dim A(P) = dimA — 1< P ¢[]A
ovvero, P impone una condizione a A sse P non e’ un suo punto base.
Per prendere dei punti che impogono ognuno una condizione su A si puo’ procedere cosi’:
Pg(A
Py ¢ (A(P)
Py ¢ (A(Py, Py)
Al massimo possiamo arrivare fino a Py, con d = dimA. In questo caso, A(Py,...,Py) €’

formato da una sola ipersuperficie.

Proof: Sia B = {Fi,...,Fy+1} una base di A. Le coordinate rispetto a B degli elementi del

sottospazio A(Py, ..., P,.) si ottengono dalle soluzioni di
F(P) ... Fq(P) "
Fi(Py) ... Fg(P) .
: Ad+1
F(P,) ... Fua(P)



Infatti,
FEA@F:A1F1+~-~+)\d+1Fd+1

F(P) =0 MEF(P) + -+ A Faa () = 0
Nel caso r = 1, P = Py, A(P) €’ dall’equazione:
A1
(Fi(P) ... Fup1(P)) ; =0 (1)
Ad1
(1) Dim. =
Se per assurdo P ¢’ un punto base di A, allora
Pe()A=F(P)=0VFeA=F(P)=0
Quindi la (1) ha come soluzione tutte i possibili (A1,...,A\g11) € K9, ovvero
A(P)=A= dimA = A(P)
e questo e’ assurdo contro dim A(P) = dimA — 1
(2) Dim. <«
Supponiamo per assurdo che dim A(P) # dim A — 1,
A(P)CA = dimA — 1 <dimA(P) <dimA = dim A(P) = dim A
dim A(P)zdim A—1
A(P)CA
(PIEA APy =a
dim A(P) = dim A
A=AP)={FeA|PeF} =PcF VFeA=Pec[)A
assurdo contro ipotesi.
Il caso generale si ottiene per induzione. O

Proposition 5.6. Sia A = P((F1, F3)) un fascio, ovvero dim A = 1, allora
IFeA: PeFeP¢(|A=FRNE
Proof: Basta applicare la [5.5,pg.7] o rileggere il punto b') di [QUA,Esempio6.6,pg.156]. O
Proposition 5.7. Sia dato il sequente sistema lineare di ipersuperfici:
A=P(F1,...,Fi1))
allora

dim A(Py, ..., Py) =0 = L’equazione F(X) dell’unica ipersuperficie di A(Py,...,P;) e’ data da:

F(X) FR(X) ... Fi(X)

F(P)  FB(P) ... Fua(P)
F(X) — F1 (PQ) FQ(PQ) . Fd+1(P2) — 0

Fl(f')d-&-l) Fy(Py1) oo Fay1(Pas)

Proof: Sviluppando secondo la prima riga, con la regola di Laplace, il determinante della tesi
si vede che F'(X) e’ combinazione lineare di F1(X), ..., Fq11(X) e quindi:
F=MFi+- -+ Xg1Fg1 = FeP(Fy,...,Fqp1) = A
Inoltre, F(P;) = 0 perche’ il determinante F'(P;) ha due righe uguali.
F(P)=0Vi, FEA=FeAPy,...,P)
Poiche’ dim A(Py, ..., P;) =0, F ¢’ proprio I'unica ipersuperficie di A(Py, ..., Py). O



Proposition 5.8. Sia A un sistema lineare di curve di ordine m, allora

PeF

mp(F) = si

(g: 41
VF € A equivale a imporre %

1. Imporre che un punto P sia tale che { condizioni

2. Imporre che: ((mp(F) <m—r, Pp(F)=G)Vmp(F)>m—r) VF €A
(m—r)(m—r+3)
2
con Pp (F) = G intendiamo che Uequazione della r-polare di P e’ uguale a una fissata curva G,

equivale a imporre

=dimA,,_, condizioni

A, e’ il sistema lineare delle curve di ordine m — r

Se c e’ il numero totale di condizioni imposte e A’ e’ il sottospazio di A che rispetta le condiziont,
allora:

dim A’ > dim A — ¢

L’uguaglianza vale sse le condizioni sono tutte indipendenti tra loro.
Ricordiamo che dim A,,, = w (vedi [QUA,Esempio6.3,pg.154]).

Proof:
(1)
Basta rileggere la [QUA,Cor6.5,pg.155]
(2)
Pr (F) ha equazione (vedi [QUA,Def4.1,pg.177]):
o TE(P) . .
Z i1 iz( )i‘z 7il l‘?l‘?
e O0xy' 0xy* Ox
Inoltre,
FEA@F:A1F1+---+)\d+1Fd+1
con {Fy,...,Fzy1} basedi A, d =dim A
Quindi ogni coefficiente di Py, (F) €’ del tipo
oM TF (P
Ciyizis = M1 1(P)

0" " Fyp1(P)
O dx2 Ox’y

4+ A ———————
* Ozt 0x2 0
CASE: Supponiamo che mp(F) < n —r, cosi’ che’ Py (F) esiste
Imporre che Py (F) = G equivale a dire che
e K*: Oi1i2i3 = )\Giligig Vil,ig,ig, (1)
ovvero che i coefficienti C},;,;, siano un multiplo dei coefficienti di G. In generale, se

abbiamo un vettore X = (z1,...,z,) non nullo (supponiamo ad esempio z,, # 0), allora
imporre X = \Y equivale a

/7
L1 n T n 1/' " yl/.yn
X=)e | |=x[:]erx=22 [ |=22:]| = : - : o
’ ’ Yn ’ Yn ’ T 1/ _
T, Un T Un n 1/ n Yn 1/yn
1 1
Saifrn=yi/yVi=1,... n—1exy, =yr, Vi=1,....n— 1 &
y(;l y T Y1
0 0 2 v2
6 0 0 y Tn—1 Yn—1



(nota') Quindi imporre la proporzionalita’ tra due vettori di lunghezza n, equivale a im-
porre n — 1 condizioni.

Se con Y indichiamo il vettore dei coeflicienti di G' e con X quello dei coefficienti Cj,;,,
abbiamo che la (1) impone vo41 m—r — 1 condizioni, dove Vo1 ,,—r € il numero di tutti i
coefficienti Cjiyis-

Vo41,m—r € pari al numero di monomi di grado m—r con 3 variabili (vedi [QUA,Oss6.1.1,pg.153]):

<2+m—r> 2+m-—-r)(14+m-—r)
Vor1m—r = =
2 2
Quindi il numero di condizioni imposte e’:
2+m-—-r)(14+m-—r) 1 (m—r)(m—r+3)
2 B 2

CASE: mp(F) >m —r
In questo caso Py (F') non esiste e Cj, 4,4, = 0. Quindi il vettore X che avevamo visto in (2)
¢’ nullo, cioe’ x; = 0 Vi. Ma allora, le condizioni (2) sono verificate da F'.
Questo dimostra che le (2) includono anche le F' tali che mp(F) > m —r.
Infine,
m(m + 3)

dim A’ > dimA —¢ = — —c
~— ~~ 2
[QUA,thm6.4,pg.155] [QUA,Esempio6.3,pg.154]
O

Proposition 5.9. Sia A un sistema lineare di curve di ordine m, e sia P un punto, allora

Imporre che:VF € A (mp(F) =1, tp(F) =R)V mp(F) > 1, dove R e’ una retta fissata,

equivale a imporre 2 condizioni
Proof: Basta osservare che:

PRt (F) =tp(F), conm =degF

e applicare la [5.8,pg.9]. O

Theorem 5.10. Siano Iy, F5 due cubiche distinte con
Finky = {Pl, ceey Pg} R |F10F2| =9
Sia F una cubica, si ha:
{Pl,...,Pg}gF=>P9 eF
Proof:
Fy, F, distinte = A = P({Fy, F»)) ¢ un fascio (1)
(1) = FNF={P,...,P} sonoipunti base di A (2)
[5.3,pg.6]
(1) Dimostriamo che F' € A
Supponiamo per assurdo che F' ¢ A. Sia A’ = P((F, Fy, F)), si ha:
F¢A, dmA=1= dimA' =2 (3)
{Pi,....B}CRNFRNFC{P,.... P} & (P, B}CNC{P,....R} (3.1)

(5.3,pg.6]

lalternativamente si puo’ dire che

X:)\Y<:>p<xl m"):l
yr ...

10



(1.1) Dimostriamo che
ITCFNFy: |T| =4, FinNFoNR =T, con R retta
ovvero, i punti Py,..., Py sono quattro a quattro non allineati.

Se cosi’ non fosse,
T={Q1,...,Q4}, FINF5NR =T, con R retta

4
Z I(RNF;,Q;) >4 > deg F; = R componente di F}
i=1 [QUA,thm5.1,pg.140]

= R ¢’ componente di F} e di F5. Assurdo contro Hp

(1.2) Dimostriamo che
TCENF;: |T| =17, FinF,nC =T, con C conica

Si procede come prima utilizzando Bezout ([QUA,thm1.6,pg.162]):
T={Q1,...,Q7}, FiNF,NC =T, con C conica
7
ZI(CﬂFj,QZ—) >7>6=2degkF; = C' componente di F}
i=1 [QUA,thm1.6,pg.162]
= (' ¢’ componente di F} e di F5. Assurdo contro Hp

(1.3) Dimostriamo che
ITCHNE, : |T| =3, FINFoNR =T, con R retta
ovvero, i punti Py,..., Ps sono tre a tre non allineati.

Se cosi’ non fosse, supponiamo per semplicita’ T' = { Py, Py, P5}, si ha
T= {Pl,P27P3}, FlmFng = T, con R retta
R=PPFP
SiaAER\{Pl,...,Pg}
. D !/ . . . . . !
A¢{P,....,Py} D nA = A impone una condizione indipendente per A" (4)
(3.1) [5.5,pg.7]
(4) = dimA/(A) =dimA —1=1 (4.1)
G e N(A) = GNRD{P,, P>, P;, A} = R €’ una componente di G =
= G = R+ C dove C €’ una conica, spezzata o meno
|{Pys, Ps, Ps, Pr}| =5, sono 4 a4 non allineati (passo 1.1) =
= ! conica C: Py,...,Pr e C'=C =’
—~
[G1,4.1,pg.33],[G1,4.2,pg.34]
G=R+C" VGeN(A)=N(A)={G} = dimA'(4)=0
Assurdo contro (4.1).

(1.4) Dimostriamo che
TCENF; : |T| =6, FiNF,nC =T, con C conica

Si procede come prima, considerando
T={P,..., P}
e scegliendo pero’ A € C\ {Py,...,Ps}. Si avra’ cosi’ che:
AN (A) = {G} dove G ¢’ la cubica spezzata in G = C + R, con R = P;Py
questo e assurdo perche’ si deve avere dim A’(A) = 1.
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(1.5) Q.E.D.
Sia A € PyP,\{Py,..., Py}, allora, come prima
dimA'(4) =1
Sia B € Plpg\{Pl,...,Pg,A},
dimA’(A,B) > dim A (A) —1=0= 3F" € N'(A, B)
F'e N(AB)CN = (\NCF' = P,... Py F'
F' e N(A,B), P,,Pye F' = PLP,NF'D{P, P>, A,B} = P, P, ¢ una componente di F' = F' = PP, +C

Pl,...,PSEF/=P1P2+C
Per il passo 1.2 e il passo 1.4 si ha: {Ps,..., P} £ C =3P, ¢ C
:>P1,P2,P7;€P1PQQFI

e questo e’ assurdo contro il passo 1.3.
(2) Q.E.D.

=P, e PP, =

FeA = PeA
~~

(2
O

Proposition 5.11. Sia C € Ay, con m <n (vedi [5.1,pg.6]).
Indichiamo con A, (C) il sottospazio di A, formato dalle ipersuperfici A,, che hanno C come

componente, ovvero
AJC)ﬁﬁp({Fe}ﬂxh“waﬂn C/F})

allora
dim A, (C) = dim A, —rm,

Proof: Nota: qui di seguito con C indichiamo direttamente I’equazione di C. Sia
WU:{FGIQxh“waﬂn|C/F}

(1) W e’ un sottospazio vettoriale
Siano Fy, F5 € W, allora

F17F2€W<=>C/F1, C/F2<:>F1:H107 F2:H2C

AFy + pFy = ()\Hl +,uH2)C = A+ puFr e W
Consideriamo la seguente applicazione lineare :
C: Kz, ..., Trp1|n-m — W
H— CH
che associa H ad H moltiplicato per C.
E’ chiaro che C- €’ biettiva (per definizione di W), quindi
C- isomorfismo = dimW =dim K[z1,...,Zr41]n-m (1)
dim A, (C) =dimP(W) =dimW —1_ = dim K[z1,...,Zr41]n-m — 1 = dimP(K[x1,...,Tri1]p—m) = dim A, _,
1)
O
Proposition 5.12. Sia C' una curva irriducibile, degC = n. Sia A, il sistema di curve di
ordine m < n, e ACA,,, allora

{ﬂAgC

‘HA‘SmnédimA<mn—’ﬂA‘

12



Proof: Sia o =mn — ‘ N A‘. Supponiamo per assurdo che dim A > o, allora

dimA >o0=3D € A(Py,...,Py41), dove Py,...,Pyyq1 € C\’ ﬂA‘ sono punti distinti
De A= (ACDNC

Pi,...,P,41 € DAC\ (ﬂA)

= |DNC| > ‘ ﬂA’ +o+l=mn+1>mn = C, D hanno una componente a comune =
[QUA,thm1.2,pg.158],Bezout

= C/D:> degC <degD = n<m
~—
C irriducibile

assurdo contro ipotesi: m < n. O

6 Cono tangente

Proposition 6.1. In alcuni casi l’equazione del cono tangente e’ immediata

1. Data F' € A™, scritta in componenti omogenee F' = f1 + fo+ -+ fim, € O € F origine
di A", si ha

mo (F) =s= f, = Ctgp (F)

ovvero, fs =0 e’ l’equazione del cono tangente.
Nota: fs e’ il sotto-polinomio di grado piu’ piccolo, non nullo, omogeneo di F.

2. Data F € P", scritta mettendo in evidenza x;:

F=>Y Fal'"'
i=0
Fy€ K[xy, 2 2" . x,,1], degF; =14, F; omogeneo
si ha
mp, (F) = s = F, = Ctgp, (F)

Nota: Fg e’ il primo coefficiente non nullo della x; ddi grado massimo.

Proof:
(1) Dim. 1

mo (F) = s P fo=h==/[=0,fera #0 (1)

[QUA,prop5.3.3,pg.52]
B € Ctg, (F) = OB ¢ una retta tg < I(OBNF,0) > mo (F) =s
[QUA ,conotangente,pg.147]
I(OBNF,0)=r>s+1 & fo(B)=fi(B)=--=f—1(B)=0, f.(B)#0<
dimostraz. di [QUA,prop5.3.3,pg.143]
& fs(B) = fos1(B) == fr1(B) =0, f.(B)#0 (2)

)
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Quindi
B e Ctgo (F) = fs(B) =0

&)
viceversa
fs(B)y=0=3r>s+1: f(B)= fer1(B)="---= fr—1(B) =0, fr(B)#0 (nota: se OBCF allora r = m) =
= B e Ctgp (F)
2
Quindi fs = 0 e’ proprio I'equazione di Ctgp (F).
(2) Dim. 2

Riutilizzando quanto visto nella dimostrazione di [QUA ,prop5.3.5,pg.144’] , si procede analoga-

mente a prima (sostituendo f; con F; e O con A;.
O

6.1 Bezout

Lemma 6.2. Siano F, G curve in P2. Sia (11,72, 23) = p3r1 — p1o3 una retta.
Supponendo che Py =Yy, ¢ FUG, si ha

r / Re,(F,G) < 3P € rOFNG

Proof:
(1) Ry, (F,G) = R(x1,x3) con R polinomio omogeneo, deg R = mn, oppure R =0
Scriviamo F, G mettendo in evidenza xo:
F= ZAixé, A; € K[z1,23], omogeneo , deg A; =n —i
i=0

G = ZBixé, B; € K[x1,23], omogeneo , degB; =m —1
i=0
0 degAd;=n—i>0
=

F(Py) = F(0,1,0) = A, 1" = A,, =
Ay n—i=0 (P2) = 1 )

A;(0z, 0y) = 0des Ai A (z,y) = {

A; omogeneo 00=1
= A, € K\{0} = deg,, F =n=degF
P2¢ F < F(P2)#0
analogamente deg,, G = degG

F, G omogenei

deg,, F' = deg F = R, (F,G) = R(x1,23)
deg,, G = degG  [QUA,thm3.10,pg.124]
(2) Dim. =

Sia f = F(p1,22,p3), 9= G(p1,72,p3) € K|x2].
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Sia P = (p1,p2,p3) un punto di r (2)
rReu(F,G) = R(a1,s)

passo 1

Pecr=r(p,p3) = OaRzz(EG)(phm) =0

r/R
R(f,9) = Raa(F.G)p1.ps) =0 = 3HEK[w]: H/f H/g degH >0 (1)
def [QUA,thm3.3,pg.121]
K alg. chiuso 3p2 € K@ H(p2) = 0= f(p2) = g(p2) =0 < F(p1,p2,p3) = G(p1,p2,p3) =0 P € FNG (3)
(2),(3) = P ernFNG
(3) Dim. <«

PEFNG= F(P)=G(P)=0& f(p) =g(p2) =0=w2-p2 /g & Rf9=0e
[QUA,thm3.3,pg.121]

& Ry (F,G)(p1,p3) =04 R(p1,p3) =0 & R(Ap1,A\p3) =0 YA € K (4)

passo 1 Rz, omogeneo

Per=rP)=0&r(p,p3) =0 &  r(Ap1,Ap3) =0 VA€ K (5)

7 omogeneo

{(Ap1,Ap3) | A € K} sono tutte le radici di r, (4), (5) = r/R

[QUA,thm4.3,pg.130]

Theorem 6.3. Siano F,G due curve in P2, e siano
1. P € FNGNA%, P = (py,p2,1)
2. Py ¢ FUG
3. {P}=FnGN{Q P’ | q1 =pi}

ovvero, la retta x = p1 si incontra solo in P con F' e G
allora
I(CND, P) = My, —p, Ry(Fy, Gy )(x1)
Proof: Siar = P3T1—P123 = T1-P1Ts. P ¢’ un punto di r. Per definizione ([QUA,thm1.5,pg.161]),

p3=1

I(CND, P) = s tale che Ry, (F,G) = r°H, r /H = 15H, = Ry, (F, Q). = Ro, (Fu, Gu) &
= , (xl - pl)SH* = R$2(F*7 G*) (1)

Tx«=T1—P1

T‘XH = T*XH = § = Mg, =p, Ray (Fi, G)
[3.3,pg-2] (1), def di molteplicita’

Theorem 6.4. Siano Fy, Fy curve di grado n, con

{P,..., P2} = FiNF, punti distinti
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Sia D curva irriducibile di grado m, tale che
DNFy ={Py,...,Pu,}
allora si ha
3AE curva di gradon —m: ENFy = {Punni1,.--, Ppz}

Proof: Sia P € D\Fj, esia F': A F; + AoFy = 0 il fascio di base Fy, Fs.
P¢F=P#P Yi=1,...,n* (0)
Per la [QUA,Esempio6.6,a’,pg.156], si ha
E|X1,X2 : PelC =X1F1 —‘rXQFg (1)
(1) = degC =deg F1 =deg Fr =n (1.1)
Inoltre,
(1y 3H curva : C = DH

P € FiNF; & Fi(P) = Fy(R) =0 = C(P) =0 FINRCC & Pi,..., P €C (2)
(1)
DNFy ={P1,...,Pun}, (2)=DNC2{P1,...,Pun}t (3)
PeD\Fy, P € C, (3), (0)=|DNC|>mn+1=
W

= C, D hanno una componente in comune = DCC = C=DH (4)
~— ~—
[QUA,thm1.2,pg.158] D irriducibile , [QUA,o0ss4.31,pg.131"]

DH =C, degD =m, (1.1) = degH =n—m (5)
(2) Ponity-rsPoz € H

{Pmnt1,---,Pu2}ND =0 (6), infatti se per assurdo Pp,,4+; € D
DﬂFl = {1317 e 7Pmn} (*)
Hp
Ponti € FINFy = Py € Fy , assurdo contro ()
(6) < D(Prni) #0 (6.1)
Inoltre,

=
-~
(6.1)
(3) H, Fy non hanno componenti a comune
Osserviamo che Az # 0, infatti B B
M=0=C=MF1=0 = C(P)Z)\l Fl(P) >A =0
(1) peC, (1) #0, PED\F,

M =Xy =0= C =0 assurdo



Se per assurdo L/H, Fy,
DH = C = XlFl —|—X2F2
—~ ~~
(4) 1)
L / H,F,
A2 # 0
L/Fl, F, = Fy, F> hanno una componente a comune = |F}NF3| = oo assurdo contro ipotesi

(4) Q.E.D.
Se per assurdo HNFy 2 {Pmn+1,.-.,Pp2} si ha
|HNFy| > n? — (mn+1)+1=n(n—m) = deg Fdeg H =

= H, I, hanno una componente a comune

:>L/F2

[QUA,thm1.2,pg.158],Bezout
assurdo contro passo 3. Quindi, per il passo 2 si ha
HNFy = {Pmnt1,---, P2}
che €’ la tesi.

7 Cono proiettante

Definition 7.1. Sia F un’ipersuperficie di P™ e 7 un iperpiano. Preso un punto P ¢ 7, possiamo
considerare il seguente insieme di punti:

def
wr = |J PQ
QeFNT

ovvero, l'insieme formato dai punti di tutte le rette passanti per P e per un punto di FNr.
wp, ' si chiama cono proiettante.

Lemma 7.2. Sia #CP" un iperpiano e P € P"\m. Indicheremo con mwp(X) la proiezione di
centro P sull’iperpiano 7 (vedi [GII,5.5,pg.80]), ovvero

{rp(X)} = PXNrm
mp(X) e’ una funzione di tipo
7p(X) P\ {P} —
7p(X) si puo’ pero’ intendere come un vettore di polinomi in (K[X])"*1, infatti si ha:
mp(X)=k(X)P+ X

con k(X) = _7;(()]:())) = —%jg:f_{ € K[X]

dove T ha equazione m(X) = a1x1 + -+ + apy1Tp41 =0

Con questa interpretazione wp(X) diventa una funzione del tipo:
mp(X) : P — 7U{(0,0,...,0)}

infatti, 'unica cosa che cambia e’



Proof:
(1) Dimostriamo che 7p(X) € K[X]
L’equazione 7(X) di 7 e’:
m(X)=a1x1+ -+ apt1Zpn+1 =0 con qualche a; #0

P¢rn=n(P)#0< ZaiPi;«éO (0)

Si ha:
mp(X)em, P¢n=np(X)#P (2){rp(X)} =nNPX (1)
f(g)P—XO Q=P+ uX
P loxrp ’
Q,X#P(:)Q:%P—FX,,U#O,X;éP@Q:k‘P-l-X,X;AP
Q=kP+ X
2)ermkP+X)=0 (3)
X#P
7T(k‘P+X):O<=> Zai(kPi—l—Xi)=O©kZaiPi+ZaiXi ﬁ/ k:—%
i g ? (0) = >, aiP;#0 )
Q=kX)P+X
(3) & § (X) = - F2h
X#P

Abbiamo cosi’ ottenuto che ¥
mp(X)=k(X)P+ X, conk(X)= _2saki € K[X]

il
(2) Dimostriamo che wp(P) = (0,0,...,0)

7p(P)=k(P)P+P = —P+P=(0,0,...,0)
k(P)=—1

Proposition 7.3. Nelle ipotesi della def [7.1,pg.17], si ha:

1. wpr e’ una ipersuperficie

2. wp,r e’ un cono di vertice P

3. Un’equazione di mpp e’: F(mp(X)) =0, dove np(X) e’ data dalla [7.2,p9.17]

4. F' ¢’ Uipersuperficie minima di F = F'(wp(X)) =0 ¢’ Uipersuperficie minima di 7p g
4.1 deg F'(mp(X)) = deg F’

Per la def. di ipersuperficie minima vedi [3.6,pg.3].

Proof:
(1)
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mpr= ) PQ={Xe€P"|X € PQ, Qe Fnr} (1)

QeF
X € PQ\{P} Q = mp(X)
XEWP7F\{P}\’<:>/ Qem = F(Q):O @F(WP(X)):O,X#P(Q)
o |F@) =0 X#£P
n+1

(X)) =, k(X)P+X = ( 3 ZD) :zrz) P+ X ¢ lineare (3)

[7.2,pg.17] i=1 "
mp(X) & (K[X])"" = F(rp(X)) € K[X], (3.1)

[7.2,pg.17]

F omogeneo, mp(X) lineare , (3.1) = F(wp(X)) e omogeneo (3.2)
mp(P) = 0= PeF(rp(X)) (2.1)
[7.2,pg.17]

(2),(21)= (X enpr < F(rp(X))=0) (3.3)
Per le (3.1),(3.2), (3.3), possiamo cosi’ concludere che G(X) = F(wp(X)) = 0 € una ipersu-
perficie che ha per soluzione tutti e soli i punti di 7p p.
(1.1) mp r €’ un cono di vertice P

Infatti, basta applicare la definizione di 7p r e la definizione di cono [QUA,Def,pg.134].

Sia G = {H ipersuperficie | {X | H(X) =0} =npr}
Geg=G+#0 = 3G ipersuperficie minima di 7p
[3.6,pg.3]
(1.2) Supponiamo che F” sia lipersuperficie minima di F', e per semplicita’ poniamo F = F”.
Tutti i conti fin’ora svolti rimangono validi. Dimostriamo che 'equazione G data dalla
(3.3) €’ proprio G'.

{(X[1G'(X) =0t =mpr ={X|G(X) =0}
deg G’ < degG
G(X)=F(rp(X)) = degG < degF (4)
3)

(1.3) Dimostriamo che G’ =0 e G = 0 sono la stessa equazione.

Per definizione di G’ si ha

{Xen|GX)=0}={Xen| F(X)=0} (4.1)

Ovvero, 'equazione G’ ristretta nei punti di 7 ¢’ una equazione dei punti di F'.

{F e’ per ipotesi 'ipersuperficie minima di {X € = | F(X) = 0}

G’ ipersuperficie minima = { (3.4)

= I(RNF,Q) < I(RNG',Q) (4.2)

4.1
(41) [3.9,pg.5]

dove R €’ una qualsiasi rettadime Q € R
Sia R una retta tale che RCw e che non sia una componente di FNr e di G, per il
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[QUA thm5.1,pg.140’] si ha:
> I(RNF,Q) =degF (5)
QEFNR
RCm, Fp’FﬂTrgF, Fﬁﬂ'gﬂ'pyp = RNF = Wp’FﬂR & RNF =G'NR (6)

deg F = > I(RﬂF,Q)\g/ > I(RNG",Q) = S I(RNG',Q) =

(5) QEFNR (42) QEFNR (6) QEG'NR
= degG! < degG < degF
~—~ ~— ~—
[QUA,thm5.1,pg.140°] (3.4) (4

= deg F = deg G’ = deg G

G’ ipersuperficie minima di 7p g

G = TpF = G = Gl
: Ny,
deg G = deg G’ [3.8,pg.4]
O
Proposition 7.4. Nelle ipotesi della def [7.1,pg.17], se P, e’ l'r-esimo punto fondamentale, si
ha:
i ili
L’equazione di mp_ g e’: F (:cl, ey X1, fZ:lL,er, o ,$n+1) =0

dove lequazione di m €’: a1x1 + -+ + Gpt1Tpt1 =0

In altre parole, per trovare l’equazione di mp, p st calcola x, dall’equazione di m e si sostituisce
mn F.

Proof: Basta applicare la [7.3,pg.18] al punto
P=P,=(0,0,...,0, 1 ,0,...,0)
~—

posto r

O

Proposition 7.5. Alcuni dei teoremi di Geometria I riguardanti il vertice di un cono ([GL,5.9,p9.48])
valgono per le ipersuperfici F di P3.
Riportiamo qui di sequito gli enunciati:

1. 31 # V5 € F vertici = F e’ spezzata
2.V e’ wertice & Vretter: Ver siharnF=rVvVrNnkF=V

Ry # RyCF relte
3. ¢ {V'} = RiNR, = V' =V e’ un vertice di F
3V € F vertice

1l sequente teorema wvale solo per le F' con deg F' = 2:

F e’ spezzata = doowertici € F

8 Punti singolari

Proposition 8.1. Sia F' una curva priva di componenti multiple, ovvero

F=F+---+F. F; componenti irriducibili
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allora

mp(F)>1=(Ji#j: Pe F,NF; V mp(F;)>1)
Proof: Vedi [QUA,0ss5.3.2,pg.142’]
Theorem 8.2. Sia F' una curva, tale che

F=F+---+F, F; componente irriducibile, F; # F; Vi # j
{PGF‘mP(F)>1}:{P1a7Ph}a h<OO,-PZ7éPj VZ#]
si =mp,(F)

allora

M>

si(s )<n(n-1)
i=1

Proof: Se n =1, il thm € vero perche’ h = 0 (una retta non ha punti singolari).
A meno di proiettivita’, possiamo supporre che
(0,0,1) ¢ F (0)
Sia F' = 8
T

3’

/
mp(F) > 1 = P e FNF

[QUA,thmb5.8,pg.147], [QUA,prop5.8.1,pg.146’]
(1) F, F’ non hanno componenti in comune

Se per assurdo 3G irriduc. t.c. G/F G/F’ allora

G/F:>F GH = F' = gi STGH+G27H (1)
G/F,7 G/G7( /8x3 G::d /6m3 G/H

CASE: G/H

G/H7 F=GH = F=G'H, t >1= F ha una componente multpla
assurdo contro Hp.

CASE: G/(?TG

deg G > deg 2 oG
b = _—=0 = GeKl[r, 9]
G/ o 63:3 ~~~
3 (3.4,pg.2]
F = GH omogeneo = G omogeneo
~—

[QUA lemma2.4,pg.117]
= ¢(0,0,1) = G(0,0) =0 = F(0,0,1)=0
~~

F=GH
Assurdo contro (0)

(2) Q.E.D.

21



F, F’ non hanno componenti a comune = |FNF'| < 0o = FNF' ={P,..., Py}

[QUA,thm1.2,pg.158],Bezout
mp,(F) = s =

= le derivate di ordine s; — 1 sono nulle =
~—
[QUA,thm5.8,pg.147]
. . / aF . . 1
= le derivate di F* = —— di ordine s; — 2 sono nulle = mp,(F')>s;—1 (3)
6$3 ~~

[QUA,thm5.8,pg.147]

-

h
si(s; — 1) < mp. (FYmp, (F' < deg Fdeg F' =n(n—1
( )_;PL()R() < g Fdeg (n—1)
3) = [QUA,cor1.10,pg.165]

i=1

si(si—1)<n(n—-1)

-

=1

9 Curve irriducibili
Proposition 9.1. Sia C una curva in P?,
C non ha punti singolari = C' e’ irriducibile

Proof: Se per assurdo C' e’ spezzata in almeno due componenti Cy, Cy (distinte o meno) si ha:

CiNCy 7& 0= 3P € C:NCy (1)
~—
Bezout [QUA,thm1.2,pg.158]
C1 # Cy_ = P € un punto comune a due componenti = P €’ singolare
~— ~—
(1) [QUA,0s85.3.2,pg.142’]
C1 = (Cy = P sta’ in una componente che ha molteplicita’ almeno 2 = P ¢’ singolare
~— ~—
(1) [QUA,0ss5.3.2,pg.142’|
in ogni caso si ha un’assurdo. O

Proposition 9.2. Sia F' una ipersuperficie in P* e R una retta, allora

FNR ={P} = F e’ irriducibile
mp(F) =1

In altre parole, se F' incontra in un solo punto la retta R e questo punto e’ semplice, allora F
e’ wrriductbile.

Proof: Supponiamo per assurdo che sia spezzata in almeno due componenti Fy, Fs.

Per [QUA,0ss5.1.0,pg.140’] si ha: FiNR # 0, FoNR # ()
FINR, BARCFNR = {P)}

~—~
per Hp

= F1NR = F5NR = {P} (1)
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Infine,
(1) = P € FANF, = mp(F) > 2

[QUA,0ss5.3.2,pg.142’]
assurdo contro mp(F') = 1. O

Proposition 9.3. Sia C' una curva, allora

{Cme = {P}

= C e’ irriducibile
mp(C’) =1

dove Ry = P2\A? ¢’ la retta impropria.
In altre parole, se C' ha un solo punto improprio e questo punto improprio e’ semplice, allora C
e’ irriducibile.

Proof: Applica la [9.2,pg.22] O
Proposition 9.4. Sia

1. C una curva, degC =n

2. PeC, mp(C)=n—-1

8. P wunico punto singolare di C

allora
C riducibile < 3R retta: RCCtgp (C)NC
Proof:
(1) Dim. <«
RCC =R / C = C riducibile
(2) Dim. =

C=F+F
CASE: I} €’ una retta
Poniamo R = I}
P unico pt. singolare = RNFy ={P} = P € RCC = I(RNC,P) =0 =
[QUA,Oss5.1.2,pg.140’]
= R ¢’ una tangente in P < RCCtgp (C)
CASE: I non €’ una retta
Possiamo supporre che F; sia irriducibile. Sia d; = deg F;, m; = mp(F;)
di+d; =degC =n
P unico pt. singolare = FinF, ={P} (1)
[QUA,0Oss5.1.2,pg.140’]
Fyirrid. = mp(Fy) <degFy & my <di<my=d;—r, conr >0 (2)

n—1=mp(C) = mi+me = di—r+me=>mo=n—-1—di+r = do—14+71r>ds
(1), [QUA,Oss5.1.2,pg.140’] (2) n=d1+ds
mo > dy & mp(Fg) > degFQ = mp(Fg) = degFg =
= F5 €’ un cono spezzato in ds rette
—

[QUA,Oss5.3.6,pg.144°], [QUA,Oss5.7,pg.145"]
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Allora, se chiamiamo R una tale retta, possiamo procedere come nel caso precedente e
avremo:

RCCtgp (C)
O

Definition 9.5. Sia C' una curva e P € C.

P e ordinario & ha tutte le tangenti distinte.

Una cuspide ¢ un punto doppio non ordinario.

Un nodo ¢’ un punto doppio ordinario.

Una cuspide ordinaria € un punto doppio P non ordinario, e la sua unica retta tangente r e’

tale che I(Cnr, P) = 3.

9.1 Conica

Proposition 9.6. Sia C' una conica in P2,

C e’ irriducibile < C non ha punti singolari

Proof:
(1) Dim. =
C irriducibile = C' non ha punti singolari
-~
[QUA ,0ss2.2,pg.168]
(2) Dim. <

Basta applicare la [9.1,pg.22]
O

Proposition 9.7. Sia F € P? una conica. La matrice A (nota®) che usavamo in geometria I
(vedi [GI,3,pg.10]) €’ la matrice dei coefficienti del sistema

OF __
oz =0
OF __
9y =0
OF __
5 =0

nelle incognite x,y, z. Quindi dal teorema [QUA,thmb5.8,pg.147] seque:

p(A) =3 & |A| #£0< unica soluzione e’ (0,0,0) (che non e’ un punto) <
SPPeF: mp(F)>1 & F e idrriducibile
<~
[9.6,pg.24]
p(A) = 2 < Joo! soluzioni < I'P: mp(F)=2< F =R+ S, rette distinte, RNS = {P}
p(A) =1 < Joo? soluzioni < IR retta : YP € R mp(F) =2+ F =2R

9.2 Cubica

Proposition 9.8. Sia C' una cubica (nota®),

3P € C flesso: tp(C) ¢ C = C e’ irriducibile

2 A si chiama discriminante della conica
3per la definizione di flesso vedi [11.5,pg.33]
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Proof:

P € C flesso & mp(C) =1
I(tp(C)NC, P) =3
I{tp(C)NC,P) > 3 =degC = étP(C)QC\/tP(C)ﬂCZ{P} = tp(C)mCZ{P}
[QUA, thm5.1,pg.140’] per Hp tp(C)gC
me(C) =1 = C irriducibile
tp(C)NC = (P} =~
[9.2,pg.22]
]

Proposition 9.9. Sia C' una cubica.

C e’ irriducibile < si verifica una delle sequenti:
1. C e’ priva di punti singolari
2. P e’ l'unico punto singolare di C e inoltre una delle sequenti condizioni e’ verificata:
2.1 P e’ un nodo
2.2 P e’ una cuspide con retta tangente non contenuta in C
Proof:
(1) Dim. =
Supponiamo che C' abbiamo qualche punto singolare e dimostriamo la 2.
(1.1) C irriducibile = D'unico punto singolare e’ un P punto doppio

Procediamo per assurdo.
QelC = 1< mQ(C) <3

deg C=3
Si hanno quindi due casi:
Case: 3Q € C: mg(C) =3
mo(C) =3 =degC = C €’ un cono di vertice Q = C €’ riducibile
—~— ~—
[QUA,0Oss5.3.6,pg.144’] [QUA,Oss5.7,pg.145]

assurdo.
Case: 3Q € C\{P}: mg(C)=2
Questo e’ assurdo contro [QUA,0ss2.2.1,pg.168].
Se C' ¢’ irriducibile abbiamo solo due casi: P €’ un nodo oppure P €’ una cuspide.
CASE: P cuspide
In questo caso esiste una sola tangente r per P.
CASE: rCC
Allora,
r / C = C riducibile
assurdo
(2) Dim. <«
Casg: 1.
Basta applicare la prop [9.1,pg.22].
CASE: 2.

2. = P ¢’ l'unico punto singolare di C' (2)
2. = P ¢’ un nodo o una cuspide con retta tg non CC' (2.1)
2. = mp(C) =2 (2.2)
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Supponiamo per assurdo che C' sia spezzata e come prima esaminiamo i vari casi.
Case: C' = 3R, R retta

In questo caso tutti gli infiniti* punti di C' sono tripli. Assurdo contro (2).
CASE: C =2R+ S, con R, S rette distinte

Sia P € R.

R ¢’ una componente di molteplicita’ 2 = mp(C) > 2
[QUA ,0s85.3.2,pg.142’]

quindi tutti gli infiniti punti di R sono singolari. Assurdo contro (2)
CasE: C =R+ S+T, con R,S, T rette distinte

Sia {Al} = RNS, {AQ} =SNT

CASE: Ay = Ay

Ay = A,

= RNSNT = {A = o) >3

{R, S, T distinte {Aw} Ny ma, (C) >
[QUA,0855.3.2,pg.142']

Questo e’ assurdo contro (2),(2.2), in quanto P ¢ l'unico punto singolare, ed ha
mp(c) =2
CASE: A1 7£ AQ

A1 € RNS mAl(C)ZQ

{v

[QUA, 0ss5.

w

.2,pg.142’]

A2 e sSNnT ma, (C) >2

{v

[QUA,0ss85.3.2,pg.142’]

= C' ha almeno due punti singolari
assurdo contro (2).
CASE: C'= F + R, con F conica irriducibile e R retta
Per [QUA,thm1.2,pg.158] si ha FNR # 0. Sia P € FNR.
Supponiamo che P non sia un nodo, ovvero che sia una cuspide e sia r la tangente a C'in P.

C=F+R=RCC, PeR=IRNC,P)=00 = Re tangente = R=r
~— ~—
definizione P cuspide

r=RCC
quindi la tangente e’ contenuta in C'
(2.0.1) Q.E.D.
In conclusione gli unici casi possibili sono
2.1e2.2

Example 9.10. Vedi pg. 43,44 degli appunti gialli.

9.3 Quartiche

Definition 9.11. Una quartica e’ una curva di ordine 4.

Per le quartiche irriducibili non abbiamo alcuna caratterizzazione.

4sono infiniti per [QUA,thm4.1,pg.129]
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Proposition 9.12. Sia C una quartica e sia P € C 'unico punto singolare di C, conmp(C) = 3,
allora

C riducibile < C ha per componente una retta tangente in P
Corollario:
Nessuna delle rette del cono tangente in P divide C < C e’ irriducibile

Proof: Basta applicare la proposizione [9.4,pg.23]. O
Example 9.13. Dimostriamo che C' = 2* + y* — xy? ¢’ irriducibile.
{O* =0 {x4 +yt=0 {(a:2 —iy?) @ +iy?) =0 {(x —Viy)(x + Viy)(z — iviy) (@ + iviy) = 0

t=0 t=0 t=0 t=0
< C*N{t = 0} = {quattro punti di molteplicita’ 1}

Quindi non esistono punti singolari impropri.
Applicando il teorema [QUA thmb5.8,pg.146] si vede che O = (0,0) ¢’ I'unico punti singolare
proprio:

9 =4z —y? =0
L=y —22)y=0 & (z,9)=(0,0)
Cc=0
Quindi 'unico punto singolare ¢’ O (1).
Direttamente dall’equazione (vedi [QUA,prop5.3.3,pg.143]) si vede che O €’ un punto triplo (2).
Per la [6.1,pg.13], il cono tangente ad O e’ 2y? = 0. Quindi le rette tangenti sono z = 0,y = 0,

tuttavia
xXC, yXC’

quindi non sono contenute in C.
Allora per [9.12,pg.26] C €’ irriducibile.

Proposition 9.14. Sia C' una quartica e siano Py, Py, P3 € C gli unici punti singolari distinti,
con mp,(C) =2 Vi, allora
C riducibile = si verifica uno dei sequenti casi:
1. C si spezza in due coniche irridicibili
1. = i punti Py, P, P3 sono una cuspide e due nodi
2. C ha per componente una retta R, e si ha:
21 R=PPjconi#j
oppure
2.2 3i: ReCtgp (O)

Corollario:

Py, Py, P3 non sono cuspide-nodo-nodo
PP ¢ C Vi#j = C ¢’ irriducibile
(V retta RCCtgp, (C) RZ C) Vi=1,2,3

27



Proof: Per ipotesi:
gli unici punti singolari di C' sono Py, Py, P3 e inoltre sono doppi (1)
Casg: (' si spezza in C, Cy coniche irriducibili
(DATTENZIONE(!) dimostrazione incompleta
Si deve avere C7 # Cy, infatti
CiL=0C4y \’:>_/ tutti gli infiniti punti di Cy = C3 sono singolari. assurdo contro (1)
[QUA,0ss5.3.2,pg.142’]

inoltre,
(1), Cl 7é CQ = ClﬂCQ = {Pl,Pg,Pg} =
[QUA,0ss5.3.2,pg.142’]
= I(ClﬁCQ,Pl) + I(ClﬂCQ, Pg) + I(ClﬁCQ,Pg) =4=di: I(ClﬂCQ, Pl) =2

Bezout [QUA,thm1.6,pg.162]
Si dimostra che
I(ClﬁCg,Pi) =2= tl(Pz) = tQ(Pi), con tJ(P) tangente di Cj in P = Ctgp_b (C) = (tl(Pz))2 4

[QUA exemp5.15,pg.151]
< P; e’ una cuspide
Si dimostra anche che {Py, Pa, Ps}\ {P;} sono nodi.

CASE: C ha per componente una retta R

Per [QUA,0ss5.3.2,pg.142’], C' si deve spezzare. Supponiamo che R # P;P; Vi # j, allora
C=R+G, (1), RNG + 0 = 3i: P, € RNG
~~ ~

[QUA,thm1.2,pg.158] [QUA,Oss5.3.2,pg.142]
Infine,

P, € RCC = I(RNC, P;) = o0 = R ¢’ tangente a C' in P; < RCCtgp, (O)

[QUA,0ss85.9.0,pg.147]
O]

10 Curve razionali

Theorem 10.1. Se C e’ irriducibile e 6(C) = 0 allora C' e’ razionale.
Per trovare le equazioni parametriche si utilizza questo metodo:

1. Siano Py, ..., Py i punti singolari di C
2. Siano Q1,...,Qn_3 € C punti distinti e distinti dai punti {P;}, dove n = degC
3. Sia Ay il fascio di sub-aggiunte di C, di ordine n — 2, passanti per Q1,...,Qn_3.
Tale fascio puo’ essere trovato considerando due qualsiasi di queste subaggiunte G, H
(nota® ):
AG+pH =0
Che per u# 0 (), e’ equivalente a
MG+ H=0

Quindi, al variare di \ otteniamo una subaggiunta D).

5in alcuni casi G, H si possono scegliere spezzate per agevolare i calcoli
6,1, = 0 rappresenta un’eccezione
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4. D\NC = {Pl, ceey Ph} U {Ql, ceey ang} U {R)\}
Scrivendo le coordinate di Ry (dipendenti da \), si ottengono le equazioni parametriche di

C
Proof: Vedi [QUA,thm3.4,pg.173]. O

Proposition 10.2. Sia C' curva di ordine n.
Se C' e’ irriducibile con un punto P di molteplicita’ n — 1, allora la procedura [10.1,pg.28] puo’
essere cosi’ semplificata:

1. Sia ry il fascio di rette passanti per P (al variare di A)

2. 1ANC' ={P, Ry}
Le coordinate di Ry danno le equazioni parametriche di C'.

Proof: C €’ razionale per [QUA,Cor3.6,pg.175].
Applichiamo il [10.1,pg.28]: sia D una curva subaggiunta di ordine n — 2.

Pedl mp(C)=n-1 = mp(D) >n—2 = mp(D)=n—-2=degD &
, mp(C) = p(D) = = p(D) g
def di subaggiunta D ha ordine n—2
& D €’ un cono in P = D si spezza in n — 2 rette r1,...,7r,_o passanti per P (1)
[QUA,0s85.3.6,pg.144’| [QUA,0s85.7,pg.145’]

Supponiamo che D passi per Q1,...,Q,_3, allora
Qi,P eD = QZPQD = 3]1 DT = QzP (2)
D cono in P (1)

Qi,Qj, P € Q;PNC = I(CNQ,;P,Q;) + I(CNQ;P,Q;) + I(CNQ;P, P) 1+414n—-1=n+1=

>
~~
mp(C)=n—1
= Q;PCC = C ¢ spezzata. Assurdo
—

[QUA,thm5.1,pg.140°]
(1)7 (2)7 (3) = {7"1, cee vrn72} = {Q1P7 Q2P7 ey Qn73p} U {TD} (4)
CNQ:1P ={Q1,P}, (5) infatti,

se per assurdo 3Q € CNQ1 P\ {Q1, P}, procedendo come in (4), C sarebbe spezzata. asssurdo.

Quindi qualsiasi subaggiunta D e’ spezzata in n — 3 rette fisse e in una rp variabile. Allora,
CND = CNQ1PUCNQ2PU...UCNQ,—sPUCNrp = {P,Q1,...,Qn-3}U{Rp}

(5)
Quindi al variare delle subaggiunte D del fascio, 'unico punto che varia ¢’ {Rp} = Cnrp. Le
sue coordinate danno 1’equazione parametrica di C.
Sia ry il fascio di rette passanti per P.
mp(C)=n—-1, degC =n, Cirrid. = r\nNC ={P, Ry}, R\# P
Al variare di A\, Ry puo’ essere Q1,Q2,...,Q,_3 oppure Rp, per qualche D.
In definitiva, per ottenere Rp, basta considerare ryNC. O

Example 10.3. E’ possibile applicare la [10.2,pg.29] all’esempio [9.13,pg.27].

Proposition 10.4. Per scrivere le equazioni parametriche di una quartica C nel caso in cui
|[{P € C|P singolare } | = |[{P € C | mp(C)=2}|=3

possiamo adottare la sequente procedura:
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1. Verifica Uirriducibilita’ di C provando ad applicare [9.14,pg.27].
Se non e’ irriducibile o se mon e’ possibile provare la sua irriducibilita’, fermati. Non
sappiamo se e’ razionale.

2. Siano Py, Py, P3 i punti doppi distinti. Considera il fascio di coniche passanti per Py, Py, P3,
F\=G+ \H
per costruire tale fascio, come coniche base G, H scegli:

H=PP, PP
G = P, P3 - t(P1), dove t(P1) e’ una tangente qualsiasi di C in P1, ovvero t(P1)CCtgp, (C)

3. FnC = {Pl, Py, Ps, R)\}
Le coordinate di Ry danno le equazioni parametriche di C'.

Proof: La procedura si basa sul [10.1,pg.28], tuttavia, al posto di considerare {Q1,...,Qn-3} = {Q1},
n=4
e imporre il passaggio del fascio da Py, P», P3, @1, stiamo imponendo la condizione:
Py, Py, P3 € Fy
Ctgp, (F)) = t(P)
Si puo’ dimostrare la condizione (*) conduce comunque ad avere:
F)\mC: {P17P2aP37R)\}
Per imporre (x), basta scegliere come conica base del fascio (PyPs)t(P;), ad esempio G =
(P2 P3)t(Py) (vedi Geometria I, [GI,4,pg.33], Fascio di coniche, Dati 4 punti, caso A = B # C #
D), O

VAe K (x)

11 Polare

Proposition 11.1. Sia C una curva di ordine n, e A € P?

Py (C) esiste & ma(C)<n-—r

Proof:
(1) Dim. =

ma(C)>n—r = le derivate di ordine m4(C) — 1 sono tutte nulle =

[QUA,thmb5.8,pg.147]
= le derivate di ordine n — 7 sono tutte nulle = P’ (C) non esiste

[QUA,prop5.8.1,pg.146’]
(2) Dim. <«

ma(C)<n-—r = qualche derivata di ordine m4(C') non si annulla (1)

[QUA,thmb.8,pg.147]
Se per assurdo si annullassero tutte le derivate di ordine n — r si avrebbe:

ma(C)<n-—r
a(€) < . . = tutte derivate le derivate m 4(C)-esime nulle
tutte le derivate n — r-esime nulle ~~

[QUA,prop5.8.1,pg.146’]

assurdo contro (1).
Quindi Pequazione di P (C) esiste.
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O

Proposition 11.2. Sia C' una conica. La sua unica polare e’ la retta polare P} (C) = P4~ (C).

Distingutamo i sequenti casi:
CASE: C irriducibile
PL (C) e’ la retta polare che conoscevamo in Geometria I ([GI,3./,pg.21]) e
A€ C=P,y(C)=ta(C)
dove t4(C) €’ la tangente di C' in A.
CAsE: C riducibile
Case: C'=2R, R retta

AcC=HPL0)

inoltre
A¢C=7PL(C)=R
Case: C =R+ S, R,S rette distinte
Sia {P} = RNS, allora
3 Pp(0)

e inoltre,

1. PePy(C) VA£P

2. AcR="P4(C)=R

AeS=Pi(C)=S

Proof: Sia F ’equazione di C.
CASE: C irriducibile
L’equazione di P} (C) e (vedi [QUA,0ss4.1.1,pg.178]):
OF oF OF
87011 + aﬁyagaag =0 (1)
quindi utilizzando la [9.7,pg.24], si ha la tesi.
CASE: (' riducibile
Case: C = 2R, R retta

CASE: Ae(C
AeC=2R = ma(C) =2 = P} (C) non esiste
[QUA,0s85.3.2,pg.142’] [QUA,0s84.2,pg.179’]
CaAse: A¢C

C=2R= F = (ax + by +ct)* = R* (2)

(1) & 2R(aaq + baz +caz) =0 = R=0
(2) A¢R < (aai+bas+cas)#0
=PL(C)=R
Case: C =R+ S, R, S rette distinte
PeRNS, C=R+S = mp(C) =2 = P} (C) non esiste
[QUA,0ss5.3.2,pg.142’] [QUA,0s84.2,pg.179’]
Sia {P} =RNSeA#P
mp(C) =2 = PcPL(C)

[QUA,thm5.8,pg.147], (1)
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Infine,
A€ R\{P} = ma(C)=1 (3)

1
3), C=R+S=R=1ta(C) = PL(C)
[QUA,0ss4.2,pg.178’]

Proposition 11.3. (questo teorema e’ una versione piv’ debole di [QUA,thm/.8,pg.181]).
Sia C una curva irriducibile, con n > 1, e sia A € P2 un punto fissato, allora
ma(C)<n—1=

= [{t retta | P C, mp(C)=1, t=tp(C), Act}|<nn-1)—|{PeC|mp(C)>1}|<n(n-1)

In altre parole, il numero di rette tangenti in punti semplici di C, che passano per A, e’ <
n(n —1). Tale numero viene chiamato la classe di C.

Nota 7
Proof: Si ha,
ma(C)<n—1 = P;i(0)esiste (1)
[11.1,pg.30]
C irriducibile NP |CNPY (O)] < deg Cdeg P (C) =n(n—1) (2)
Bezout [QUA,thm1.2,pg.158]
(1) = CNPL(C)={P cC|mp(C)>1}U{PecC|mp(C)=1, tp(C)> A} (3)

[QUA,thm4.5,pg.179’]

(3) = {tretta | P€C, mp(C) =1, t=tp(C), Actp(C)} ={AP retta | P € CNP4 (C)\{P € C | mp(C)

= | {t retta | tCCtgp (C), mp(C) =1, A€ t}| = |CNPL (C)\{P € C | mp(C) > 1}| =
= |CNPL(C)] = {P € C|mp(C) > B S nn—1) —|{P € C[mp(C) > 1}]
®) (2)

Proposition 11.4. Sia C una curva, degC =n >3 e sia P € C,;m = mp(C), si ha

1. m >3 = PL?(C) non esiste
2. m=2=Pp 2 (C) = Ctgp (O)

3. m=1=

3.1 = PePp?(C)

32 = mp (PR (C))

3.3 = tp (PP (&) )

3.4 = (731’3_2 (C) e’ spezzata in Ri+ Ry = R; =tp(C), R; # P)
Proof:
(1) Dim .1

7

mp(C) =1= degCtgp (C) =1 <& il cono tangente e’ una sola retta < Ctgp (C) =tp(C)
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Per la prop [11.1,pg.30]

(2) Dim. 2.
Per la [QUA oss4.2,pg.178’]
(3) Dim. 3.1
Per la [QUA,0ss4.2.2,pg.178]
(4) Dim 3.2
L’equazione di Pp~2 (C) e’
1
¢= Z 81: 8 =0
Calcoliamo le derivate di G per apphcare il teorema [QUA,thm5.8,pg.147]:
0G d (0°F(P) , 0*F(P) 0*F(P) 0?F(P) O?F(P) O?F(P)
Ooxr1  Ox1 <8m18x1 Tt 0x10x2 T1%2 + 0x10x3 ZEll’g) 0x10x1 T+ 0x10x2 T2t 0x10x3 3
OG(P ) 82 F(P) 0?F(P) 0’F(P) OF (P)
2 2 = 2(n—1
orr 2 omon " T om0, "2 T 2 0m0ms — O
[QUA, ThmDiEulero,pg.116]
analogamente si ha: 9G(P) =2(n— )81;( ) Vi=1,2,3 (2)
X T
Quindi,
_ . OF(P) 0G(P) n-2 () _
mp(C) = 1 = Ji o, #0 = o, #0 = mp (Pp~2(C)) =1
per Hp [QUA,thmb5.8,pg.147] (2) [QUA,thmb5.8,pg.147]
(5) Dim 3.3
Per la 3.2, il cono tangente a P in Pp~ (C’) e la retta di equazione
9G(P)
- ox; i ( Z 3331
ovvero €’ la stessa equazione del cono tangente CtgP (C)=tp(C)

(6) Dim 3.4
Supponiamo Pp
Sia R la retta che passa per P, allora

R € P, RCP2(C) = I(RNPR2(C), P) = 0o = R ¢ tangente a Pp 2 (C) in P (3)

mp (P2 (C)) = 1= latangente ¢’ unica = R=tp (Pp > (C)) = tp(C)
3.3

-2 (C) spezzata. Poiche’ ha grado 2 deve essere spezzata in due rette R, S.

3.2
Se per assurdo anche S > P, allora

P e RNS = mp (PE2(C)) > 2

[QUA ,prop5.3.3,pg.52]
O

11.1 Flessi

Definition 11.5. Sia C una curva.

PeCec unflesso & pe semplice , I(tp(C)NC,P) >3

P € C ¢ un flesso ordinario € P ¢’ semplice I(tp(C)NC, P) =
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Proposition 11.6.

1. Per una retta tutti i suoi punti sono flessi
2. Per una curva spezzata in rette, tutti i suoi punti sono flessi

3. Per una conica irriducibile, non esistono flessi

Proof:
(1)

Infatti,

(2)
Dalla 1.
(3)
Infatti,
C irriducibile = I(tp(C)NC,P) < degC =2 = P non ¢’ un flesso
[QUA,thm5.1,pg.140’]

tp(R) = R < I(tp(R)NR, P) = oo

Theorem 11.7. Sia C' una curva con degC > 3 e P € C punto semplice, allora

P e un flesso < P 2(C) e’ spezzata

Proof: Sia F I'equazione di C,
(1) Dim. =

P semplice = P ha una sola tangente R = tp(C)
P flesso < I(RNC,P) >3 &
=~
[QUA,Oss5.1.2,pg.1407]
< la molteplicita’ di p =0 per F(P + uB) = ag(B) + a1 (B)p+ -+ - + am(B)p'™ € Klul € >3, VB € R\ {P} «

0*F(P) |
& ag(B) = ai(B) = as(B) =0 VB € R\ {P} = ay(B) = Z e, bibj =0 VB € R\ {P} «
[QUA,prop5.8.2,pg.146°] ©J
& R\{P}CPL2(0O) & & RCPR2(C) = P2 (C) ¢ spezzata (1)
def. di equazione polare [QUA,Cor5.1.3,pg.140’]
(2) Dim. <«

mp(C) =1, PR 2(C) spezzata = R=tp(C)CPp 2 (C)\(:/Lag(B) =0 VB € R\{P}
[11.4,pg.32],3.4 (1)
p(C)=1=I(RNC,P) > 2= ayg(B) =a1(B) =0 VB € R\ {P}
ap(B) =a1(B) =a3(B)=0 = I(RNC,P) >3 < P ¢ un flesso

~—
[QUA,prop5.8.2,pg.146’]

—~

Proposition 11.8. Sia H [’Hessiana della curva C, con degC > 3, allora

1. H(P) e’ il discriminante della conica polare in P
2. HNC ={P e C | mp(C) > 1}U{P € C | P flesso}

Questa proposizione fornisce un metodo costruittivo per trovare i flessi di una curva:
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1. Trova tutti i punti singolari di C utilizzando il [QUA,thm5.8,pg.147]

2. Calcola l'equazione H dell’Hessiana
3. Calcola i punti del sistema HNC
4. Scarta da HNC' i punti singolari trovati al passo 1.

Proof:
(1)

La conica polare P32 (C) ha equazione

Z 3:818% =0 (1)

il discriminante della (1) €’ il determlnante della matrice A =

I'Hessiana.
2)
(2.1) D
Sia Pe C: mp(C) > 1, allora
Case: mp(C) >3

(

3*F(P)
8wi8a:j

52F(P)
C)>3 =
mP( ) ~~ 83:,837]
[QUA,thm5.8,pg.147]
CASE: mp(C) =2
mp(C) =2 = P2 (C) = Ctgp (C) =
[QUA,0ss4.2,pg.178’]
n—2 )
= PE™=(C) €’ spezzata =
[QUA,0s85.7,pg.145’] 1., [9.7,pg.24]
(2.2) C
Sia P € HNC.

CASE: mp(C’) >1
allora P € {P € C | mp(C) > 1}
(2.2.1) mp(C) =1

)i,j=1,2,3 che ¢’ proprio

=0 Vi,j=>HP)=0=>PcH

A=H(P)=0=>PecH

PeH=A=H(P)=0 = P12 (C) e spezzata (*)

1., [9.7,pg.24]

mp(C)=1, (x) = Pe unflessodi C

[11.7,pg.34]

11.1.1 Cubiche

Proposition 11.9. Sia C una cubica irriducibile, allora

1. C ha un nodo = C ha solo 3 flessi e questi flessi sono allineati

2. C ha una cuspide = C ha solo 1 flesso
3. C e’ non singolare = C ha solo 9 flessi
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Nota8.

Proof: Segue dalla terza formula di Plucker ([QUA,0ss5.7,pg.183]). Qui di seguito diamo una
dimostrazione alternativa.

(1)

C irriducibile con un nodo = C' €’ proiettivamente equivalente a xyt = x> + 1>
Applicando il metodo [11.8,pg.34], si vede che xyt = 2% + y* ha solo tre flessi, che sono
soluzione del sistema

3 3
3.3 -0 (g) _ <f£) 1=
{x ty = v) Tt 1=0 & Y 1=0 & — T 1,w,w? radici terze dell’unita’ , t =0
Y

t=0 S _
~ |t=0 t=0

Tutti questi punti stanno nella retta ¢t = 0.
Poiche’ la molteplicita’ di intersezione I(RNC, P) e lallineamento dei tre punti sono proprieta’
preservate dalle proiettivita’, si ha la tesi.

(2)

Si procede analogamente, considerando

(3)
Si procede analogamente, considerando
Y2 =ale— 1)@ —k), ke K\{0,1}

Per i calcoli vedi [QUA,Oss6.6.1,pg.187]

Proposition 11.10. Sia C' una cubica irriducibile e P € C un punto di flesso, allora
{t | t tangente di C, P € t} = {tp(C)}U{PB | B € SNC, mp(C) =1}

dove la conica polare in P e’ spezzata in PL(C) =R+ S, con R=1tp(C), P ¢ S.
Nota: questa proposizione fornisce un metodo costruttivo per trovare le tangenti uscenti da un
punto di flesso P di una cubica irriducibile:

1. Verifica che P e’ un flesso e che C e’ irriducibile
Calcola lequazione della tangente R = tp(C) (nota’®)

Calcola equazione della conica polare Py (C')

e e

Se riesci a individuare le componenti R, S, considera T = S, altrimenti considera T =
Pi (C). (nota'®)

5. Interseca TNC' ed escludi P ed i punti singolari.
6. Per ogni punto B cosi’ ottenuto, calcola la retta PB.

7. {R}U{PB | B punto ottenuto prima} sono le tangenti cercate.

8Se C' e’ irriducibile, puo’ avere al massimo un punto doppio. Quindi questo puo’ essere o un nodo o una
cuspide ordinaria

9S8e P ¢’ un punto fondamentale, puoi utilizzare il thm [6.1,pg.13].

108i puo’ ricavare S dividendo P} (C) con R
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Proof:
P flesso =  PL2(C)="Pp(C) ¢ spezzata (0)

[11.7,pg.34]
P flesso = mp(C) =1, (0) = PL (C) ¢ spezzata in due rette R+ S, con P€ R=1tp(C), P¢ S (1)
[11.4,pg.32]
P flesso = I(tp(C)NC,P) =3 =degC NP tp(C)NC ={P} (1.1)
[QUA,thm5.1,pg.140’]
mp(C) =1 NP PL(C)NC ={B € C|mp(C)>1}U{BeC|mp(C)=1, Pectp(C)} (2)

[QUA,thm4.5,pg.179']
\:,/(RUS)QC = RﬂC’USﬂC’\:,J(tp(C)ﬂC)U(SOC)\:/J{P} u(sSnC) (2.1)

(1) (1) (11)
t tangente di C, P €t &t =tp(C) con B semplice, infatti:  (3)

mp(C) >2, t=tg(C)= I{tNC,B) > mp(C) > 2\:>/I(tﬁC’, B) + I(tNC, P) > 3 = tCC assurdo, C €’ irrid.
Pet
t tangente di C, P € t\c;/t =1tp(C), BeC, mp(C)=1, Pe t\(z;/ t=1tg(C), B€Pp(C)NCN{B | mp(C)=1)
3) )

t=tp(C), Be ({PIU(SNC)N{B € C | mp(C) =1} = {PIU(SN{B e C|mp(C)=1}) &
2.1) mp(C)=1
t=tp(C)=RVt=PB, Be SN{BeC|mp(C)=1}

Pp (C)NC

3o E{s

€t

O

Proposition 11.11. Sia C una cubica irriducibile e singolare. Sia P € C' un suo flesso, allora

1< |{t|t tangente di C, P €t}| <2
Se C ha una cuspide, allora
|{t |t tangente di C, P € t}| =2
Proof: Nota: in questa dimostrazione faremo ricorso al Gruppo di una Cubica (vedi [12.1,pg.42]).
(1) Dim che |{¢ | t tangente di C, P € t}| < 4

C singolare < {B € C | mp(C)>1} #0 (0)

[{t |t tangente di C, P € t} | NP | {tp(C)}U{PB | B e SNC, mp(C)=1}|=
[11.10,pg.36]

=14 |{PB|BeSNC, mg(C)=1}| (1)

S retta, C' cubica = |SNC| <3 (2)
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Per quanto visto nella dim. di [11.10,pg.36], si ha:
{P}U(SNC) = {BeC|mp(C)>1}u{BeC|mp(C)=1, Petp(C)} (3.0)
[11.10,pg.36]
= {BeC|mp(C)>1}C{P}uU(SNC) = {BeC|mp(C)>1}CSNC (3.1)
mp(C)=1
(3.1), (0)=3IB e SNC: mp(C)>1 (3)
C' cubica irriducibile, (0) = ABeC: mp(C)=2= I BeSNC: mp(C)>1=
-~ —~
[QUA,0ss2.2.1,pg.168] (3)
= SQC:{B,Al,AQ}, con mAi(C):l, mB(C’):2 (31)
(2),(3.1)
(1),(2),(3),(3.1) = | {t | t tangente di C, P €t} | <3
Nel caso in cui Ay, Az, B coincidono, ovvero non esistono punti semplici in SNC' | per la (1), si
ha
[{t |t tangente di C, P €t}|=1

Supponiamo adesso che B ¢ {41, A2}, ovvero esistono punti semplici in SNC, allora per quanto
visto nella dim. [11.10,pg.36] si ha:

{A1, A2} ={B € SNC | mp(C) =1} = {BeSNC|mp(C)=1, tg(C)> P} (4)

[11.10,pg.36)
Per imporre la legge di gruppo su C* scegliamo O = Fy = P.
(4) =3 24;=0Vi=1,2
=~
[12.14,pg.47]
2(A1+A2):2A1+2A2:O+O:O =4 A1+AQE{BEC|tB(C)9P} = {P,A17A2}2>
[12.14,pg.47] (3.0)

:>A1+A2:P:O\/A1+A2:A1\/A1+A2:A2
Supponiamo per assurdo che A; # As, allora
CASE: A1+ A =0

A1+ A =0=>A1=—-Ay = A= A=Ay
2A2,=0
assurdo
CASE: Al + A2 = A1

A+ A=A = A, =0=P
P =A;€ S = Pc S assurdo, in quanto S e’ la componente di Pp (C) tale che P ¢ S
CASE: A1+ Ay = Ay
come prima.
Quindi deve necessariamente essere Ay = As, e allora
{BeSNC | mp(C)=1} = {A1,A2} ={A1} = |{t|t tangente di C, P €t}|=2
(3.1) (1)
(2) C ha una cuspide
Questo caso viene esaminato nella prop [11.12,pg.38]
O
Proposition 11.12. Sia C' una cubica irriducibile con cuspide e sia P € C il suo flesso, allora

|{t |t tangente di C, P € t}| =2
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Proof: Basta usare la prop [11.11,pg.37], tuttavia diamo qui di seguito una dimostrazione
alternativa piu’ diretta: applichiamo la [11.10,pg.36] alla forma canonica di C:

tr? = o3
Qui di seguito includiamo i conti svolti con Maple:
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> Fi=txx"2-y~3;

F = ta? — 3
> H:=det(hessian(F, [x,y,t]1));

H = 242%
> solve(H=0, F=0, x,y,t);

{z=2,y=0,t =0}, {t =¢t,y =0,2 =0}

> X:=(1,0,0); # e’ 1’unico flesso, 0=(0,0,1) e’ un punto doppio,
anzi e’ 1l’unica cuspide
> Cpolare:=(xx,yy,zz) ->
> multiply(<x|ylt>, multiply((subs(x=xx,y=yy,z=2zz,hessian(F, [x,y,t])),<x,y,t>)));

X =100
> grad(F, [x,y,t]);

[2xt, —3y?, 22
> Cpolare(X);

x(2xt+21t) +2at

> S:=xx(2xx+2)+2*x; # e’ la componente della conica polare che
non passa per X

S:i=z2x+2)+2z
> solve(S=0, F=0, x,y,t);
{t:tayzoaxZO}a {y:y7x:_2’t:1/4y3}

> #Quindi abbiamo ottenuto solo un punto Q=(-2,1,1/4) non singolare,
(0 e’ 1’unico punto singolare di F)

#Quindi le rette tangenti, passanti per X sono solo t=0, e XQ.
clear;

clear



O

Proposition 11.13. Sia C' una cubica non singolare, e sia P € C uno dei suoi 9 flessi, allora

|{t |t tangente di C, P €t}|=4

Proof:
P flesso = PR2(C) = Pp (C) € spezzata (0)
[11.7,pg.34]
P flesso = mp(C) =1, (0) = Pp (C) € spezzata in due rette R+ S, con P € R=1tp(C), P¢ S (1)
[11.4,pg.32]
P flesso = I(tp(C)NC, P) =3 =degC NP tp(C)NC ={P} (1.1)
[QUA,thm5.1,pg. 140’]
mp(C) =1 = PL(C)NC ={BeC|mp(C)>1}U{BecC|mp(C)=1, Pctp(C)}=
[QUA,thm4.5,pg.179’]
< (BeC|mp(C) =1, Petp(C)} (2)

C' non singolare
1 — — — —
Pp (C)NC = (RUS)NC = RNCUSNC = (tp(C)NCHJ(SNC) = {PFU(SNC) (2.1)
1) 1) (1.1)
(1) Siha
|{t |t tangente di C, P € t}| =1+ |SNC]|
Infatti,
t tangente di C = t=tp(C) con B semplice (3)
C' non singolare
t tangente di C, P €t < t=1tp(C), BEC, mg(C)=1, Pet < t=tg(C), B<€ Pp(C)NC <
3) (2
< t=tp(C), Be {P}U(SNC) & t=PB, BeSNnCVit=tp(C)=R (3.1)

=~

(2.1) Pet

Se per assurdo PB=R = B € R= {P,B} CRNC = |RNC| > 2 Assurdo contro (1.1). (3.2)
PgS = P#£B

B # B' € SNC = PB # PB’, infatti:  (3.3)
PB=PB = B,B e PB = PB=S= P €S assurdo contro (1.1)
B#B'eS
(3.1), (3.2), (3.3)=|{t |t tangente di C, P et} | =|{t|t=PB, B SNC}|+|{R}|=|5NC|+1
Quindi non ci resta che contare |SNC.
C non singolare = (C irriducibile

[9.1,pg.22]
S retta, deg C' = 3, C irriducibile = |SNC| <3
[QUA ,thm5.1,pg.140"]
(2) |SNC| =3
Supponiamo per assurdo che |SNC| < 2
|SNC| < 2 = dB e SNC: I(SNC,B) =2 = S=tp(C) (4)
-~ -~
[QUA,thm5.1,pg.140’] C non sing. = mp(C)=1
= Petp(C) = S= P e S assurdo contro (1)
—~ ——

(2),(2.1) 4

BelS
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Quindi
[{t|ttangente di C, Pet}| = 1+1[SNC| = 4

passo 1 passo 2

12 Gruppo di una cubica
Definition 12.1. Sia C una cubica irriducibile e sia
c* ¥ (BeC|mp(C) =1}

Siano A, B € C*. Poiche’ C ¢’ irriducibile, per il thm [QUA,thm5.1,pg.140’] la retta AB si
incontra con C' in un’unico punto punto P € C* tale che

I(ABNC,A)+ I(ABNC,B) + I(ABNC,P) =degC =3

Se A = B poniamo AB = t4(C), dove t4(C) €’ la tangente in A di C. Se inoltre A = B ¢’ un
flesso, allora poniamo P = A (nota'l)

Possiamo allora definire la seguente funzione:
[:C*xC* — C*
AB] ¥ p

Utilizzeremo la seguente notazione:

[A] si chiama tangenziale di A.
Proposition 12.2. Siano A, B, Ay, Ay, A3 € C*, si ha
1. [AB] = [BA]
2. [A[AB]]=B
3. A1, As, A sono allineati < [A;As] = A
3.1 [AlAg] = A3 54 [AlAj] = Ah Vi,j, h distinti

Nota: con “sono allineati” intediamo che i punti Ay, As, A3 sono lintersezione di C' con una
retta, ovvero

CNR = {A1, Ay, As}, > I(CNR,A;) = degC =3

(gli A; potrebbero anche coincidere)

11 In pratica se contiamo le rispettive molteplicita’ dei punti, abbiamo:
CNAB = {Al, Aa, Ag}

con A} = A, Ap = Be P = A3. Ogni A; contribuisce di 1 punto nel conteggio delle molteplicita’.
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Proof: Seguono direttamente dalla definizione di []. La 3.1 ¢’ un’immediata conseguenza della
3.. O

Proposition 12.3.

P e’ un flesso di C < [P] =P

Proof:
PP =tp(C)
P flesso < I(PPNC,P)=3=degC & PPNC ={P} < [PP]=P

O

Proposition 12.4. Siano A, B, P € C*,

A=B<& [PAl=[PB]

In altre parole, [P-] e’ una funzione iniettiva.

Proof:

(1) Dim. <

Sia C = [PA] = [PB].
A = [P[PA]|=[PC]=[P[PB]] = B
— —~—
[12.2,pg.42] [12.2,pg.42]
= A=2DB

O

Definition 12.5. Fissato un punto Py € C*, definiamo la seguente operazione su C*:

+:C*xC*" — C*
A+B ¥ [P, [AB]
Proposition 12.6. Siano A, B,C € C*, allora
C =[AB] & A, B,C sono allineati < (A + B) + C = [P]
Proof:
(A+ B)+C =[PPy & [R][[P[AB]C]| = [PoPs] & [[Po[AB]IC] =Py = [Po[Py[AB]]] =C <
[12.4,pg.43] [12.2,pg.42], 3.1
= [AB] =C < A, B,C allineati
=~ =~

[12.2,pg.42], 2. (1)
O

Proposition 12.7. Sia A € C*, allora

24+ [A] = [P]
dove con 2A intendiamo (A + A).
Proof:
A, A [AA] allineati =  2A+ [AA] = [Py P
[12.6,pg.43]

O
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Proposition 12.8. Sia O € C un flesso, poniamo Py = O, e sia X € C allora
X e’ un flesso < 3X =0
dove con 3X intendiamo (X + X) + X.

Proof:
Ponﬂesso = [P()Po]:PO:O(l)
[12.3,pg.43]
X flesso < X, X, X sono allineati & (X+X)+X =[PP =0
<~ —

[12.6,pg.43] (1)

Theorem 12.9. Sia C' una cubica irriducibile e D una conica. Siano
CND = {Ay, Ay, A3, By, B2, B3}
i 6 punti di intersezione tra C' e D (nota'?). Si ha:
CNDCC* = [A1Bi1], [A2B3], [AsBs] sono allineati
Nota: imponiamo che CNDCC™* perche’ altrimenti l'operazione [A1B1] non e’ definita.

Proof: Sia R = [A1B1][A2Bs] la retta passante per i punti [A;B1],[A2B2]. Consideriamo la
cubica
C'=D+R
allora
CNC" = (CND)U(CNR) = {A;, A, Az, B1, Ba, B3} U{[A1B1],[A2Bs], [[A1B1] [A2B2]]}
C irriducibile = C, ' non hanno componenti a comune
A1, By, [A1B4] sono allineati (vedi [12.2,pg.42])
\:5/ CNC'\ {A1, B1,[A1B1]} = CNE, dove E ¢ una conica
[QUA,thm6.7,pg. 188
CNE = CNC'\{A1, By, [A1B1]} = {42, A3, Bo, B3, [A2B3] , [[A1B1] [A2B2]]}
C, E non hanno componenti a comune
As, Ba, [A2Bs] sono allineati
NP CNE\ {Ag, B, [A2Bs]} = CNR, dove R ¢ una retta = CNR sono allineati (%)
[QUA,thm6.7,pg. 188
(%) & As, Bs, [[A1B1] [A2Bs]] sono allineati = [A3Bs] = [[A1B1][A2B2]] <
[12.2,pg.42]
NP [A3Bs], [A1B1], [A2Bs] sono allineati
[12.2,pg.42]

Theorem 12.10. Sia C' una cubica irriducibile e R una retta Siano
CNR = {A1, As, A3}
i 3 punti di intersezione tra C' e R, contati con le rispettive molteplicita’. Si ha:
CNRCC* = [A4], [A2], [As] sono allineati

Nota: imponiamo che CNRCC™* perche’ altrimenti l'operazione [A1A1] non e’ definita.

12possono anche coincidere tra loro. Sono 6 se contati con le rispettive molteplicita’ (vedi Bezout).
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Proof: Applichiamo la [12.9,pg.44] considerando la conica

R+ R
O
Proposition 12.11. Sia C' una cubica irriducibile
A, B sono flessi = [AB] e’ un flesso
O equivalentemente, per la [12.8,pg.44]:
A, B flessi = 3[AB] =0
Proof: Poniamo A; = A, Ay = B, A3 = [AB]. Applicando la [12.10,pg.44] si ha:
[AlAl] R [AQAQ] , [A3A3] sono allineati =4 Al, Ag, [A3A3] sono allineati <
Aq,As flessi,[12.3,pg.43]
= [AgAg] = [AlAQ] = A3 = Ag flesso
[12.2,pg.42] def [12.3,pg.43]
O

Theorem 12.12. Sia C una cubica irriducibile, allora (C*,4) e’ un gruppo abeliano, dove + e’
Doperazione definita in [12.5,p9.43]. In particolare,

1. Py e’ l’elemento neutro

2.~ A=[A[R)]

Proof:
(1) Py € Velemento neutro

Py + Py =[P [PR])] =, R

[12.2,pg.42]
(2) —A=[A[RR]]
Infatti,
A+ [ARR] =[R[AARPR]] = [RRR] = R
[12.2,pg.42] [12.2,pg.42]

(3) + e’ commutativa

A+ B =[P [AB] [Py [BA]| =B+ A

~—
[12.2,pg.42]
(4) + e’ associativa
Dobbiamo dimostrare che
(A+B)+C=A+(B+C)

Si ha:
(A+B)+C=A+(B+0C)& [R[(A+ B)C| =[P [A(B+ Q)] \(::_/ [(A+B)C]|=[A(B+0)] &
[12.4,pg.43]
& A, B+ C,[(A+ B)C] allineati (x)
[12.2,pg.42]
Poniamo
A1:B A2:P0 A3:A+B
B; = [AB] By = [B(C] Bs=C
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e sia D la seguente conica spezzata:
D = ByB3 + Ay A3
Per la [12.2,pg.42],
A1, By, B3 sono allineati
B4, Ay, A3 sono allineati
= DNC = {A1, Ay, A3, B1, B2, B3}
Allora, per la [12.9,pg.44] si ha che i punti
A = [B[AB]]
B+ C =[Py [BC]]
[(A+B)C] =[C(A+ B)]

sono allineati, ovvero la (x).

Theorem 12.13. Sia C una cubica irriducibile e siano Q1,...,Qs, € C*, allora
AD curva di ordine n t.c. DNC ={Q1,...,Q3n} & Q1+ + Q3 = n[R]

Proof:
(1) Dim. =
Procediamo per induzione su n
(11) n=1
Gia’ visto nella prop [12.6,pg.43]
(1.2) n—1=n

Consideriamo
Ay = [Q1Q2]
Az = [Q3Q4]
4y = [AB)
E sia E la seguente curva di ordine n + 1:
E=D+ A1 A2
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si ha
ENC = (CND)U(CNA1Az) = {Q1, ..., Q3n} U{A1, Az, [A1 Ao]} CC”
Q1,Q2, Ay allineati
= CNE ={Q3,...,Q3n, A2,[A145]}, dove E’ ¢ una curva di ordine n
[QUA,thm6.7,pg.188]
Q3,Q4, Ao allineati
= CNE" ={Qs,...,Q3n,[A142]}, con E” curva di ordine n — 1
[QUA,thm6.7,pg.188]
= Qs+ -+ Qsn + [A142] = (n— 1) [Py Py] (1)

—
Hp induttiva
A =[1Q2] = Ai1+Qi1+ Q2= [PF)
[12.6,pg.43]
Ay =1[Q3Q4 = A+ Q3+ Qu=[PoF)
[12.6,pg.43]

Q1+ Q2+ Q3+ Qs+ A1+ Ay =2[P ] (2)
(1),(2) = Q1+ +Qsn+ A1+ Ao + [A1 Ao] = (n + 1) [Py Po]
A3 = [AlAQ] \:i/ A1 —+ A2 + [AlAQ] = [PQP()]
[12.6,pg.43]
= Ql + -+ an = (n + 1) [P()Po] — [PQPO] =n [POPO]

(2) Dim. <«

Proposition 12.14. Sia C irriducibile, Py = O € C* un flesso, allora

1.2X =0 Xe{Be(C|Oetp(C)}
2. [P+ X]=[P] YPeC, VX € {X |2X =0}

Nota: la prop [11.10,pg.36] fornisce un metodo per trovare i punti B della 1..
Se inoltre C = C*, ovvero se C e’ non singolare, allora

11 {X eC|2X =0} ={A0, A1, A2, A3}, con A; #A;Vi#j, Ay=0
3. A+ Aj = Ay Vi, j,h >0 distinti
4. Siao;: C — C, 0;(P) = P+ A;, allora {09,01,02,03} €’ un gruppo di funzioni

Proof:
O flesso = [00] =0
(1)
2X =X+ X =[0[XX]]
0 =[00]
= [O[XX]] =[00] NP XX]|=0< Xec{BeC|Oetp(C)}
[12.4,pg.43]
(1.1)
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Infine, se C' €’ non singolare, per la [11.10,pg.36] e la [11.13,pg.41] si ha
{B eC | (OX= tB(C)} = {O = Ao,Al,Ag,Ag}, con A; 75 Aj Vi 75]

(2)
2P+[P] = O = 2P+X)+[P+X]|=2P+2X+[P+X] = 2P+[P+X]=
[12.7,pg.43]  [12.7,pg.43] 2X=0
= [P] =[P+ X]
(3)

AAi+A;) = 24;+24; =0 = 3h: A+ A; = Ay
1.1
(1) & A4 =-4; (1.1)
Ap=0=A+A;j =0 A;=-A;=A;= A; =4
Ap=A;=>A+Aj=A,=A;=04,=A4;=> A, +A4;=A4;=> A, =0
In definitiva, se supponiamo 0 < i # j, si deve avere
Ap ¢ {0 = AO7A1',A]‘}

ovvero

{4)

(4.1) o; €’ biettiva

i,j,h > 0 distinti

iniettiva: 0;(P) =0;(Q) & P+ A4, =Q+ A & P=Q
surriettiva: 0;(Q — 4;) = Q
(4.2) Per dimostrare che le o; formano un sottogruppo finito di S(C) (permutazioni su C),
basta provare che('?):

oio; € {00,...,03} Vi, j

0'12:+2AZ:+O:O'0
i#j:>0'i0'j:+Ai+Aj = +Ah=0'h
3.

Proposition 12.15. Sia C irriducibile e Q1,...,Q, € C*, O = Py flesso di C.
Supponiamo che Q1 + ---+ Q, = O, allora

1. Q1,...,Qs sono flessi = Qsy1+ -+ Qr e’ un flesso

2. {Q1,...,Qs} ={P € C|P flesso }, tutti distinti = Qsy1+ -+ Q» =0

Proof:
(1)

Q1,...,Q, flessi < 30@,.--,3Qs=0 (1)
[12.8,pg.44]
Qi +Qr=0=3Q+ - +Q)=0&3+ - +3Q+3Qsn+-+Qr)=0%
3@t + Q) =0 & Qepr -+ Q flesso
(1) [12.8,pg.44]

13Questo per la caratterizzazione dei sottogruppi finiti
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(2)
Per la [QUA,0ss6.20.1,pg.197], si ha
Qi +Q.=0

e quindi la tesi.

13 Teoremi “geometrici”

In questa sezione elenchiamo alcuni teoremi (gia’ dimostrati altrove) che riguardano proprieta’

che possono essere interpretate solo dal punto di vista geometrico.
Theorem 13.1. Sotto le sequenti ipotesi:
1. C curva, degC =m

. D curva, degD =n>m

2
3. |CND| = mn (nota'*). In altre parole, C, D non hanno componenti a comune.
4. R retta, |CNR| = m.
5. CNRCCND, ovvero CNR = CNDNR.
6. I(RND,P)=I(RNC,P) VP € CND
si ha
degE=n—-1
3E curva: { CND\R = ENC
|[ENC| =m(n —1)

Proof: Basta usare la stessa dimostrazione del [QUA,thm6.7,pg.188], cambiando 3 con m.

Theorem 13.2. Siano Fy, Fy curve di grado n, con
{P1,..., P2} = FINFy punti distinti
Sia D curva irriducibile di grado m, tale che
DNFy ={Py,...,Pun}
allora si ha
3E curva di gradon —m: ENFy = {Punnt1,..-, Pp2}

Proof: Vedi [6.4,pg.15]

Theorem 13.3. Sia C una conica irriducibile, e siano A1, ..., Ag € C, allora
A, A t t i t1
1;-- -, Ag sono a tre a tre non allineati Py Py. Py sono allineati
{Pi} = AiAipiNAi 2Airs

14j punti sono contati con le rispettive molteplicita’
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Proof: [QUA,Corl.12,pg.166]

Theorem 13.4. Siano Iy, F5 due cubiche distinte con
FinNFy ={P,..., Py}, |FiNFy| =9
Sia F' una cubica, si ha:
{P1,...,s}CF=>PyeF
Proof: [5.10,pg.10]
Theorem 13.5. Sia

1. C cubica irriducibile

2. D curva, degD =n+m

5.¢|p

4. CNDCC™

5. 3E di ordine n t.c. ENCCCND, |ENC| = 3n. (nota'®)

allora
3F di ordine m t.c. CND\ENC = FNC, |[FNC| = 3m

Proof: [QUA,Cor6.19,pg.195]

Theorem 13.6. Sia C una cubica irriducibile e D una conica. Siano
CND = {A;, Ay, A, B1, B2, B3}
i 6 punti di intersezione tra C e D (nota'®). Si ha:
CNDCC* = [A1B4], [A2Bs], [AsBs] sono allineati

Proof: [12.9,pg.44]

Theorem 13.7. Sia C una cubica irriducibile e R una retta Siano
CNR = {A1, Ao, A3}
1 3 punti di intersezione tra C' e R, contati con le rispettive molteplicita’. Si ha:
CNRCC* = [A4], [A2], [As] sono allineati

Proof: [12.10,pg.44]

15i] conteggio di |ENC)| si intende con le rispettive molteplicita’ dei punti
16possono anche coincidere tra loro. Sono 6 se contati con le rispettive molteplicita’ (vedi Bezout).
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14 Esercizi

Example 14.1. Sia F la curva 22z — yz2 =0,

1. i punti impropri di F' si ottengono col sistema

{xgz—yz2:0
<:>{z:O
z=0

Quindi
FN(P?\A?) = (P*\A?)

ovvero, la retta impropria e’ contenuta in F', ed e’ una sua componente. (Infatti, possiamo
mettere z in evidenza in z2z — y2z?)

2. la restrizione affine di F ¢’
F,=2>- y=0

3. per il punto 1., F non e’ irriducibile in P? ( P2\A? e’ una sua componente).
Vediamo cosa accade in A?:
G = (F,)* = 2° — yz ¢ una conica
Cerchiamo i punti singolari:

9G — 22 =0

O

%—2 =—2=0 < (2,9,2) = (0,0,0) che non ¢ un punto in P> = G non ha punti singolari <
9% = —y=0

9z — Y=

& G ¢’ irriducibile
~—

G e’ una conica, [9.6,pg.24]
Quindi F ¢’ irriducibile in A2.

4. Consideriamo la retta R = ,

2, .2 2 _
ROF {9” e {y & (2.9.2) € {(0,0.1), (0.1,0)}
Tr =

Calcoliamo I(RNF, (0,0,1)):

R: 0,0,1) + 1(0,1,0)
F((0,0, 1) + :u(oa 170)) = F(Ovua 1) =—pk=
= 1 = 0 ha molteplicita’ 1 & I(RNF, (0,0,1)) =1

Infine,

I(RNF,(0,0,1)) + I(RNF, (0,1,0)) = deg F = 3 = I(RNF, (0,1,0)) = 2
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6. Per la [QUA,prop5.3.5,pg.144’], la molteplicita’ di (0,1,0) ¢’ data da 3 — 1 =2, dove 1 €’
I'esponente massimo di y in F. Il cono tangente in (0,1,0) e’ (vedi [6.1,pg.13]) 22 = 0.
Procediamo in maniera diversa:
R: )‘(07 1a 0) + /’L(bh b27 b3)
F((0,1,0) + (b1, b2, b3)) = bibap® — (A + pbz) 03 =
= p = 0 ha molteplicita’ 2 per F((0,1,0) + (b1, ba, b3)) € K[by, b, bs] = mo,1,0)(F) =2
[QUA,0ss5.1.4,pg.142’]

Example 14.2. Il polinomio f(z) = z? — 92 + 292% — 39z + 18 € C[z] ha soluzioni multiple?

Proof: Per il teorema [QUA,thm3.7,pg.123] si ha
f(x) separabile < R(f(z), f'(x)) #0

ovvero

f(x) ha una radice multipla < R(f(z), f'(x)) =0

Calcoliamo R(f(z), f'(x)):
f'(x) = 4a® — 272 + 58z — 39

-9 29 -39 18 0 0
1 -9 29 -39 18 0
0 1 -9 29 -39 18
0 0 0 =0
4 =27 58 =39 0 0

0 4 =27 58 =39 O

0 0 4 =27 58 =39

2
~
—
8
N—
=
—~
8
N~—
N~—
I
S O O = O o
\
)
~J
ot
oo
\
w
Ne

O

Proposition 14.3. Sia F una ipersuperficie di P™ e sia w un iperpiano tangente a F in un suo
punto O € F.
Sia f Uipersuperficie di P"~1 ottenuta dal sistema

F=0
=0

allora,
1. I(RNf,0) = I(RNF,0) dove R e’ una qualsiasi retta Cr
2. mo(f)>2
3. RCm retta e’ tangente a f in O = I(RNf,0) >3
Proof:
(1)

L’equazione di f e’ proprio quella di F ristretta in 7. Quindi, applicando la definizione di I()
si ottiene

(2)

I(RNf,0) = I(RNF,0)
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7 iperpiano tangente in O,0 € RCw 3_/ R €’ tangente in O a F <
[QUA,0ss5.9.10,pg.147']
< I(RNF,0) > 2®I(Rﬁf,0) >2
1.
Quindi VR: O € RCrn I(RNf,0) > 2
= mo(f) =min I(RNf,0) > 2
(3)

RCr retta e’ tangente a f in O o I(RNf,0) >mo(f) >2=I(RNf,0) >3

def. di tangente

O
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Example 14.4. In P2, sia data la seguente famiglia di quartiche:
F: oot —2ky® —3k%y2 —2k%2% + k' =0

dove k € C €’ un parametro.
Studiare la sua razionalizzazione.

Proof: Notiamo che possiamo scrivere F' nella seguente forma equivalente:
F: (22— k) —ky?(2y+3k) =0
Se k = 0, F diventa il seguente cono:
4 _
=0

quindi, non e’ razionale (la razionalita’ €’ definita solo per curve irriducibili).
Supponiamo k # 0.
Calcoliamo i punti impropri di F":

F*=0 2t =0

=

t=0 t=0
Poiche’ 'esponente massimo di y nell’equazione di F e’ 3, si ha che Y, €’ semplice (vedi
[QUA prop5.3.5,pg.144’]). Allora,

Yoo semplice

< Yo =(0,1,0) € I'unico punto improprio

. i . = F ¢ irriducibile (1)
Y, €’ 'unico punto improprio ~

[9.3,pg.23]
Calcoliamo i punti singolari propri di F’:
%—5:4x374k2z:0 r(x? —k?) =0
Or = —6ky® —6k’y =0 & qyly+k) =0
F=0 k#£0 | (22 — k%)% — ky?*(2y + 3k) =0

Distinguendo i casi = 0, 2% = k2 si vede che gli unici punti singolari sono
A=(0,-k), B=(k,0), C=(—k,0)
A,B,C non annullano le derivate seconde di F', quindi sono dei punti doppi.
Si ha:
A, B, C sono gli unici punti singolari e sono doppi, F' e’ una quartica irriducibile \:E_/ F ¢’ razionale Yk # 0

[10.1,pg.28]
Come fascio di sub-aggiunte, consideriamo il seguente fascio di coniche:

(AC)(BYx) + M(AY)(BC)
Le equazioni delle rette AC, BY,,, AY,,, BC sono:
BYy:x2—k=0
AC: z+y+k=0
AY: =0
BC:y=0
Quindi ’equazione del fascio diventa:
(x—k)(z+y+Ek)+lxy=0 (2)
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Calcohamo adesso l'intersezione tra il fascio e F':

(I +y+k)+)\:17y 0 (3)
2 2
e _ vk
(@K@ +y+h)+ray=062" -k +(@—ky+ray=0ey=———prr (4)
271€2)2 2 — k2
2 _ 22 _ po2(2 _ 2 12v2 (55 _9 =
(@7 = k)" = hy @y +3k) =0 & (27 =) — ks \ "2 e T3 =0

& (2 =) ((z—k+X2)® —k (22> = k*) + 3k(z —k + \2))) =0 &
& (22 — k)% (x + 3 x + 322 + 203 — 3kA? — k — 6k)) =0
Escludendo le soluzioni che si hanno per (z? — k?)22? = 0, si ha:
3A\% + 14 6A

14+ 3X+3A2 4+ A3
Infine, sostituendo la = in (4), si ottiene la parametrizzazione di F.
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15 Appendice A

Qui di seguito vengono inclusi gli appunti cartacei.
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