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1 Spazio affine

Uno spazio affine €’ una terna (A, V,—), dove A e un qualsiasi insieme non vuoto, V ¢’ un K
spazio vettoriale, e — €’ una funzione

- AxA—YV
Q—P::P—Q)::—>(a,b)

dotato della seguente struttura:

As 1. VPeA WweV INQecA: PO=v
— — —
As 2. VP,0,Q e A PO+0Q = PQ

Gli elementi di A vengono chiamati punti.
Si dice che A ha una struttura di spazio affine sullo spazio vettoriale V.

Alcune immediate proposizioni che valgono VP, Q, Py, Py, Q1,Qs € A:

—
1. PP=0
Proof:
— —_— — —
P = PP+PP=PP=0
~—
As.2
— —
2. PQ =—-QP
Proof:

—_— =

—
PQ+QP=PP=0

3. PP, =(0Q1Q2 < P1Q1 = P,Q4 (proposizione del parallelogramma)

Proof:
PiQi= PP, + Py =0Q1Q2 — Q1Q2 + P2Q2 = PQ>
—0. 0. .,
Q1@ _p0s+ Q2Q1
——
=—Q1Q2

Example 1.1. di spazio affine.

A=V, wh=v—u
E’ uno spazio affine, infatti

Yu,v eV 3w eV: uw=w
w=v—1u
Yu,w, v EA U+ WO =w —u+v—w=0—u=u
Indicheremo questo particolare spazio affine con V.
Un caso particolare si ha quando V = K".
(K™, lo indicheremo con A™ o con A™(K)



1.1 Sistema di riferimento

Dato uno spazio affine (A, V, —), possiamo fissare un riferimento affine Q = (O, = e, €9,...,¢€,),
dove O € A e e e una base di V, con dimV = n.
—

Poiche’ le componenti di un vettore di V rispetto alla base fissata sono uniche, chiamiamo [OP].
le coordinate di P € A, ovvero

—

OP = pie; +paea + -+ + prey
. .
[OP]E = (p17p27--'7pn) ek

Con P(p1,p2,---,Pn)a, 0 con [Plg indichiamo le coordinate di P rispetto al sistema di riferi-
mento 2.

—
Proposition 1.2. Le componenti di PQ) sono:

—

[PQl: = [Qla — [Pla = (q1 — 1,42 — P2y -+ qn — Pn)
Proof:
— — .> _—  —
PG =PO+00=—-0P+0Q =
—(pie1 +paea+ -+ pnen) + (qre1 + e+ + qnen) = (@1 —pr)er + - + (¢ — Pn)en

Proposition 1.3. Supponiamo di avere due riferimenti Q = (O, B) e Q' = (0’,C). Allora si ha
[Pl = [Oler + Pp—c[Pla
dove Pg_c e’ la matrice del cambiamento di base.

Proof:
per cambiare le coordinate di un punto () da un sistema all’altro basta cambiare la base del
—
vettore OQ) e quindi
— — N

— — — — —
O'Plc = [0'O]c + [OP)¢ = [0'O)c + Pp—.c[OP]p [P €’ la mat. di cambiamento di base]
Olo = [0'0]c

O

Definition 1.4. Sia A = A". 1l riferimento Q = ((0,0,...,0),¢e), dove € € la base canonica,
viene detto riferimento standard o canonico.

Proposition 1.5. Sia A = A", e Q il suo riferimento canonico. Preso un P € A, wvale la
segquente:

Proof:

P — [P]s
€ e’ la base canonica

[Plo = [OPle = [Pla— [Ola =[Pla=P



1.2 Sottospazio affine
Dato uno spazio affine (A, V,—), un punto Py € A e un sottospazio WCV, nasce il sottospazio
affine S < A:
—
S = (P, W) i= {Q cA: BOe W}

che viene detto sottospazio passante per Py e parallelo a W. W €’ la giacitura del sottospazio.
Di sicuro Py € S, perche’ PhPy =0¢€ W.

Se dim W = 0, allora W = {0} e quindi S = {FPy}. In questo caso, S si chiama punto.

Se dim W =1, S si dice retta.

Se dim W = 2, S si dice piano.

Se dimW =dimV — 1, S si dice iperpiano.

Proposition 1.6. Sia S = (Py, W) un sottospazio affine di (A, V,—), allora (S,W,—) e’ uno
spazio affine.

Proof:
As 2 ¢’ verificato perche’ stiamo usando sempre la stessa — dello spazio iniziale.

In A per As 1: VP €S, Yo e WCV Qe A: PQ=veW
ma per definizione di S si ha che @ € S, quindi vale ’'As 1 per S :

—
YPe S, YveW JQesS: PQ=v

Proposition 1.7. In V,, sia S = (v, W) un suo sottospazio, allora

S=v+W

Si dice che S e’ un traslato di W.
Proof:
_
S:{U'E.A:V\U’UZU—U’EW}

v—v eEWerV-—veWev —v=weWav=w+v
S={v4+w|weW}

Proposition 1.8. Preso P, € S, (P,W) = (Py,W). Quindi un sottospazio non determina
univocamente Py.

Proof :
(1)1. Dim C
—_—
Qe (P,W)=PQeW
s _  —
PQ=PF+ PRQ
— — e
S PQ=PQ+ PP EW@QE(P(),W)
—_~ =~
< > ew €W per Hp
1)2. Dim D

La dimostrazione e’ simmetrica: basta usare la precedente, sostituendo a Py Py e viceversa.



Proposition 1.9. Immediata consequenza:
—
VA, BeS ABeW
, infatti
—
AeS= (P,W)=(AW), BeS=ABeW

Proposition 1.10. v € W e’ un vettore che ha per estremi due punti di S.
Proof :

Pye S
| : = .
JQeA: BhQ=v € W [per As. 1]
Hp
=QeS

Proposition 1.11. Intersezione mon vuota di sottospazi affini di A e’ ancora un sottospazio
affine di A, ovvero:

S;i =P, W) <AViel

iel iel icl iel
Proof:
(1)1. Dim che (,c; S; < A

ﬂ W, e’ un sottospazio vett. di V' [prop [AL,3.4.1,pg.17]]

iel

(1Si#0=3Pes; Viel

el

VielPeS, = VZEISLZ(P,WZ)
-

[1.8,pg.3]
(1)2. Dim. che N;c; Si = (PN Wi)

QeﬂSi@VieIQeSi@)VieI]?.QeWi@P.QeﬂWiﬁQe (P,ﬂWi>
i€l i€l i€l
O
1.3 Equazioni cartesiane

1.3.1 Dato il sottospazio
Sia S = (P, W) un sottospazio affine di (A, V,—), con dim A = n,dim S = k. Sia

a a a 1 0
11 12 in T 0
= , m=n—k
a a Leeoa
ml m2 mn Tn 0
A —
X



il sistema che rappresenta W rispetto alla base €.
Fissato il riferimento Q@ = (O,e = {v1,v2,...,v,}), con O € A arbitrario, le equazioni cartesiane
di S sono:
(1) AX = AP|q,
con (APla)j1 = ajipr + ajops + -+ + Gjnpn
Ovvero, se I € l'insieme delle soluzioni del sistema (1) si ha

QeS<e[Qael
Proof:

(1)1. Dim. che Q€ S = [Qa e T

QeSePQeW = APQL. =

91— P1
@]E:@ o Q2fP2 _q
[PQl: = [Qla — [Pla

dn — Pn

& A([Qla — [Plo) =10 AQlo = ATPla < [Qla € 1
(1)2. Dim. che [Qlon eI =Q€S

Basta procedere a ritroso.

1.3.2 Date le equazioni

In (A,V,—), con dim A =n, P € A, e riferimento 2 = (O, ¢). Sia dato il sistema
A'X =B (1)
Ae M™"(K), Be M™K)
se (1) ammette coordinate di punti di A come soluzioni, allora rappresenta un sottospazio affine

S di A, passante per uno dei punti le cui coordinate soddisfano (1), e giacente nel sottospazio
definito da AXX = 0, rispetto alla base ¢, ovvero

QeS&[Qael

dove I sono le soluzioni del sistema. Inoltre, dim S =n — p(A)

Proof:
(1)1. Dim <
Sia [P]q una soluzione di (1), ovvero
AlPlg =B
Sia [Q]q un’altra soluzione (non necessariamente distinta) di (1), ovvero
AlQla =B
, allora

A'P]q = AQla & At[P—CjLS =0& P_Cj € un certo WCV
quindivQ € A: [Qla el P—Cj ew.



(1)2. Dim =
Per Hp A'X = B ¢’ I'equazione di S, quindi Q € S = AlQ]q = B

1.3.3 Dato il sottospazio - II

Poniamoci nelle ipotesi di [1.3.1,pg.4]. Per trovare le equazioni cartesiane di S, conoscendo
I'equazione di W e un punto P € S, si puo’ procedere in questo modo:

1. Calcoliamo B = (b1, ba,...,b,) cosi’

‘B = AP]q
2. Le equazioni cartesiane di S sono:
A'X =B (1)
con X = (z1,22,...,2p)
Proof:

Per la prop. [1.3.2,pg.5], la (1) €’ il sistema del sottospazio S’ che ha per giacitura il sottospazio
definito da A*X =0, ovvero proprio W. Inoltre, S’ passa per un punto Q t.c. [Q]q € soluzione
di (1). Ma per costruzione, [P]q €’ soluzione di (1). Quindi S’ = (P,W) =S

O

1.3.4 Data la base del sottospazio

Nelle ipotesi di [1.3.1,pg.4], sia B = w1, ws, ..., wy una base di W, dove [w;]. = (w14, wai, ..., Wy4), &=
1,2,... k= dimW.

La condizione

w11 w21 , Wn1
w12 w22 , Wn2
p =k
W1k W2k y Wnk
Tl —P1 T2 — P2 cvo Tnp — Pn

dove [Plg = (p1,p2,---,Pn), X = (x1,22,...,2,)

da’ le equazioni cartesiane di S: per Kroneker basta trovare un minore di ordine £ non nullo e
imporre che tutti i suoi orlati abbiano determinante nullo. Otteniamo cosi’ n — k equazioni.

Proof: Per definizione @) € S < P—Q> € W. Allora imponendo che P—Q) € W, cosi’ come facevamo
in [AL,4.14,pg.28] (nota'), otteniamo la tesi.
1.3.5 Equazioni parametriche

Nelle ipotesi di [1.3.1,pg.4], sia B = w1, wa, ..., wy una base di W, dove [w;]. = (w1, waj, .. ., Wry), @ =
1,2,...,k =dim W. Il seguente sistema rappresenta S al variare dei parametri t1,%o, ..., tx:

k
X =Plo+ > t'wie
=1

—
Lovvero imponiamo che le componenti di PQ siano c.l. delle componenti dei vettori base di W



in altri termini:

r1 =p1 +twi + - lpwik

Ty = Pp +E1Wp1 + -+ + LWpk

Proof:
Sia Q € 5, ¢ X = [Qlo,
— —
QeS=PQeW = PQ=tiw +taws+ -+ trwyg (3)

w; = Wi;€1 +w2i62—|—...,wmen, 7;:1,27...,]6

—
(3) = PQ = ti(wi1e1 + warea + - -+ + Wpieyn) + - - - + tp(wiger + wores + ..., Woken) =
= (tyw1r + -+ tpwig)er + -+ (Brwpg + -+ tewnk)en

[P.Cj}a = (iwiy + -+ F Wik, 5 s t1Wer + - A trwnk) (4)
[PQ). = [Qla — [Pla (5)
4),(5) = [Qla = X =[Pl + (tiwi1 + - - + tgwWik, -+, , t1wpt + -+ + tpWpr)

Example 1.12. Se nello spazio standard volessimo trovare le equazioni cartesiane di una retta
passante per un punto P e parallela a un vettore v, bastera’ considerare il sottospazio S =
(P, L (v)), dove L (v) e’ il sottospazio vettoriale generato da v: L (v) = {av, a € R}, ovvero
tutti i vettori paralleli a v. S = (P, L (v)) e’ proprio la retta, infatti:

S=(PL(«v))= {punti QJ P_Cj € E(v)}
1.3.6 Equazione dell’iperpiano
In (A,V,—), dimA = n, 'equazione di un qualsiasi iperpiano S e’ del tipo
ai1ry + asxs + -+ apx, =0
Ovvero, il suo numero di equazioni €’ 1, infatti, dim A — dim .S = 1.

Example 1.13. Supponiamo di voler trovare I’equazione dell’iperpiano S che contiene il sot-
tospazio T, di equazioni:

1121 + -+ + Q1pTp = by
a2121 + -+ - + G2,T, = by (1)
Am1T1 + -+ Aypp Ty = bm

allora, I’equazione di S e’ una combinazione lineare delle equazioni di T, cioe’:

Alanizr + -+ ainzn —b1) + Xo(agiz1 + - + @y — b2) + -+ An(@miz1 + - + AmnTn —

Proof:

bm) =0 (2)



Infatti, TCS = T = SNT', ma allora si deve avere che
ani + -+ @iy = by
a1T1 + -+ + 2Ty = by
(1) <
Am1ZT1 + -+ GpnTp = bm
a1xs+ -+ anz, =b
con airs + - - - + apx, = b equazione di S
e quindi l'ultima equazione (quella di S) €’ c.l. delle precedenti, ovvero,
a1y + -+ anTn —b=XM(anz + - an®n — b))+ A (@121 + - F Gmpn — bm) =0
O
Ovviamente, al variare dei parametri A;, i« = 1,...,m otteniamo iperpiani diversi. Se aves-
simo altre condizioni, potremmo ridurre il numero dei parametri. Ad esempio, se sappiamo che

P € S, possiamo sostituire le coordinate di P, e ricavarci un parametro in funzione degli altri.
E’ da notare che in A?, la (2) e’ il fascio di piani che consideravamo in geometria I.

1.4 Congiungente

Siano S = (Py, W7), Sy = (P2, Ws) due sottospazi affini di (A4, V,—).

Definition 1.14. La congiungente 5155 €’ il piu’ piccolo sottospazio affine di A che contiene
S1USs, ovvero, sia S’ un sottospazio, si ha S1US,CS’ = §15,CS5".
Grazie alla proposizione [1.11,pg.4], S1.52 puo’ essere pensato come

515 = (T,
iel
con T; < A: SﬂJSQQTi Viel
Nota?.

Theorem 1.15.

518 ...5, = (Pl, Wit Wat -t W, + L (P1P2,P1P3,...,P1Pr))

Proof:

Proof: Dimostriamo per r = 2.
[ e
Sia Z = giacS: S, e sia 2/ = Wi + Wa + L (Plpg)

<1>1. Dim C
Poiche’ P; € §1C51US5,CS155 si ha 5155 = (Pl, Z)

weW; = Q1 € S1: w=Pi@
prop. [1.10,pg.4]
—_ —_
P,Q € 51€515: = PQi=weZ

prop. [1.9,pg.4]
(weW,=weZ) =W CZ

%in effetti, il concetto di congiungente e’ simile a quello di chiusura di un insieme (topologia) e a quello di
gruppo generato da un insieme (algebra IT)



analogamente si vede che WoCZ. Inoltre,
— -
P, PC C PPeZ
1, P2C51US2C 5152 = 1P €
prop. [1.9,pg.4]

P — P—
Z €’ un sottospazio vettoriale, quindi, PP, € Z & L (Png) cz
Poiche’ W1 +Ws+ L (Pl Pg) e’ il piu’ piccolo sottospazio che contiene entrambi i tre addendi
(vedi [AL,3.6.1,pg.18]), si ha
—
ZOWi + Wa + L (Png) -7
s —_—

Pe(P,Z)=PPecZ'CZ=Pec55,

— —_—

5,5,0 (Pl, Wi+ W+ L (P1P2>)

(1)2. Dim D
— —_— —_—
PeS & PPeW,CW,+Wst L (P1P2) = Pe (Pl, Wi+ Wa+ L (Plpg)) =
P —
= Slg (Pl, Wy + Wy + L <P1P2>)
X oD oD / ! / /
PRcl (P1P2) Wy + Wa+ L <P1P2) —Z' = Pe(P.2)= (PLZ) = (P, 2"
—_— —_—
PeSy,=PBPecW,CW +Wo+ L (Plpg) = P e (PQ,Z/)
= SQQ(PQ, Z/)
[ —

S1, 82C(Py, Z') = S.5:C(Po, 2') = (P, Z') = (Pl,W1 F W+ L (Plpg))

per def. di congiungente

O
Corollary 1.16.
1. Sil = (P17W1) = Sla

2. 5155853 = 515553
3. 51CSy = 5155 =55

Proof:
(1)1. Dim 2
5% = (Pl,Wl Y Wot L (JTP;))
[1.15,pg.8]
5585 = (P, (Wi + Wa + £ (PR) ) + s + £ (P
= (P1,W1+W2+W3+£(]Tp2>,ﬁ)) = 515,53
(1)2. Dim 3.



—_ —_
518 = (P, W1+ Wy + L (P1P2>)
51§SQ = W QWQ, infatti
—_—
w, € Wi = H'Ql €S Wy =PQ
Pi,Q1 €5 C8 = P,Q1 €5 = PQeWy=w €W,

{ngwg =W+ Wy =W,

—_—
— :>W2+£(P1P2) =Wy
Pl,P2652:>P1P26W2

—— —_
Wi+ Wa+ L (Ple) =Wy = 518 = (P,W2) = S

P1€Ss
O
Corollary 1.17. Siano Py, P, ..., P. € A. P; lo possiamo considerare come il sottospazio affine
PP, P = (Pl, c (P1P2,P1P3, N .,PlPT))
Proof:
Dal thm [1.15,pg.8]:
_— —— —
PPy P = (Pr, {0} + {0} + -+ {0} + £ (PiF5,... . PiP))
= (P, £ (PP PiPs,... . PiF))
O

10



Definition 1.18.

ITpunti Py, P, ..., P. € Asidicono linearmente indipendenti < dim PP ... P. = r—1, ovvero
se la congiungente ha la dimensione massima.

Ad esempio: due punti sono L.i quando individuano una retta, tre punti sono L.i quando individ-
uano un piano, ...

La condizione dim P, P, ... P, = r — 1, equivale alla 1.i. dei vettori Py Py, P, Ps,..., P P,.
Diamo queste altre definizioni:

Py, Py, ..., P, sono allineati C}:C)f dmPPy...P. <1
P, Ps, ..., P sono complanari & dim Pi P, ... P, <2
Theorem 1.19.

—_—
Slﬂ527é® s PP, e W+ W,

Proof:
()1. Dim =
—_— —_—
S1NSy #@{Z}HPE S1,5 < PLPeW; N PBbPe W, (1)
P — s —
PP, =—-PPeWy,= PP, W,
B —
PP, =P P+PP,e W+ Wy
~— =~
eWy eWsy
(1)2. Dim <
— —_— —
PPoeW +Woye PIPb=w +weW1+Wy = dJPeS;:w=PP
[1.9,pg.4]
—_— _ =
PP,b=PP+w s —wy=FP,P+PP=PPcW,
~—~—
eWs

——
PbPeWy=PecS,
P e 51NS; = S1NS, 7&@

Corollary 1.20.
S159 = (Pl, Wy + WQ) < S1NSs 7é 1]
Proof:

e —_— —_—
SiNSs 40 o PReWi+Wes L (P1P2) CWy+ W s Wy + Wy =Wy +Wa+ L (PIPQ)
[1.19,pg.11]

5.5, — (Pl,vv1 A, (JTP;)) — (P, W + Wa)

Theorem 1.21.

dim S7 + dim Sy — dim S1NSy  S1NSs 75 0

dim 5155 =
Hi o122 {dlm(Wl + Wz) +1 S1NSy = 0

11



Proof:
CASE: S1NSy # 0
Per il thm [1.15,pg.8],

5155 = (Pl, Wi+We+ L (Plpg)) (Pl, Wi+ W2) = dim S5 = dim(W1 + WQ)

~—
[1.20,pg.11]

CASE: S1NSy =0
Per il thm [1.15,pg.8],

5159 = (Ph W1+W2+£(1TP£))

—_ P
dim 5155 = dim(W, + Ws + £ (P1P2>) =
. . % . %
— dim(W, + Wa) + dim £ (Ple) — dim(W, + Wa)NL (P1P2) —
thm [AL,5.4,pg.32]
—_—
S1NSy =0 = PP ¢ Wi+ Wy =
[1.20,pg.11]

= (Wi + Wo)NL (JTP;) — 0 = dim(W) + Wo)NL (Jﬁ) —0

. . e .
= d1m(W1 + WQ) + dim £ (P1P2) = dlm(Wl + WQ) +1

1.5 Spazi paralleli
Siano S; = (Py, Wh), Sy = (P2, W) due sottospazi affini di (A, V, —), con 0 < dim 57 < dim Ss.
Definition 1.22.
Sy || S2 & WiCWy VvV WoCW,
Proposition 1.23.
dim S; =dim Ss, Sy || S2 & Wy =W,

Proof:
(1)1. Dim =
dim S7 = dim S5 < dim W; = dim Wy (1)
S1 || Sy & W1 CWo vV WoCIW,
supponiamo W;CW, (2)
1,2 = Wi=W
" [AL,4.10.2,pg.26]
1)2. Dim <

Per definizione.

Theorem 1.24.
S1NSy 75 @, dim S; < dimSg, S H Sy & 51CS,
Ad esempio, in A3, se una retta si incontra con un piano, e il piano e la retta sono paralleli,

allora la retta e’ contenuta nel piano.
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Proof:

()l. Dim =
S H Sz,dimsl < dim Sy = W;CW,
S1NSy #0 = 3Q € S1NS2 = 51 = (Q, W), Sz = (Q, W)
PESlz(Q,Wl)iﬁewlgVVéjPGSQ

(1)2. Dim <«

Sp sottospazio = S1 # (0; 51CSs = S1NS2 #

P—

w € Wy = dPeS,: PPP=w
~—
[1.10,pg.4]
—
P,PeS5,CS = PP=weW,
[1.9,pg.4]

WiCWsy = dim Wi < dim Wy < dim S < dim Sy

Corollary 1.25. Supponendo che S1NSy # 0, S1 || Se,
dim Sl = dim 52 = Sl = 52
Proof:
per il thm di prima: S§1CSs, SoCS; = 51 =55
Corollary 1.26. Il V postulato di Fuclide e’ verificato.
Dato S< AP e A,
WM <A: dimT =dimS, PeT, T| S
Proof:
Sia S = (Py, W).
Poiche’ dimT' = dim S, per la proposizione [1.23,pg.12], la giacitura di T' deve essere proprio
W. Allora, poiche’ P € T, si ha T'= (P, W).
O
Theorem 1.27. Supponendo che S1NSy = @, dim S; < dim Sy si ha:

Sl || S2 <~ dim5152 = dlmSQ +1

Proof:
<1>1. Dim =
Sl || SQ = W1CW, (1)
[1.21,pg.11] (1)
<1>2. Dim <«
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S1NSy =0 \:/L dim S7 52 dim(Wy + Wa) +1 (2)
[1.21,pg.11]
Hp = dim 515 — 1 = dim Sg\@/}/dim(Wl + Ws) =dim Sp = dim Wy =
(2)
\:j/ dim Wy + dim Wy — dim WiNWs = dim Wy < dim Wy = dim WiNW,
thm [AL,5.4,pg.32]

= ngWQ = Sl || 52

O
Proposition 1.28. Dati S; = (P, W), Sy = (P2, W) si ha
S1 =85V SiNSy = 1]
ovvero, sottospazi aventi la stessa giacitura coincidono o sono disgiunti.
Proof:
dim S; = dim W = dim S,
W=Ww = Sl || SQ
Se 51NSy 7é 0 = 51 =25
[1.25,pg.13]
altrimenti S;NSy =0
O

Definition 1.29. Dati S, Ss < A,

51,85 si dicono sghembi < Sp }f Sa, S1NSy =0
51,85 si dicono incidenti < Sy Jf Sa, S1NSs # 0

1.6 Proiezione
Siano S, T < A con dimA =n, dimS = s, dimT = t¢.
Lemma 1.30.
SNT # 0 = dimS + dim7T — dim A < dim(SNT) < min {dim S, dim 7'}

Proof:
Intanto,
SN"T#p = SNT<A
~~
[1.11,pg.4]

Per il thm [1.3.1,pg.4], il sistema cartesiano di S ha n — s equazioni, quello di T' ne ha n — .
Il sistema cartesiano di SNT comprende semplicemente le equazioni del sistema di S e di T,
infatti,

PeSNnT<PeS AN PeT & [P] soddisfano il sistema di S e il sistema di T
Ovviamente non tutte le (n — s) + (n — t) equazioni del sistema di SNT sono li. Percio
possiamo solo affermare che il rango r della matrice dei coefficienti €’ t.c.:

r<(n—s)+(n—-t)=2n—(s+t) (1)

)
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Sappiamo che dim SNT = n — r, quindi per la (1)
dmS" T =n—r>n—2n—(s+t))=s+t—n=dimS+dim7T — dim.A
Infine,
SNTCS, SNTCT = dim SNT < dim S, dim SNT < dimT
In conclusione:
dim S+ dimT — dim A < dim(SNT) < min {dim S, dim T’}

Theorem 1.31. Dati S, T < A di giacitura U, W, si ha
SNT # 0, dim(SNT) =dim S +dim7T —dimA & V=U+W

Proof:
()l. Dim =

SNT#0 = dimSNT =dimUNW (1)
-~
[1.11,pg.4]
dimA =dimV, dimS =dimU, dimT =dim W (2)
dim(SNT) =dim S + dim7 — dim A & dim S + dim7T — dim(SNT) = dim A &
(1),(2)
& dimU + dim W — dim(UNW) = dim V
< dimV =dimU 4+ dim W — dim(UNW) dim(U + W)

NP
[AL,5.4,pg.32]

Grassman
< dimV =dim(U + W) (3)
U+WCV, (3) = V=U+W
<~
prop. [AL,4.10.2,pg.20]
(1)2. Dim <«
Se per assurdo SNT = 0, allora
SNT =0 = dim ST = dim(U + W) + 1= dimV+1= dimA+1
Hp
ST < A= dim ST < dim A
assurdo.
Quindi SNT # (). A questo punto basta procedere a ritroso nel passo precedente.

Corollary 1.32.
V=UsW = dimSNT =0

ovvero SNT' e’ un punto. In altre parole, se S, T non sono paralleli, e la somma delle loro
giaciture e’ una somma diretta che da’ tutto V, allora S, T si incontreranno in un punto.

Proof:
V=UaWw = V=U+W A UNW = {0}
prop [AL,3.7.1,pg.19]
V=U+W = SNT#0 = dmSNT=dimUnW = 0
~~~ ~~ ~~
[1.31,pg.15] [1.11,pg.4] UnWw=0
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O

Example 1.33. Dal precedente teorema segue che due rette non parallele in un piano si incon-
trano in un unico punto.

Definition 1.34. Siano S = (Py,U),T = (P;,W) < A, t.c. V. =U @ W. Definiamo la seguente
applicazione:

psr:A— S
pS,T(P) = Qa dove {Q} = (Pv W)mS

la proposizione [1.26,pg.13] assicura che (P, W) < A €’ unico, inoltre il cor [1.32,pg.15] assicura
che (P, W)NS = {Q}.

In poche parole, stiamo prendendo il punto P e lo stiamo proiettando nel sottospazio affine S
parallelamente al sottospazio T

Example 1.35. In A? consideriamo
S = (P, L(V,w)), T=(P,L(W)), te. 2=V=8aT

Ovvero, S €’ un piano, T una retta e non sono paralleli tra loro.
ps,r(P) €', in questo caso, il punto d’intersezione con S della retta parallela a T' e passante per

P.
1.7 Teoremi classici

Lemma 1.36. In un qualsiasi spazio affine A di dimensione 2, date le tre rette r1,rq,s,t tali
che

r1 £ ro shry, shro
P € sNriNry
tls, t#s
st ha
tﬂ’f‘l 7é tm7’2
Proof:

Intanto, se Wy, W5 sono rispettivamente la giacitura di 71,9, si ha
PE’/’l = Try = (P,Wl)
P e ro = ro = (P,Wg)
Supponiamo per assurdo tNry; = tNry, allora
tNry =tNrg = r1 =re Vi =5V 3IQ € tNriNry
Ser per assurdo P = @, allora
Pes=s=(P,Ws)

:>t:(P7W3)

P=Qc¢ct
t]s

t=s
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assurdo. Quindi P # Q.

Si ha
HQ € tNriNry
— —_—
Qer, Per = PQeW, = lec(PQ)
dim Wy =1, P#Q
N _
Per = =(PW)= (P,E(P )) - PO
[1.17,pg.10]
T = P7Q
analogamente

QE’I“Q, P€T2=>PQ:T2
Ma allora ro = 7y, il che’ e’ assurdo contro Hp.

O
1.7.1 Teorema di Talete
Theorem 1.37. In un qualsiasi spazio affine A di dimensione 2, date tre rette s;, i =1,2,3
distinte e parallele, e due rette r;, 1 = 1,2, non parallele a s;, siano dati i sequenti punti:

fjij :mﬂsj, i:1,2, ]:1,2,3

se
P11 Pi3 = kP11 Pro
allora
P31 Po3 = kPo1 P2
Proof:

1 ="To ra i rem vero. Su niamo quindi 1 # 7o
Se allora il teorema e’ vero. S oniamo d

Se P11 = P, allora per il lemma [1.36,pg.16], basta scambiare s; con sy 0 s3, e avremo
Pyy # Poy.

Quindi, possiamo supporre P;j; # Ps1. Procediamo,
Py1, Poy € 51

Pio, Poo € 52

S1 H 52

= 3N #0: PioPay = NP1 Pyy = AP11 P21 + P11 Poy =

= PioPyy — P11 Po1 = AP11Po1, (1)
Py Pog = Po1 Pig + PPy = Po1 Piy + P11 Pio + PraPa

P1Pog — P11 Pio = PioPay — P11 Po; = AP P
211722 114712 124722 114721 AP11 Py
(€5)

Py Pyy — P11 Pig = AP11 Py )
PioPoy — P11 Po1 = AP11 Py

Analogamente si vede che

P21P23_P11P13:P13P23_P11P21:/~LP11P21 (3)
CASE: A=0
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A=0

_ —
{P21P22 = P11 Pro (@)

= y N
\(2’)/ P1oPyy = P11 Py
_ —
PioPy = PPy =11 || 12
Se per assurdo p # 0 si avrebbe per la (3):
{7“1 || 7o = Po1Py3 = hPy1Pi3

s1 || s2 = Pi3Paz = kP11 P

h—1

e — e —
Py1Pig =P Poi =11 || 51

h—1)P11 P13 = (k—1)P11 Py = uP1 P
3( —1)P11 P13 = (k— 1)P11 Po1 = pP11 Py &
(3)

assurdo contro 'Hp r1 Jf s1. Quindi deve essere p = 0, allora per la (3)
Py Pog = P11 P13, Pi3Pes = P11Pa

Py Pys = P11 P13 = kP 1Pia = kP P
21123 = P1113 = 11512 = 21122
Hp (4)

che e’ la tesi.
CASE: A #0
In questo caso 71 Jf ro. Infatti, se per assurdo lo fossero, si avrebbe
t—1le—s  ——
Jt#0: Py Py =tP11 Py = (t —1)P11 P = AP Py = TPuPu =P Py =1y | 51
(2)
assurdo. Percio’, r1 Jf ro.
Dalle (2), (3),

_ — s
Py1 Py — P11 P13 = pA\™ (Po1 Pag — P11 Pr2) (5)
Inoltre,

Py Pi3 = kP;1 Py [per Hp]
Py, Pao, Py3 € 79 = Pay Pag = k' Py1 Pyy (T))

e quindi

Py Py3 — P11 P13 = k' Py Pay — kP11 Pra (6)
sottraendo membro a membro dalla (5) la (6) abbiamo
-1 _ i N\p P N
Q = (,U)\ — ]C )P21P22 + (k — /J)\ )P11P12 (7)
_

e poiche’ 71 Jf ro, Pa1 Psa, P11 P12 sono Li, ovvero
puA Nt —k =0
k—puX~t=0
Quindi, dalla (T") si ha la tesi:

(7) < sk =p\=k=>k=F

Py Py3 = kP21 Pay
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1.7.2 Teorema di Pappo
Lemma 1.38. Hp:

dimA =2, r;,s; rettei =1,2

1 || T2
S1 H’I’l
S92 H S1

Pij = r;Ns; 1=1,2

Ts:
PPy = P1oPoo

Proof:

P11 Po1 = P11 Poy + PaoPoy = P11 Pio + PiaPas + Pos Py

Py Pyy — Pi1oPoy = P11 Py — Po1 Paa
1 || 72 = Pi1Po1 = AP12Pao
51 || s2 = P11 Pia = Py Pao

dalle ultime tre segue
e
(A=1)P1aPsy = (pp — 1) Po1 Poy < kP12 Poy = Po1 Py (1)

(1)

{rszz =>k=0=>A=1= PPy = PsP>

Nota?
O

Theorem 1.39. In un qualsiasi spazio affine A di dimensione 2, date due rette ri,rs, € i punti
P erj, i=1,2,3, j =1,2, distinti fra loro e tutti diversi da O = r1Nrqg (se esiste), tali che:

P11 Py || PiaPos (Hpl)
P51 Piy || PooPri3 (Hp2)

st ha che

51 = P11 Po1 || Pi3Pas = s2

Proof:
CASE: 71 }f 7o

3nella (1) abbiamo diviso per p— 1. Se u— 1 = 0 la divisione non sarebbe stata necessaria, poiche’ per la prop.

del parallelogramma avremmo ottenuto la tesi.
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P21,P22 € ro = OP21 = kiOPQQ (1)

— P
{OP21 — kOPy,

OPyy = kOPy3 (2)
= =
Hp2 ~ 2 9

Talete[1.37,pg.17]

—_— —_—
P117P12 cEry = OP11 = hOP12 (3)
OP; hOP
= —es oo
M 2 = OPs; = hOPy3 (4)
Hpl ~—
Talete[1.37,pg.17]

Consideriamo due vettori di s e sa:
P11 Py = —P51 P11 = —(P210 +OPy;) = OPy — OPyy

= kOPy; —hOPiy (5
— 22 — 12 ( )
1).(3)

—~

P13P23 = *P23P13 = 7(P23O + OP13) = OP23 — OP13 hilopgg — kilO.Plg (6)

2),(4

—
—~
=

(5),(6) = P11 P21 = hkP13Pa3 = s1 || 52
CASE: 71 || 9
In questo caso, per il lemma [1.38,pg.19] abbiamo
Py Po3 = P11 Pra

—— ——
Py Py = P12Pr3
sommando membro a membro:
- s _— _—
Py Py3 = P11 Pr3 = Py Py = PysPig = s1 | s2

parallelogramma

1.7.3 Teorema di Desargues

Theorem 1.40. In un qualsiasi spazio affine A di dimensione 2, date due terne di punti non
allineati: (Pj1, Pj2, Pj3), j=1,2, se

Py Pra || Po1Paa, PraPris || PoaPog, Pi3Pry || PasPoy
st ha che le rette
PyiPo,i=1,2,3
sono parallele o incidenti in uno stesso punto.

Proof:
Supponiamo che Py; Ps;,4 = 1,2,3 non siano parallele (altrimenti la tesi e’ verificata). Allora
possiamo porre {O} = Pi1 P21NP13Pas.
Per il thm di Talete ([1.37,pg.17}) applicato a Py Pio, Py Pss, abbiamo
O, P11, P € PriPyy = kOP1; = 0Py

e e
kOPH = OP21
P11P12 || P21P22

kOP; OP. 1
= 12 = 22 ( )
Talete [1.37,pg.17]
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Sia {CQ} = OP13NPy1 Pss.
P11 P13 || Po1Pos

sl o - kOP3 = OCy (2
kOPy, = OPy, ~~ 1 2 (2)

Talete [1.37,pg.17]
Poniamo {C5} = OPy3NPas Pas,
P15 Py3 || PaaPag

12713 ] 7227 - kOP3 = OCs (3
kOPyy = OPyy ~~ 1 3 ()

Talete [1.37,pg.17]
— —
Allora, dalla (2) e (3), OC3 = OCs,
— —
003 = OCQ = CQ = 03 = OCQ = OC3 = OPL; (4)
(3)
D -
Cy = C3 & OP13NPy1 Pog = OP13NPag Pag & Pa1 Poz = Pos Poz V 3!1Q € OP13NPa1 PasNPas Pos
la I possibilita’ €’ assurda contro ipotesi, quindi accettiamo la IT
Po3 € Po1 PosNPos Poz = () = Po3

Cy = C3 € OP13NPa1 PosNPas Pog = Co = C3 = Poy
In conclusione

OPy3 =0C; =0C3 = OPi3
(4)
OPy3 = OP5
che €’ la tesi.

1.8 Isomorfismi affini

Definition 1.41. Siano (A, V,—), (A, V' —) due spazi affini.
La funzione f : A — A’ si dice isomorfismo affine < 3f : V. — V' applicazione lineare
(isomorfismo vettoriale) tale che

VP,Q € A £(PQ) = f(P)f(Q)

diremo che f e’ I'isomorfismo vettoriale associato a f. Diremo inoltre che A ~ A’ (leggasi A
affinemente isomorfo a A’).
Se f: A— A, f verra’ chiamato affinita’.

Nota generale sugli isomorfismi

Si suole dire che un isomorfismo da un insieme strutturato a un altro insieme strutturato, preserva
tutte le proprieta’ dell’'uno e dell’altro. Spiegamo adesso il motivo.

Supponiamo di avere due insiemi strutturati: (A, R),(A’, R"), dove R, R’ sono le relazioni che
definiscono rispettivamente la struttura di A, A’. Supponiamo per convenienza che R, R’ siano
relazioni binarie interne, cioe’ RCAxA, R'CA’, A’. Allora, un isomorfismo f: A — A’ ¢ una
funzione biettiva tale che (a,b) € R < (f(a), f(b)) € R'.

Se vale una proposizione per a,b, R varra’ anche per f(a), f(b), R’. Ad esempio,

1. a,be A, (a,b) ER = a=b
2. a0V eA (dV)eR = d=V
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la 1. e 2. sono equivalenti, infatti, la 2. implica la 1.:

(a,b) € A, f biuniv. = 3a’, V' € A" : (a,b) = (f(d’), f(V))
(a,b) € R= (f(a), f(b)) € R

2.=d =V

d=b&fld)=fV)sa=0b

e la 1. implica la 2..

Ora torniamo agli isomorfismi affini. Quello che ci interessa e’ trasportare la struttura di
(A, V,—) in (A, V' «) e viceversa. Abbiamo percio’ bisogno di isomorfismo tra insiemi per
legare A ed A’, un isomorfismo vettoriale per legare V e V' e infine questi due isomorfismi
devono conservare la relazione — : AxA — V e «— : A’x A" — V' (che essendo una funzione
¢’ una particolare relazione binaria interna). Con R, R’ indichiamo rispettivamente — ed «, per
evidenziare che € una relazione (cioe’, RC(AxA)xV, R'C(A'x A" )xV'). Quindi, i nostri due
isomorfismi f,f devono essere tali che:

((a,b),v) € R ((f(a), f(b),f(v)) € R
& —(a,0) =v e —(f(a), (b)) = f(v)
Sab=v < fla)f(b) =1f(v)

che e’ proprio la definizione data di isomorfismo affine.

Proposition 1.42.

1. f e’ biunivoca.
2. Data f, f e’ univocamente determinata.

Proof:
(1)1. Dim 1.
(2)1. Dim f iniettiva: P,Q € Af(P)= f(Q)= P =0Q

f e un’applicazione lineare
(2)2. Dim f surriettiva: P’ € A= 3P e A: f(P)=P’
Sia0O e Ae O = f(O).
P
O,PcA=>0P=veV
OcA f1(W)=v = IPecA: OP=v
~~
As. 1

f(v) = & f(OP) = O'P' < f(O)f(P)=0O'P' & O'f(P)=O0'P & f(P) =P

(1)2. Dim 2.
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Supponiamo che esista un’altra ¢ : V. — V' isomorfismo vettoriale associata a f.

—_—
veEV = FP Qe A: PQ=v
As. 1

VP,Q € A £(PQ) = f(P)f(Q)

P,Qe A o(PQ) = f(P)f(Q)
Yo eV f(v) = ¢(v) -

Definition 1.43. Fissato un v € V, chiameremo traslazione la funzione t, che soddisfa la
seguente relazione:

ty: A— A
VPe A Pt,(P)=v

t, € una affinita’, infatti, per ’'As. 1, t, ¢’ una funzione ben definita ed e’ anche biettiva.
Inoltre, I'isomorfismo vettoriale ad essa associato e’ I'identita’.

Proposition 1.44.

ty : A — A e’ una traslazione = f =1id

f: A— A una affinita’ t.c. £ =id = f e’ una traslazione

Proof:
(1)1. Dim =
Dimostriamo che f = id: . . .
ty(P)ty(Q) = t,(P)P + Pt,(Q) = t,(P)P + PQ + Qt,(Q) = —v + PQ + v = PQ

L — — _—
ld(PQ) =PQ = tv(P)tv(Q)
(1)2. Dim <«
In sostanza, basta procedere a ritroso: siano P,Q € A, si ha:

(PP + PG+ Qf(Q) = t,(P)P + Pt,(Q) = f(P)f(Q) = £(PQ) = PQ
per Hp
F(P)P+PQ+Qf(Q) = PQ = Qf(Q) = Pf(P)

— —
quindi, chiamando v = Q f(Q), abbiamo VP € A Pf(P) =v. Percio’ f =t,.
O

Proposition 1.45. Fissando un isomorfismo vettoriale £, lisomorfismo affine f non e’ univo-
camente determinato.

Proof: Infatti, dalla proposizione [1.44,pg.23] segue che per ogni v € V riusciamo a trovare un
isomorfismo affine che ha la stesso isomorfismo vettoriale (I'identita’).

Example 1.46. Sia (A, V,—), dim A =n, e sia Q = (O, e1, €2, ...,¢e,) un riferimento

f:A— A"
f(P) =[Plo

¢’ un isomorfismo.

23



Proof:
Per la definizione di [Plq, f e ben definita ed e’ biunivoca *. Resta da trovare f: sia P,Q € A

f(P)(Q) = f(Q) — f(P) = [Qla — [Pla

quindi basta porre f(P—Q)) = [Qla — [Pla
O
Proposition 1.47. Dati due isomorfismi affini
f:A— A
g: A — A
la loro composizione h = gof e’ un isomorfismo affine, e inoltre h = gof
Proof:
Troviamo h (nota®):
—_— —
h(P)R(Q) = g(f(P))g(f(Q)) = g(f(P)f(Q)) = g(f(PQ)) = gof(PQ)
quindi, h = gof
O

Proposition 1.48. La relazione di isomorfismo affine e’ una relazione d’equivalenza nella classe
di tutti gli spazi affini.

Proof:

(1)1. Riflessivita A~ A
Basta una qualsiasi traslazione di A.

(1)2. Simmetria: A~ A' = A’ '~ A
Siano f I'isomorfismo affine di A — A’. Scegliamo g = f~! come isomorfismo affine inverso,
calcoliamo il suo g per dimostrare che si tratta di un isomorfismo affine:

PLQ e A= g(P)gQ)=gPQ) (1)
IP,QeA: f(P)=P, f(Q=Q < P=f1P), Q=f1Q)

£(PQ) = /(P)f(Q) = P'Q/
(1) & PQ = g(£(PQ))
g:=f"

quindi f~! ¢’ I'isomorfismo vettoriale cercato.
(1)3. Transitivitas A~ A"~ A" = A~ A"
Per la prop. [1.47,pg.24] segue la tesi.

Proposition 1.49. Spazi di dimensione uguale sono isomorfi.

Proof: Basta considerare 1'esempio [1.46,pg.23]: dati due spazi A, A" di ugual dimensione:

A A" A= A A

—
4i] vettore OP ¢’ combinazione unica di ey, ea, ..., en
5Usiamo impropriamente il simbolo — per tutti e tre gli spazi A4, A", A"
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Proposition 1.50. Dati (A, V,—), (A, V' <) affinemente isomorfi mediante f : A — A,
si ha

S=(P,W)<As f(5)=(f(P)f(W)) <A

dim S = k < dim f(S) = k

ST < f(S) | f(T)

f(PLPy . Py) = f(P)f(P2)... f(Pa)

f(ST) = f(S)F(T)

Inoltre, dati S < A, T <A’

AR e

6. dimS =dimT < 3f: S — T isom. affine

Proof:
Le proposizioni 1.,2.,3. derivono direttamente dal fatto che f, essendo un isomorfismo affine,
preserva le relazioni degli spazi affini (vedi Nota generale sugli isomorfismi [1.41,pg.21]).
Infatti,
1. La relazione essere un sottospazio e basata sulla relazione — e € che sono tutte e due
preservate da f,f. Quindi,

S:(P,W):{QGA: R)’zwew}

o R——
F(8) = {F(@Q) € f(A) = A': [(P)F(Q) = f(w) € E(W)} = (F(P),E(W)) < A
2. Poiche’ f €’ un isom. vett., si ha che dim W = dim f(W)
3. La relazione || e’ basata sulla relazione C, che e’ preservata da qualunque isomorfismo tra
insiemi, e in particolare da f
4. La relazione di congiungente e’ basata sulla relazione di C, di N e di sottospazio: ST e’ il
piu’ piccolo sottospazio contente S e T'.
Dimostriamo la 6.
S<A = S e uno spazio affine
—~
[1.6,pg.3]
T < A" = T ¢ uno spazio affine
dim S = dimT
= S~T
—~
[1.49,pg.24]
il viceversa deriva dal fatto che f ¢ un isom. vett. e quindi le due giaciture di S,7T hanno
ugual dimensione.

O

Theorem 1.51. Dati due spazi affini (A, V,—), (A, V' <), un isomorfismo vettoriale f :
V — V', due punti O € A, O' € A, allora

ANf: A— A isom. aff. tale che
f0)=0

f e’ lisom. vett. associato a f

Proof:
(1)1. Calcoliamo f
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SiaPec A

—
f(OP) = f(0)f(P) = O'f(P)
— DA ——
allora come f(P) prendiamo quell’'unico punto, dato dall’As.1, tale che f(OP) = O’ f(P)
Cosi’ f resta ben definita. E’ ovviamente unica: se esistesse un’altra g si avrebbe,

O'g(P) = 9(0)g(P) = £(OP) = f(O)f(P) = O'f(P)
0'g(P) = O'f(P) < g(P) = f(P)

O

Corollary 1.52. Dati due spazi affini (A, V,—), (A, V' <), dimA =dim A" = n, e i punti
PeA Q;,eA i=0,1,...,n rispettivamente indipendenti, si ha
A f isom. aff. tale che

Proof:

Py, P,...,.P,eAli. < i vettori PyP;,i=1,...,n sono Li
~—
[1.18,pg.11]

—_ —_
HPOPZ-|i:1,...,n}‘:n:dimV: {PoPi|i:1,...7n} e’ una base di V

Q()7Q17~~~7QnEAl~i«<:>QOQii:1,2,...,n1.i
e
{QoQi |i= 1,...,n} e’ una base di V'

Supponiamo che esista una f isom. aff. Allora Vi =1,2,... n, si ha
{f(P(J)f(Pi) = f{(RP)
f(Po) = Qo, f(F) =Qi= f(Po)f(P) = QoQ;
Ma di f: V — V’ isom. vett. che soddisfa la (1), ne esiste una sola, perche’ PyP; e QoQ;
sono 1 vettori della base di V e V' (vedi [AL,7.5,pg.39]).

A questo punto, poiche’ f(Py) = Qq, e poiche’ abbiamo trovato la f, per il thm [1.51,pg.25],
Ag: A — A isom. aff.taleche

= f(RP) = QoQ: (1)

9(Po) = Qo
g=f
Dimostriamo che g = f: per ogni i =1,2,...,n si ha:
—_—
(o

9(Po)g(Py) = g(RP) = £(PyP) = f(Po) f(Py) = QuQ:

QOg(Pi)

Qua(P)) = QoQ: < g(P) = Q;
O

Corollary 1.53. Nelle ipotesi del cor [1.52,pg.26], dati i punti P, € A, Q; € A i =0,1,...,k
rispettivamente l.i., ma con k < n, si ha che lisomorfismo affine f non e’ unico.

Proof:
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Basta infatti completare i k + 1 punti, ottenendo n + 1. A questo punto, applicando il cor
[1.52,pg.26], esistera’ f. Questo f pero’ varia al variare dei n — k punti usati per compleatare
i k+ 1 punti. Quindi, non e’ unico.

O
Example 1.54. Sia
Aff(A)={f: A— A] f ¢ un’affinita’}
allora (Aff(A),o) e’ un gruppo.
Proof:
1. Aff(A) # 0 dato che ci sono almeno le traslazioni.
2. Per la prop. [1.47,pg.24], Poperazione di composizione o €’ interna.
3. . € associativa
4. L’elemento unita’ e’ I'identita’ id:
idof = foid = f
5. L’inverso di f e’ f~! (dato che f e biettiva):
fof ' =id=flof
O

Example 1.55. Fissato O € A, consideriamo il seguente sottoinsieme di Aff(A) :
Affo(A) = {f € Affi(A) | f(0) = O}

, ovvero sono tutte le affinita’ su A che lasciano invariato O.
(Affp(A), o) e un sottogruppo di Aff(A).
Inoltre vale il seguente isomorfismo tra gruppi:

Affo(A) ~ GL(V)

Dove GL(V) €’
GL(V)={f:V — V| f isom. vett. }

Questo insieme €’ isomorfo a
GL,(K) = {m e M""™(K) | detm # 0}
(dove K €’ il campo di V): vedi thm [AL,7.12,pg.44]. )

Proof:
(1)1. Dim Affp(A) < Aff(A)
Usiamo la prima caratterizzazione dei sottogruppi:
id=e e Aff(A), id € Affp(A)
f.9 € Affo(A)
g0)=0g'0=0=g"' e Aff5(A)
fog(0) = f(g(0)) = f(O) = O = fog € Affo(A)
(1)2. Dim Affo(A) ~ GL(V)
Usiamo applicazione ¢ : Affo(A) — GL(V) che associa ad un f € Affp(A) il suo f isom.
vett.
Come abbiamo visto in prop.[1.42,pg.22], f ¢’ univocamente determinata da f. Quindi ¢ €’
ben definita. Inoltre, ¢ €’ biunivoca perche’, per il thm [1.51,pg.25], anche f €’ univocamente
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determinata da f. Infine,

¥(fog) = fog = ¥(f)ov(g)
per quanto visto in prop.[1.47,pg.24].

Example 1.56. Dato (A4,V,—),

=
=
[

{t, : A — A traslazione |v € V}
< Aff(A)
~—~
sottogruppo

2. T(A) A

Nyt

isom. di gruppi

La proposizione 2. spiega perche’ possiamo pensare ai vettori di uno spazio vettoriale come le
“freccie” di traslazione.

Proof:
(1)1. Dim T(A) < Aff(A)
Usiamo la prima caratterizzazione dei sottogruppi:
id=eec Aff(A), id=1ty € T(A)
ty,tw €T(A), P A
tw(P) = Q
Ptyty(P) = Pty (P) + tw(P)tyty(P) = w + ty(P)tyty(P) =w + Qt,(Q) =w+v €V
= tyty = tyrw € T(A)
tot_y =ty y=tg=id=t, ' =t_, € T(A)
(1)2. Dim T'(A) ~V
Usiamo l'applicazione v : T(A) — V cosi’ definita:
w(tv) =v

1 e’ sicuramente biettiva. Inoltre,

Y(tytw) = V(togw) =v+w = 1P(ty) + Y (tw)

Theorem 1.57. Data f € Aff(A), si ha

1. f = goty

g € Affp(A), v, w eV :
g o(A), v, w {2. = tuog

ovvero, ogni affinita’ si puo’ esprimere come composizione di una traslazione e di una rotazione
o omotetia.

Proof:
Poniamo

v=-0f10)eV
w=0f(0) eV
g = fot™t, = fot_, € Aff(A)

g =t wof =t_yof € Aff(A)
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per costruzione g e g’ soddisfano rispettivamente la 1. e 2.

e T—

= —v=0f"Y0) = t_,(0) = f71(0)

O0t-.(0) =
t_, € una trasl.
9(0) = fot_,(0) = fof 1(0) = O = g € Affp(A)
Ot,(0) =w =0f(0) = f(O) =1,(0)
g (0) =t_yof(0) =t_yoty(0) =id(0) = 0 = ¢’ € Affp(A)
Per la [1.47,pg.24], abbiamo:
g=ft_,=foid="f

g =t_y,of =idof =f

9,9 € Aff(A)

o _ o
9(0) =4g'(0) =0 = 9=y
g= g/ =f thm[1.51,pg.25]

Quindi g €’ unico.

f=got, &g tof =t,
allora t, e’ determinato da g e da f. Ma g €’ unicamente determinato da f. Quindi ¢, €’
unicamente determinato da f.
Poiche’ per 'exp [1.56,pg.28] si ha T'(A) ~ V, abbiamo che v €’ unicamente determinato da
t, e quindi da f.
Analogo ragionamento per w.
O

1.8.1 Omotetia

Definition 1.58. Sia ¢ : Affp(A) — GL(V) visto in [1.55,pg.27]. Sia inoltre ¢ € K.

Sia f € GL(V), definita da f(z) = cz.

f=v"Yf) € Affo(A) si dice omotetia di centro O e rapporto c.

Definiamo i seguenti insieme:
Qo = {f € Affo(A) | f =21 (f), f(z)=cx € GL(V), c€ ]K}
Qoc={f€Q | f=v7(f), f(z)=czeGL(V)}

ovvero, l'insieme di tutte le omotetie di centro O e l'insieme di tutte le omotetie di centro O e

rapporto c.

Proposition 1.59. Dato f € Affp(A),

e T

fe€Qoc.e Of(P)=cOP

Proof:
(1)1. Dim <

FO)f(P)==0f(P)

£ (OP) —— .op




Proposition 1.60.

Q0.0) < (Afio(A).0)

sottogruppo

Proof:
Di certo Qo CAffo(A).
1. L’elemento neutro di Affo(A) ¢’ id.
[N

Old(P) =O0P = id € QOJQQO

prop[1.59,pg.29]
2. Siano f € Qo.,9 € Q0,4

—
07(P) = OF(g(P)) = cOg(P) = cdOP = fg& 900
prop[1.59,pg.29]
3. L'inverso di f € Affp(A) e f~!. Dimostriamo che sta’ in Qo.
Sia g € Qp -1,

Og(P) = %0_15

Ofg(P) = cOg(P) = cc"1OP = OP
Ofg(P)=OP = fg(P)=P = fg=id =, g=f"

f,g biett.
—1
f =gc QO,C*I

Definition 1.61. f € Qo _; si chiama simmetria, e si indica con oo
f(P) si dice simmetrico.
Dalla [1.59,pg.29] si ha:

oo

Of(P) = —OP

fP)
Un insieme XCA si dice simmetrico di centro O < oo : X — X €’ biunivoca < Vr €
X Uo(x) eX
Proposition 1.62.

S<A=VYOeS S e simmetrico di centro O

ovvero, S e’ simmetrico rispetto a ogni suo punto.

Proof:
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PeS=(PW)
e — =
Ocop(P)=—-0OP €W & Ocp(P) e W = o0p(P) e S

1.8.2 Equazioni di un’isomorfismo

Proposition 1.63. Sia dato f : A — A’ isomorfismo affine e siano stabiliti due riferimenti
Q=(0,B), =(0,C) su A eA. Allora, preso P € A, si ha

(P = Mp,c(£)Pla + 1f(0)]er

Mp o(f) matrice associata all’isom.vett. £

Nota: se f =1id : A — A, allora otteniamo [’equazione del cambiamento di base vista in
[1.3,p9.2]
Proof:

Sia

O'f(P) = O'f(0) + f(O)f(P) = O'f(O) + £(OP)
[0'f(P)lc = [0'f(O)]c + [f(OP)]c &
& [f(P)lar = [f(O)or + ' (Mp,c(D)[OP]5) «

& f(P)lor = OVl + Mp.c(£) 0P
(1)1. Dimostrazione alternativa
Indichiamo con f() il seguente riferimento: (f(O),f(B)).
Poiche’ f e’ un’isomorfismo affine, esso preserva le relazioni definite in .4 nelle relazioni cor-
rispondenti in A’, quindi si ha:

[Pla = [0P)5 = [£(P)](0) = [EOP)]scs) = (Ms.ec) (£)(OP] 5 )

(Pl = Mp g (£)OP] (1)
A questo punto basta cambiare base in A’: passiamo da f(£2) ad ', usando la prop [1.3,pg.2]:
T (P)or =1f(O)la + Pey—cIf (Pl (2)
Ricordandoci che Pe(py—c = Mg(py,c(id), e utilizzando la (1) abbiamo:
—
(2) & 1f(P)ar = 1f(0)]er + Mi(p) 0 (id) Mp ¢(5) (£) [OP]p (1.1)
Per il thm [AL,7.9,pg.43] di Algebra Lineare,
Ms(p),c(id)Mp ¢(5)(f) = Mp,c(foid) = Mp,c(f)

quindi .
(L1) & Uf(P)lor = 1f(O)er + Mp,c(f)[OP]5
che ¢’ la tesi.
O

Proposition 1.64. Dati i due spazi affini A, A" di dimensione n, e i due rispettivi riferimenti
Q=(0,B),Q =(0,C) sia data la sequente equazione

Y=MX+B (1)
M e K™ detM #0
Y,X,B e K™t

dove X e’ la coordinata di un punto di A eY di A'. La (1) definisce univocamente un isomor-

fismo affine f: A — A'.
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Proof:
Poiche’ det M # 0, p(M) = n, quindi a M possiamo associare per il thm [AL,7.8,pg.42], un
unico isom. vett. g: A4 — A’
Per la (1) ricaviamo Y:
Y = M'[O]g + B
a Y associamo quell’unico punto P’ € A’ t.c. {P']qr =Y. P’ esiste grazie all’isomorfismo
visto in exp. [1.46,pg.23]. Ovvero, imponiamo che:
£(0) = P’
Allora per la [1.51,pg.25] f t.c. f(O)= P’ e f =g esiste ed e’ unico.

2 Forme bilineari

Sia dato un K spazio vettoriale V finitamente generato, ovvero di dimensione finita n.

Definition 2.1. Una forma bilineare e’ una funzione
b: VxV — K
che rispetta le seguenti condizioni Vv, v, w,w’ € V Vc € K:

b(v+ v, w) = b(v,w) + b(v',w)
bv,w+ w") = b(v,w) + blv,w)

cb(v, w) = b(ev, w) = b(v, cw)
Se vale
b(v,w) = b(w, v)

allora b si dira’ simmetrica.
Con Bil (V,K) indichiamo l'insieme di tutte le forme bilineari del tipo b : VxV — K.

Proposition 2.2.
b(v,0) = b(0,w) =0 Yo,w €V

Proof:
b(v,0) = b(v,0+ 0) = b(v,0) + b(v,0) < b(v,0) =0

Proposition 2.3. Sia B = {ej,es,...,e,} una base di V.
Sia A € K™"™. Allora,

b(v,w) = ([v]ATw])11 Yv,w €V
con [v] vettore delle componenti di v rispetto a B

e’ una forma lineare.
(Nota ©).
Inoltre,

b(ei, 6]') = Aij

6[v]Afw] e’ una matrice 1 x 1. ([]Afw])11 € il suo elemento di posto 1,1
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Proof:
(1)1. Dim che b €’ bilineare

Usando le proprieta’ delle matrici:
b(v -+ 0/, w) = (o + ] Aw])11 = (] + WD AT = (o] Auw] + ] AT

= ([v]ATw)u + ([ ]ATw]) 1 = b(v,w )
b(v,w +w') = ([ ATw +w')i1 = (W) A([w] + [w])11 = ([]ATw] + []ATw )1 =

= ([o]ATw) + ([p]ATw D11 = b(o, b(v, w')
cb(v,w) = e([]ATw)) 1 = ([ev]ATw))n =

([v]ATew])11 = b(v, cw)
(1)2. Dim b(e;, e;) = A;j

0 i#h
i = 0707"'5 1 707"'70<:> i = .
e = ( ) & (lein {1 T
posto i-esimo
0
0
[ei]At[ej](O 0 ... 1 0o ... O>A 1 _
posto i-esimo posto j-esimo
0
0

= (k=1 =i (leiDnAnk) ([es)k) = (As)

matrice 1x1

bles, e5) = ([ei] Allej]) 1 = Aij

Allora, per definizione di b:

Proposition 2.4. Sia B = {ey,ea,...,e,} una base di V.
Data b: VXV — K, forma bilineare, poniamo la sequente matrice nxn:

Aij = b(ei, €j) i,j (S {1, 2, . 7n}
allora si ha
b(v,w) = ([]ATw])11 Yo,w e V

Proof:
Scomponiamo v, w utilizzando la base B:
v=x1€1 + -+ Tpen

w=yie1 + -+ Ynen
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allora
b(v,w) =b(w1e1 + -+ Tpep, yre1 + - + Ynen) = Z b(wiei, yje;) =
i,j€{1,2,...,n}

= Z z;b(es, e5)y; = Z <Z :Eib(ei,ej)> Yj =

i,j€{1,2,....,n} j=1 \i=1
b(elv 61) b(elv 62) b(elv en) Y
= (x1 @2 ... ) e D = [v]ATw]
b<€n’ 61) b(en’ 62) b(ena en) Un
Proposition 2.5.
[’U] = ((El,.’bg, cee vmn)v [w] = (y17y27 cee 7yn)
b(v, w) = ([v]ATw])11 = Z blei, e5)Tiy; = Z Aijriy;
i,7€{1,2,...,n} i,7€{1,2,...,n}

Proof: La dimostrazione e’ implicita nelle dimostrazioni delle prop [2.4,pg.33], [2.3,pg.32]

Proposition 2.6. Definiamo le operazioni +,- su elementi di Bil (V,K):

(bl + bg)(v,w) = bl(l}, w) + bg(v,w)
(C'bQ)(an) = C'bQ(an)
Vb1, by € Bil (V,K), Yo,w €V, VeeK

(Bil(V,K),+,K, ) e’ uno spazio vettoriale.

Proof:

(1)1. Dimostriamo che (Bil (V,K),+) e’ un gruppo abeliano
(2)1. Loperazione + €’ interna e ben definita
(2)2. + €’ associativa

(b1 + (b2 + b3)) (v, w) = by (v,w) + (b + b3)(v,w) =
= by (v,w) + ba(v,w) + b3(v,w) = (by(v,w) + ba(v,w)) + bz(v,w) = ((by + ba) + b3) (v, w)

In sostanza, + e’ associativa perche’ si basa sul 4+ del campo K.

(2)3. + €’ commutativa
Come prima: + € commutativa perche’ si basa sul 4+ del campo K.
(2)4. La funzione nulla e’ I'elemento neutro
(2)5. L’inverso di b(v,w) € —b(v,w)
(1)2. Poiche’ +,- si basano sul +,- del campo K, si verifica facilmente che valgono le proprieta’
del prodotto esterno
O

Proposition 2.7. Fissata una base B di 'V, si ha
(Bil (V,K), +,K,0) ~ (K™", +,K, o)
ovvero esiste un isomorfismo vettoriale tra Bil (V,K) e K™".

Proof:
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Sia b € Bil (V,K). Sia B = {ej,ea,...,e,} una base di V.
Up(h)=A
con A;j = b(e;, e;)
e’ I'isomorfismo cercato.
(2)1. Up € iniettiva
Sia Up(b) = Up(b), ovvero
b(ei,e;) =b(eiej) i,j€{1,2,...,n}
Per la prop [2.4,pg.33],
b(v,w) = ([v] f(b) w11 = ([W] ) [w])11 = V' (v, w)
Yv,w eV
(2)2. Up € surriettiva

Sia A € K™™. Allora, per la prop [2.3,pg.32], possiamo prendere la forma bilineare definita

come:
b(v,w) = [v]Aw] Yv,w €V
e sempre per la prop [2.3,pg.32],
blei, e;) = Aij
Quindi (b)) = A
(2)3. U € lineare

Up(b+b)=C
con Oij = (b—|— b’)(ei,ej) = b(ei,ej) + b'(ei,ej) = Aij + A;]
=C=A+A

Upb+b)=C=A+A =VUg(b)+ Up(b)

\I/B(Cb) =C
con Cy; = (cb)(ei,e;j) = c(b(es, e5)) = cAij
=(C= CAl'j

Up(ch) = C =cA;; = c¥p(d)

Proposition 2.8. b ¢’ una forma bilineare simmetrica < ¥p(b) e’ una matrice simmetrica

Proof:
(1)1. Dim =
b simmetrica < b(v, w) = b(w,v)
\I/B(b) = A, con Aij = b(ei, Ej) = b(ej, ei) = Aji
= A e’ sym
(1)2. Dim <«

Asym < A="4
b(v, w) = [v] Aw] = " (W] ATw]) = [w]ATv] = b(w, v)

e’ una matrice 1x1

Proposition 2.9. Dall’ultima proposizione seque che Bil (V,K)  ~ Sym(n, K).

O

O

Dove Bil (V,K), e’ l'insieme delle forme bilineari simmetriche e Sym(n,K) e’ linsieme delle
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matrici nxXn simmetriche.
Anzi, questo e’ un isomorfismo tra sottospazi vettoriali.

Proposition 2.10. Siano B = {ey,...,e,},B ={€},... e} due basi di V.
Siano

bt/ : VxV — K
due forme bilineari e infine sia,

Ai]‘ = b(e,',ej), Al

j

=b(e,e)

i1 Cj

allora
b=b <o A= tPB‘}B/A/PBHB/

dove Pp_.p €’ la matrice di passaggio.

Proof:
(1)1. Dim <
Per la prop [2.4,pg.33] abbiamo
b(v, w) = [v]pA'Tw]p
V(v,w) = [v]g Aw]p
b=0b = bv,w) =b(v,w) & v]pATwlg = [v]|p Alw|p =
= (Pp_pTv)p)A (Pp—p'Tw|p) = [v]g("Pp—p A’ Ps_p ) w]p

fv]pr=Pp_,p''v]ls

V’U,’LU ev [’U]BAt[’LU}B = [’U]B(tPB_,B/A/PB_,B/)t[w]B S A= tPB_,B/A/PB_,B/

Corollary 2.11. Nelle ipotesi della prop [2.10,pq.36], si ha
A='MA'M, M €K™, det M £0 e b=
o equivalentemente:
A="MA'M, MeGL,(K)=b=1V

Proof:
(1)1. Dim =
Infatti, poiche’ M €’ invertibile, per la prop [AL,7.16,pg.47],
dBbasediV: M= PBHB’
allora
A= tPBHB/A/PBA,B/
e quindi per la prop [2.10,pg.36] si ha b =¥’
(1)2. Dim <«
Dalla prop [2.10,pg.36] abbiamo
A= tPB*}B/A/PB*)B/
ma Pp_,p essendo matrice di passaggio e’ invertibile, quindi la tesi.
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2.1 Congruenza

Definition 2.12. Date A, A’ € K™"
A~ A ©3IMeGL,(K): A="MA'M
diremo che A e’ congruente a A’

Proposition 2.13. ~ e’ una relazione d’equivalenza

Proof:
(H1. A~ A

Basta scegliere M = I, con I matrice identica.
(1)2. A A=A~ A

An A s A="MAM & (M) "AM ™" = A o (MYAM™ = A’

prop[AL,1.35.1,pg.12]

1

M M= M1 L, (K
det M # 0 = det detM7éO:> € GL,(K)
A~ A

(1)3. Am A/, A"~ A" = A ~ A

A~ A A =AM,
= A ="M{'"My A" My M, = (MyMy)A” (MyM
{A,NA,, {A/:tMQA,/MQ 1 2 24171 ( 2 1) ( 2 1)
detMng = detMg detM1 7é 0
N N N~
thm Binet #0 #0
ANA//

Proposition 2.14. Dal cor [2.11,pg.36] e dalla precedente proposizione, seque che
A~rA b=V

ovvero, le matrici associate a una stessa forma bilineare sono congruenti, e viceversa, matrici
congruenti definiscono una stessa forma bilineare.

Proposition 2.15.
A~ A= p(A) = p(A)

Proof:
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A~nv A o A="MA'M
/ _ /
JAM) = pA)
prop.[AL,7.13,pg.45]
N:=AM
{M € GL,(K)

A e Koo = det M = det'M # 0 = 'M € GL,(K)

t —
JR— = p("MN) = p(N)
prop.[AL,7.13,pg.45]
p(‘MN) = p("M(A'M)) = p(A'M) = p(A")

p(A) = p("MA'M) = p(A")

{tM € GL,(K)

O

Definition 2.16. Da quest’ultima proposizione [2.15,pg.37] e dalla prop [2.14,pg.37] si ha che
le matrici associate a una stessa forma bilineare hanno tutte le stesso rango.
Ha allora senso definire il rango di una forma bilineare:

dove A e’ una qualsiasi matrice associata a b

2.2 b degenere

Definition 2.17. Sia b: VxV — K una forma bilineare,

b e degenere < p(b) < dimV
b non e’ degenere < p(b) = dimV

Proposition 2.18.

b non e’ degenere < Yv € V\{0} JweV: b(v,w) #0Yw e V\{0} FveV: blv,w)#0

Proof:
(1)1. Dim =
Sia A la matrice associata a b rispetto alla base B.
Dobbiamo dimostrare che preso v € V, v # 0, esiste w € V t.c.
b(v,w) = [v]gAw]|p # 0
allora,
b non e’ degenere < p(b) = p(A) =dimV =n
Ae K" p(A)=n= det A#0
Sia X € KM
detA#£0 & l'unica soluzione di XA = (0,0,...,0) ¢ X
<~

per Cramer

(0,0,...,0)

v#0=[v]g #(0,0,...,0) = [v]pA # (0,0,...,0)
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Sia (up,us,...,u,) = [v]gA e supponiamo che wu; sia il primo elemento non nullo. Allora,
poniamo
Y =(0,0,...,0, 1 ,0,0...,0,0)
posto i—esimo
avremo allora

XAY =(XAY =0 0 ... 0 w g1 .. uy) < = () #0

posto i—esimo

0

XAY #0
Quindi, se come vettore w scegliamo w € V : [w]|g =Y, avremo
b(v,w) = [v]pAw]g = XAY #0
(1)2. Dim <«
Pensiamo in termini di componenti.
Se per assurdo presa una X € Kb @ X # (0,0,...,0)
XA=(0,0,...,0)
allora VY X AY = 0, questo e’ assurdo, perche’ per Hp
Jy e K™': XAY #0
Quindi,
VX e K'Y X #£(0,0,...,0) XA#(0,0,...,0)
Quindi, l'unica soluzione di XA = (0,0,...,0) ¢ X = (0,0,...,0), e percio’ per Cramer,
det A # 0.
det A # 0 < p(A) = n < b non degenere
O

Definition 2.19. Sia b: VXV — K una forma bilineare.
Sia UCV sottospazio.
La forma bilineare:

b :UxU — K
b (v, w) := b(v,w)

si chiama indotta di b su U

Proposition 2.20. Sia UCV sottospazio.

b: VxV — K non degenere # V' : UxU — K non degenere

dove V' e’ lindotta di b su U.

Proof:
(1)1. Mostriamo un controesempio
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Poniamoci in V = R2.

quindi A e’ non degenere, mentre A, una matrice associata a b, lo e’.
A titolo dimostrativo, calcoliamo A’, la matrice associata di b rispetto alla base B = {(1,1), (1,—1)}:

1 1
PB—)E = (1 ]_)
! __t = 1 1 0 ! . ' - . ¥

2.3 Ortogonalita’
Sia b: VXV — K una forma bilineare simmetrica.
Definition 2.21. Presi v,w € V, diremo che
vlyw < b(v,w) =0
Sia SCV,
St ={veV|vweS viyw}
Siano U, WCV | diremo che

ULw Eucwt o weute

Proposition 2.22. S** e’ un sottospazio vettoriale di V

Proof:

v,w € ST s vlys, wlys Vs €S < b(v,s) =bw,s) =0 Vs € S
b(v+w,s) =b(v,s) +bw,s) =0 v+wlys Vs€S v+we St

kekK

b(kv,s) = kb(v,s) =0 Vs € S & kvlys Vs € S < kv e St
O

Proposition 2.23. Sia UCV sottospazio vettoriale, e sia C = {uy,uz,...,u,} una sua base,
allora preso un v € V,

veUY vl Vi=1,2,...,r
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In sostanza, per verificare che v sta’ in ULv, basta verificare che v sia ortogonale con i vettori
della base di U.

Proof:
(1)1. Dim =
Per la definizione di U+ e perche’ u; € U.
(1)2. Dim <«
Preso un qualsiasi u € U, possiamo scomporlo usando la base C'

u = E Q; U;
i=1

Quindi
b(v,u) = b(v, Z aju;) = Zai b(v,u;) =0
=1 =1

H’/—’
=0
= vlpu
per Parbitrarieta’ di u, v e’ perpendicolare ad ogni U.

Definition 2.24. V=1* si chiama radicale di V rispetto a b

Proposition 2.25. b: VxV — K forma bilineare simmetrica,
b e’ non degenere < Vv = {0}

Proof: Per la prop [2.18,pg.38]
b e’ non degenere VYo e V: v#£0 JweV: blv,w)#0

JweV: bo,w)#0vgVE YoeV: v£0s Vi ={0}

Proposition 2.26. Data la forma bilineare simmetrica b: VxV — K, sia b’ la sua indotta su
U, si ha

V' e’ non degenere < U*nU = {0}

Proof: Per la prop [2.25,pg.41], si ha

V' ¢ non degenere < UMY = {0}
ULv sono tutti quei vettori di U ortogonali a tutti i vettori di U tramite b’, cioe’ UL ¢’ il
radicale di U rispetto a b, quindi:

Ut ={veU|YueU vlyu}
Poiche’
vlpu & vlpu
~

b’ e’ I'indotta di b

abbiamo
Uty ={veU|VueU viyu} =U"nU

Proposition 2.27. Data b: VXV — K, forma bilineare simmetrica,

{b non degenere it + dim Ut = dim V

UCV sottospazio
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Proof:
Sia C = {uy,uz,...,u,} una base di U. Completiamola a una base di V:
B=CU {U7-+1, ce ,U,n}
(2)1. Sappiamo per la prop [2.22,pg.40] che U+ e’ uno spazio vettoriale. Calcoliamo le sue
equazioni cartesiane.
Sia A la matrice associata a b secondo la base B, cioe’ A;; = b(u;, u; ).
Per la prop [2.23,pg.40],
veUbY svlyu; Vi=1,2,...,r & bu,v)=0¥i=1,2,...,r =

& [u|pAv)p =0Yi=1,2,...,r (1)

Poiche’
[us]B = (0,0, ..., 1 ,0,0,...,)
i—esimo posto
, si ha

[ui]BAt[v]B =0& Ait[U]B =0
dove A; €’ la riga i-esima di A.
Allora, il sistema (1) equivale a
Alp =0 (2)
dove A’ ¢ la matrice formata dalle prime 7 righe di A, e 0 in questo caso €’ la colonna tutta
di zeri.

(3)1. p(A) =r
Se per assurdo p(A’) < r, allora ci sarebbe almeno una riga A, di A’ dipendente dalle
altre, ma le righe di A’ sono le prime r di A, quindi p(A4) < n. Questo e’ assurdo perche’
b €’ non degenere.

Adesso conosciamo il rango della matrice dei coefficienti del sistema (2), che e’ il sistema di
UL, quindi
dimU* = dimV — p(A") =dimV — r = dimdim V — dim U
che €’ la tesi.
O

Proposition 2.28. Data b: VXV — K, forma bilineare simmetrica, b’ indotta di b su UCV,

= dimU + dimU** = dim'V

b non degenere
UCV sottospazio

Proof: Basta usare la dimostrazione della proposizione [2.27,pg.41]. L’unica differenza e’ che
non €’ necessario calcolare p(A’):

Sia A” la sua matrice associata di b’. Poiche’ b’ e’ non degenere, p(A”) = r = dim U

A" €’ un minore di A, quindi p(A’) > r. Ma A’ ha r righe, quindi p(A4’) = r.

Corollary 2.29. Data b: VXV — K f.b. simmetrica, non degenere, e UCV sottospazio,
(UJJ))Lb — U

Proof: N
(H1. ucu+e™
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Ut ={veV |vlyu YucU}
wel, veU =ulyw
=YoeU™ ulyweuc UJ"’LB = {v eV |vwe Ute vJ_bw}
dim (U2)" = dimV—dim (U*) =dim V — (dim V = dim U) = dim U
prop[2.27,pg.41]
{manLglb:dmuJ

_rrlyte
UgULblb ==U=U

O

Proposition 2.30. Data b: VXV — K f.b. simmetrica, e UCV sottospazio, b’ indotta di b
su U

b e’ non degenere < U+ U =U @ UL

inoltre

b e’ non degenere <V =Ua& U

Proof:
()l. Dim =

R Ly _ Ly _77Le
b € non degenere = U—nU = {0} & Ut +U=U"qU
prop[2.26,pg.41] [AL,3.7.1,pg.19]
dim U+ @ U = dim U+ + dim U = dimV
~~ ~~
thm Grassman prop[2.28,pg.42]
UbroUcCv
dimU+ U =dimV

(1)2. Dim <«
Basta seguire a ritroso la prima riga del precedente passo.

=UtaU=V

2.3.1 Isotropo
Definition 2.31. Data b: VXV — K forma bilineare,
v € V si dice isotropo rispetto a b < b(v,v) =0
Proposition 2.32. Tutti i vettori non isotropi sono diversi da 0.

Proof: Infatti, se per assurdo u = 0, allora b(u,u) = b(0,0) = 0 assurdo.

Proposition 2.33.

v € V non isotropo rispetto a b: VxV — K bilineare e simmetrica <V =L (v) ® L (v)™

Proof:
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v € V non isotropo rispetto a b < b(v,v) # 0 = A = (b(v,v)) € non degenere =
= V' indotta di b su £ (v) e non degenere & V=°L)a&Lw™

prop[2.30,pg.43)
A €’ la matrice associata a ', che in questo caso e’ formata dal solo scalare b(v, v).

Proposition 2.34.

Yo € V* v non isotropo rispetto a b: VxV — K bilineare e simmetrica = Vb = {0} < b e’ non deg.
“

Ovvero, se tutti 1 vettori di 'V, tranne lo 0, non sono isotropi, allora b e’ non degenere. Non
vale il viceversa.

Proof:
Se per assurdo Jw € VLo : w # 0, allora
wlyw < blw,w) =0 & w e’ isotropo

assurdo.
(1)1. Dim <
Consideriamo il controesempio della prop [2.20,pg.39]: in R?, consideriamo
0 1
A= 1 0

e sia b la forma bilineare associata ad A secondo la base {e1,ea}.
A €’ non degenere, ma b(eq,e1) = A;; = 0.
O

Proposition 2.35. La contronominale della precedente proposizione: datab: VxV — K bil. e sym.
b degenere = Jv € V\ {0} : v e’ isotropo rispetto ab
Proposition 2.36. Data b: VXV — K forma bilineare,

) ) =dJu eV : u non isotropo
b simmetrica

{b non nulla < Jv,w € K: blv,w) #0

Proof:
Siano v,w € K: b(v,w) # 0.
Se v o w €’ non isotropo, allora u =v 0 u = w.
Se v e w sono isotropi, allora u = v + w:
v # w, infatti, se per assurdo v = w allora , b(v,w) = b(v,v) = 0 assurdo

b(v+ w,v + w) = b(v,v) + b(w, w) + 2b(v,w) = 2b(v,w) # 0

=0 =0 b e’ sym

2.4 Forma quadratica

Definition 2.37. Data b: VxV — K, forma bilineare, si definisce la seguente applicazione:
q:V—K
q(v) = b(v,v)
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Proposition 2.38. Se b ¢’ una f.b simmetrica

1. q(kv) = K*q(v)
2. 2b(v,w) = q(v 4+ w) — g(v) — q(w)

Dalla 2. segue che ogni q determina univocamente la sua forma bilineare associata, che viene
chiamata forma bilineare polare di q. In altre parole, non possono esistere due forme bilineari
distinte che hanno la stessa q.

Proof:
(1)1. Dim. la 1.

<1>2 Dim la 2 Q(kv) = b(kv, kq}) = kb(v’ ]ﬂ]) _ ka(’U/U)

(v +w) —q(v) — g(w) = b(v + w,w + v) — b(v,v) — b(w,w) =
= b(v,w +v) + b(w,w + v) — b(v,v) — b(w,w) =
=b(v,w) + b(v,v) + b(w,w) + b(w,v) — b(v,v) — b(w,w) = b(v, w) + b(w,v) =

b e’ sym

2b(v, w)

Proposition 2.39. Sia data b: VxV — K e sia B = {e;} una base di V.
Sia A= (A;;) = (b(es, e5)) la matrice associata a b.
Allora, preso v € V e posto [v]p = (21,%2,...,ZTn),

q(v) = b(v,v) = [v]pATv] B = ZAij:ci:rj = ZA“:cf + Z 24,z =

prop[2.5,pg.84] ©J A e’ sym =1 Jj>i

= Apad + A3 + -+ Apna? + 24101179 + 24132123 + 24037003 + -+ -+ 245 1 T 1Ty,

quindi tutti 1 monomi di g(v) sono di secondo grado.

2.5 Diagonalizzazione di b simmetrica
Definition 2.40. Sia B = {v;,vs,...,v,} una base di V.
B e’ diagonalizzante o ortogonale gb(viwj) =0Vi£j&e
< la matrice A = (A4;;) = (b(vi,v;)) € diagonale
B ¢’ ortonormale & B ¢ diagonalizzante e b(v;,v;) =1 j=1,2,...,n &

& la matrice A = (A;;) = (b(v;,v;)) € la matrice identica

Proposition 2.41. Presov € V e posto [v]g = (x1,z2,...,Z,),

B diagonalizzabile < q(v) = b(v,v) = Z Ajx? = Ao + Agox + -+ App?
i

B ortonormale < q(v) = b(v,v) = ngf =22yl 422

i

ovvero, tutti monomi di sono di secondo grado e non ci sono termini misti.
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Proof: Deriva direttamente dalla definizione [2.40,pg.45], e dalla prop [2.39,pg.45]. O

Theorem 2.42.
b: VXV — K bilineare e simmetrica = 3B’ base di V diagonalizzante per b

B’ non e’ unica perche’, ad esempio, kB’ e’ un’altra base diagonalizzante.

Proof: Daremo due dimostrazioni. Ogni dimostrazione da’ anche un metodo costruttivo per
trovare la base B’.
(1)1. Dim I
Se b(v,w) =0 Vv, w € V, allora ogni base ¢’ diagonalizzante per b. Supponiamo quindi che
Ju,weV: blv,w)#0 (1)
Per la prop. [2.36,pg.44], Ju € V non isotropo.
Procediamo per induzione su dim V' = n.
(2)1. n=1
In questo caso ogni base B = {e;} ¢’ diagonalizzante.
(2)2. Dimostriamo P(n — 1) = P(n), dove P() €’ la tesi
Supponiamo che P(n — 1) sia vera.
Poiche’ u €’ non isotropo, per la prop [2.33,pg.43], si ha

V=L))ol (2)
dim £ (u)J"’ =dimV -dimL(u)=n—-1 (2.1)
Consideriamo D'indotta b di b su £ (u)™".
(2.1) P AB” = {e1,€a,...,en_1} base di £ (u)" diag. per b (2.3)
P(n—1) vera
Completiamo B” con u ottendo B’ = B"U{u}.
Per la (2), B’ ¢’ una base di V. Controlliamo che sia diagonalizzante:
(2.3) = b(ei,ej) =0Vi#j
resta da controllare u:
B'CLW)™ = e; € L(u)™ = e;Lyu < bles,u) =0
quindi B’ e’ una base diagonalizzante per b.
(2)3. Descriviamo il metodo costruttivo
1. Se non esistono vettori non isotropi di V, ovvero se tutti i vettori sono isotropi, allora per
la contronominale della prop. [2.36,pg.44] si ha
Yo, w €V blv,w) =0
e quindi ogni base e’ diagonalizzante.
2. Troviamo un vettore u non isotropo di V.
Se conosciamo due vettori v, w isotropi, tali che b(v,w) # 0, allora u = v + w.
3. Troviamo Pequazioni di £ (u)™*, usando il metodo visto nella dimostrazione della prop
[2.27,pg.41], ovvero cerchiamo quel generico vettore w € V tale che
b(w,u) =0
4. Adesso dobbiamo trovare una base B; diagonalizzante per b’, ovvero, 'indotta di b su
L(u)".
Se dim £ (u)™* = 1, abbiamo finito: By ¢ formata da un qualsiasi vettore di £ (u)™"",
altrimenti, ricursivamente, ripartiamo dal passo 1 :
a.sia b : £ (u)™" — K lindotta di b su £ (u)™"
b. dobbiamo trovare un vettore u; € £ (u)™" non isotropo.
Se non esistono vettori non isotropi, allora ogni base {uy, ..., u,_1} di £(u)™" ¢ di-
agonalizzante per b’ e possiamo evitare di andare oltre. Altrimenti, per trovare uq,
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imponiamo
uy € L (u)™
b(ul, ul) 7£ 0

1 . . .
)™¥. Per far cio’, dobbiamo trovare quel generico vettore

c. Troviamo le equazioni di £ (u;
w tale che

b(w,u1) =0

w e L(u)t

. Co L .
e’ sufficiente usare le equazioni di £ (u)™" che abbiamo

b (w,u) =0 {

per imporre che w € £ (u)™*

gia’ trovato prima.
d. Troviamo una base B, diagonalizzante per b indotta su £ (uq)™'.
Se dim £ (ul)lb/ = 1, una qualsiasi base e’ diagonalizzante,

altrimenti procediamo ricursivamente: troviamo un vettore us € £ (u1)™* non isotropo,
5. La base diagonalizzante per b sara’ {u,uy,ug, ..., Uy—1}

(2)4. Dim II
Se b e’ nulla, ogni base e’ diagonalizzante. Supponiamo che b non sia nulla, ovvero
Jw,w" € Vi b(w,w') # 0
allora per la prop [2.36,pg.44], Ju € V non isotropo.
Procediamo per induzione su dimV = n. La tesi induttiva P(n) e ¢(v) ¢ una forma
qudratica diagonalizzabile e si puo’ scrivere come:
q(v) = (@1 + hiaxo + - 4 hinw, )2+
+ x4 haswa 4 -+ + hontn)® + -+ + ana,
cona; #0, i=1,2,...,n
3. n=1
In questo caso ogni base B = {e1} e’ diagonalizzante e per la prop [2.41,pg.45], si ha
q(v) =z}
con [v]g = (x1).
(3)2. Dimostriamo P(n — 1) = P(n), dove P() ¢’ la tesi
Supponiamo che P(n — 1) sia vera.

Sia B = {uj,uz,...,u,} una base di V in cui u; €’ non isotropo. Possiamo sempre
formare questa base: basta considerare u e completarlo con altri n — 1 vettori 1.i di V.
Consideriamo A = (A4;;) = (b(us,u,)), e siav € V, [v]p = (z1,22,...,2y,), allora per la
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prop [2 39 ,pg.45],

ZA“(E + Z2A”x T =

j>i
= Aum% + Z2A1ja;1xj + ZA“J}ZQ + Z?Aijl‘il‘j =
(%) j=2 =2 J>1
F

w1 non isotropo < b(uj,ui) #0< A1 #0

n
= A11 Z‘% + Z 2A1_11A1jx1xj + F =
j=2
2

n n
—1 . . . .
= Ay |z + E A Az | —An E . A11 Aljmj — (i vari doppi prodotti) | + F =
¥ =

(%) Jj=2

F

n

= A11 xr1 + ZAﬁlAljl‘j —F (1)

j=2
(*) In sostanza abbiamo preso tutti i termini con z; e li abbiamo esclusi dal resto.
(**) Metodo del completamento dei quadrati.
In F non ci sono monomi con la x1, quindi F ha n — 1 variabili.
Allora, F individua una forma quadratica § : WxW — K la cui matrice associata
A e K»bn=1 Ovvero, dim W = n—1. Allora, per I'ipotesi induttiva, § e’ diagonalizzabile

e possiamo scrivere ¢(v) = F come

i=2
dove
Yi :$i+hi,i+1xi+1 ++h1nxn Z: 2,3,...,71—1
Yn = Tn
Allora se nella (1) poniamo

n
Y1 =21+ ZAﬁlAljzj
j=2
avremo
n
q(v) = Anyi + ZAm‘in
i=2
Questo e’ un polinomio omogeneo di secondo grado senza termini misti, quindi sempre
per la [2.41,pg.45], ¢ e’ una forma quadratica diagonalizzante.
Dai coefficienti di g(v) ricaviamo la sua nuova matrice diagonale associata A’.
A’ sara’ relativa a qualche base B’ = {¢],..., e, }, che €’ la base che cerchiamo. Si tratta

adesso di capire chi e’.
Poiche’ conosciamo gia’ le relazioni tra le componenti del generico vettore v in B e quelle
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in B’, possiamo costruire la matrice di passaggio:
y1= a1+, A Ay
Yo =22 + ha3x3+ -+ ha n¥p

Yn = Tn

Tn = Yn

Tpn—1 = Yn—-1 — hn—l,nxn =Yn—-1 — hn—l,nyn
—
~—

ricaviamo le z in funzione delle y

T1=Y1 — Z;-ng Biy;

che espresso mediante matrici:

1 B2 B3 ... v Paa Bn
T 0 1 T kL. * * v
z | _ 0 O * L. * * Yo
Tn o 0o o0 o0 ... 1 —hn—1n Yn
o 0o o0 o0 ... 0 1

la matrice P nel mezzo e’ la nostra matrice Pg/_ g, infatti det P =1 # 0 (nota 7)
A questo punto, conoscendo Pg_, g possiamo ricavarci i vettori di B’: per definizione di
matrice di passaggio, si ha che P’ = [¢}], dove P* ¢’ la colonna j-esima di P. Allora

n
elp =P Vi=12_. . n=¢=> Pye
i=1

ecco che abbiamo trovato i vettori di B’.

(3)3. Il metodo costruttivo relativo a questa dimostrazione, consiste semplicemente nel
seguire i passi della dimostrazione, con ’accortezza che quando bisogna usare 1'ipotesi
induttiva, si deve procedere ricursivamente.

Se poi ci troviamo in una situazione del tipo:
q(v) = 124 rispetto alla base B = {ej, ea,...,e,}
allora, si puo’ effettuare una sostituzione del tipo
L1 =Y1— Y2
T2 =Y1 t U2
questa sostituzione e’ lecita perche’ il sistema (1) nelle incognite y1, y2 ammette un’unica
soluzione, avendo determinante delle matrice dei coefficienti non nulla:

1 -1
det(1 1)22

q(v) = (y1 —y2) (1 + 42) = yi — 45
La base diagonalizzante si puo’ ricavare direttamente dalla (1):

(1)

otteniamo

<1 —11> e’ la matrice di passaggio

B = {e; + e3,—e;1 + e2} € la base diagonalizzante

Tdet P = 1 perche’ P ¢’ diagonale, quindi il det e’ il prodotto degli elementi della diagonale.
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Corollary 2.43. Nelle ipotesi del thm [2.42,p9.46], considerando le matrici A, A’ associate a b
rispettivamente alle basi B, B', dove B’ e’ la base diagonalizzante per b , si ha

A="Pp_pAPs_p

A’ e’ diagonale
Inoltre se b e’ non degenere, ogni elemento della diagonale di A’ e’ non nullo.

Proof: Poiche’ A, A’ sono associate alla stessa forma bilineare b, per la prop [2.10,pg.36] si ha
la tesi.

A’ ¢ diagonale perche’ associata a b rispetto alla base B’. B’ e’ la base diagonalizzante per b.

Se per assurdo ci fosse un elemento nullo nella diagonale di A’,
p(A") < n = b degenere
assurdo. O

Corollary 2.44.
A € Sym(n,K) = 3A" € Sym(n,K) diagonale t.c. A~ A’

Proof: Per l'isomorfismo [2.9,pg.35], ogni A € Sym(n,K), determina una b : VxV — K
simmetrica. Per il thm [2.42,pg.46], esiste la base B’ = {e],... e, } diagonalizzante per b, che
determinera’ una A’ € Sym(n,K) diagonale, cioe’

Aj; = b(ej, €}) e diagonale
Allora, poiche’ A, A’ sono associate alla stessa b, per la prop, [2.14,pg.37] si ha A ~ A’. O

Theorem 2.45. Data b: VXV — K, forma bilineare simmetrica, con K campo algebricamente
chiuso® , allora 3 una base (non unica) B' = {e},... e} diagonalizzante per b e tale che

considerando A’ = (b(e}, €’)), si abbia
I. 0
A/ — < T ]>
0y 03

ir ©j
dove r = p(b), I e’ la matrice identica di ordine r, e 0; € K""~" 0, € K*~"", 0, € K»~"""",
Owvero,

Al = 1 i=j, i<r
Y10 altrimenti

8 Un campo K e’ algebricamente chiuso se ogni polinomio diverso dal polinomio nullo ha una radice in K.
Ad esempio, C €’ algebricamente chiuso perche’ ogni polinomio in C ammette radici (teorema fondamentale
dell’algebra).
R non e’ algebricamente chiuso:

z2=-1

non ha soluzioni in R.
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o in altri termini, A’ e’ del tipo

10 0 0 0 0 O 0
01 0 0 O0O0O0 0
A=l00 0 1 000 0
0 0 0 0 0 O 0
0 0 0 0 0 O 0

Proof:
Per il thm [2.42,pg.406], esiste una base B = {e1, ..., e, } diagonalizzante per b. Sia A la matrice
associata a b relativa a B, cioe’ A = (b(e;, e5)).
Possiamo riordinare i vettori di B, mettendo per primi i vettori non isotropi, otteniamo cosi’
la base:
{u1,...,un}
(2)1. I vettori non isotropi devono essere necessariamente r, ovvero {uy, ..., u,} sono isotropi,
i rimanenti n — r no.
Poiche’ A €’ diagonale, il suo rango p(A) e’ uguale al numero degli elementi non nulli della
sua diagonale. Ma poiche’
Ay = b(eg, e;) # 0 = e; non isotropo

abbiamo che gli elementi non nulli sono tanti quanti gli elementi non isotropi.

A questo punto, basta costruire la base

’r_ Ul U2 Uy _ "
- PRI D ——— + e
Vb, ur) (ug,uz) T bt uy) =
Wr+1 Wn
w1 w2 wy
={wy,we,...,wy}

E’ lecito calcolare /b(u,, u,.), perche’ K e algebricamente chiuso.
La matrice A" = (b(w;,w;)), €’ quella cercata, infatti, scelto ¢ < r,

) w0, w;) = b U; ’ Uj
( ) <\/b(ui,ui) \/b(”i’ui)>

NP,

b e’ bilineare

2
1

u; €’ non isotropo
Scelto invece ¢ > r:

b(wi, ’U}Z) = b(ui, ’LLi) = 0
u; €’ isotropo
e infine, scelto i # j

o

b(wi, U}j) =

e’ diagonale

Corollary 2.46. Se K e’ algebricamente chiuso, si ha

A€ Sym(n,K) = A~ A,

1 i=j, i<p(A
con Aj; = , . )
0 altrimenti
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Proof: Per l'isomorfismo [2.9,pg.35], ogni A € Sym(n,K), determina una b : VxV — K
simmetrica. Per il thm [2.45,pg.50], esiste la base B’ = {e;} diagonalizzante per b tale che

1 i=j, i< p(b) = p(A)

A =b 6/,,@/, =
*J (e J) 0 altrimenti
Allora, poiche’ A, A" sono associate alla stessa b, per la prop, [2.14,pg.37] si ha A ~ A’. O
Theorem 2.47. Data b: VXV — K, forma bilineare simmetrica, con K =R | allora 3 una
base B' = {¢€},...,e,} diagonalizzante per b e tale che considerando A" = (b(ej, €})), si abbia

1 0 0

A/ = Q _Irfp Q
0 0 0

dove r = p(b) ep <r.
Owwvero,

1 i=yj, i<p
Ay =9-1 i=j, p<i<r
0 altrimenti

Inoltre, p dipende solo da b, ovvero, se esiste un’altra base B" t.c.

AT = (b(ell €)=

oo &

0
_Irft
0

(=N [e= (en)

allora p =t.

Proof:

(1)1. Dimostriamo la prima parte
La dimostrazione e’ simile a quella del teorema [2.45,pg.50]. La differenza risiede in K: poiche’

v —k, con k > 0 non ha senso in R, al posto di

u;
W, = —————
b(ui, ’LLZ)
bisogna porre
u;
W; = —F/————
[b(wi, ug)]

e quindi avremo b(w;,w;) = £1.

A questo punto si tratta di riordinare B’, mettendo per primi i vettori w; tali che b(w;, w;) = 1,

e dopo i vettori t.c. b(w;,w;) = —1.

(1)2. Dimostriamo che p e’ indipendente da b

Supponiamo per assurdo che t # p. Supponiamo inoltre p > t.

Siano dati i seguenti sottospazi vettoriali:
U=L(e,e,....¢))
W =_CL(e\q,....€n)

allora

dimU + W = dimU 4+ dim W — dimUNW =p+ (n — t) — dim UNW

Grassman

U4+WCV = dmU+W <dmV=n&p+(n—t)—dmUnNW <n&sp—t—dimUNW <0
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ma poiche’ dim U + W non puo’ essere negativa, si deve avere
dmU+W =0 dmUNW =p—t > 0
<~
p>t
dimUNW >0=3JueUnW: u#0
u €U = u=aye] +agey+ -+ ape, +0e,, 1 + -+ 0e,
& [u]lp = (a1,a2,...,ap,0,0,...,0)
u#0=35<p: a; #0 (2.1)
weW = u=0e{+ -+ 0e + br1eyy + bioei o+ -+ bpe,
~ [U]B" = (070a . '70abt+17bt+27 .. 7bn)
u#Q0=3j>t+1: b; #0 (2.2)

Consideriamo
[vlp = (z1,22,...,2Zn)

[U]B” = (y17y27 cee 7yn)

Poiche’ B’ e’ diagonalizzante, per la prop [2.41,pg.45] si ha

T

Q() [ B'A ZA’LZ Ty \:f, Z _;1:171

quindi def. di A" "

Zaf— Z O—Za >0

i=p+1 =1 (2 1)

Lo stesso vale per B":

Zﬂf Sy

i=t+1
0— b = s b2 < 0
Z z;rl i:;rl (\2’2')/

Ma allora,

{q(u§ i 8 assurdo

Corollary 2.48. Si ha

A€ Sym(n,R) = A~ A,
I i=j, i1<p
con Aj; =9 -1 i=j, p<i<r
0 altrimenti

dove r = p(A), e p dipendente solo da A.

Proof: La dimostrazione e’ analoga a quella del cor [2.46,pg.51]
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Proposition 2.49. Per ogni classe di congruenza di matrici simmetriche esiste una ed una sola
matrice A’ del tipo

1 i=yj, i<p
Al =¢-1 i=j, p<i<r
0 altrimenti

se stamo in R, altrimenti del tipo

Al = 1 i=j, i<r
Y10 altrimenti

se siamo in K algebricamente chiuso.

Proof:

Per la prop [2.14,pg.37], ad ogni classe di congruenza di matrici simmetriche, corrisponde una
ed una sola forma bilineare b simmetrica.
Per il thm [2.47,pg.52], a b corrisponde una matrice del tipo

1 i=j, i<p

Aj=4-1 i=j, p<i<r

0 altrimenti
(se siamo in R). Ma p, r dipendono unicamente da b. Quindi A’ €’ univocamente determinata
da b e di conseguenza dalla classe di congruenza. O

Proposition 2.50. Le classi di congruenza di matrici simmetriche di ordine n sono in numero

(n+1)(n+2)
2

Proof:
Per la prop [2.49,pg.53], sappiamo che ad ogni classe corrisponde una A’ con segnatura (p, r—p),
e viceversa. Basta allora contare tutte le segnatura. I vincoli che abbiamo sono:
p,reN, p<r
r<n
r puo’ variare tra 0 ed n.
Fissato un r, p puo’ variare tra 0 e r. Quindi ci sono r + 1 possibili p.
Sommando tutto abbiamo il tthre%le:
n n
n+1)(n+2
Srt1=3r _ (n+1)(n+2)
r=0

~~ 2

=1  somma dei primi n + 1 naturali

Example 2.51. I rappresentanti delle classi di congruenza di matrici simmetriche di ordine 3
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SOono

1 0 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 0
r=3 o1 ofl, o1 o], (o =1 o], o =1 o
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1
1 0 0 1 0 O -1 0 0
r=2 o1 of, o =1t o], o =10
0 0 0 0 0 O 0 0 O
1 0 0 -1 0 0
r=1 oo0oo0fl, [0 oo
0 0 0 0 0 O
0 0 O
r=0 0 0 O
0 0 0
e sono infatti 10
Definition 2.52. Data la forma quadratica g, e [v]p = (21, 22,...,2,), dove B’ €’ la base del
teorema [2.47,pg.52]
P T
q(v):fo— Zx?:ac%—i—acg—i—---—i—x;—xiﬂ—x§+2—~--—m§
i=1 i=p+1

si chiama forma canonica di q.
p si chiama indice di positivita’, e » — p indice di negativita’.
La coppia (p,r — p) si chiama segnatura di g.

Definition 2.53. Data ¢ forma quadratica
g si dira’ definita positivamente sse g(v) >0 Yv € V: v #
g si dira’ definita negativamente sse g(v) <0 Yo € V: v #£

v
g si dira’ semidefinita positivamente sse ¢(v) >0 Yo € V

0
0
v

g si dira’ semidefinita negativamente sse g(v) <0 Yo € V: v

#0
#0
La matrice A si dira’ definita positivamente sse la forma quadratica ¢(v) che essa induce €’

definita positivamente.
Analogamente per gli altri casi.

Nota: queste definizioni hanno senso solo per campi K che sono dei POSET. Ad esempio, in
C non ha’ senso dire ¢(v) > 0. Per questo motivo, possiamo restringerci in K = R.

Proposition 2.54. Se g e’ definita positivamente o negativamente = q e’ non degenere.

Proof: Consideriamo la matrice A che diagonalizza ¢q. Poiche’ g €’ definita positivamente, g(e;) >
0 e quindi A;; > 0. Poiche’ non esiste alcun elemento nullo nella diagonale principale, e poiche’
A €’ diagonale, A ha rango massimo. O

Proposition 2.55. Data B = {ey,...,e,} base diagonalizzante per q, si ha

gle;) >0 Vi=1,2,...,n < q e’ definita positivamente
qle;) <0 Vi=1,2,...,n< q e’ definita negativamente
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Proof:
()1. Dim <«

q € definita positivamente < q(v) >0 Yv e V: v #£0=¢q(e;)) >0 Vi=1,2,...,n
(1)2. Dim =
Data A = (b(e;, €j)), per la prop [2.41,pg.45], preso v # 0 si ha
n

q(v) = > Ayl

B e’ diagonalizzante i=1

q(ei) >0& b(ei,ei) >0 A;, >0

i=1

Proposition 2.56.
Una matrice A € Sym(n,R) e’ definita positivamente < Dy, Ds, ..., D, > 0.
A e’ definita negativamente < D1 < 0,Dy > 0,D3 <0,...,,

Dove D; e’ il minore principale di A di ordine i (nota °)

3 Spazio vettoriale euclideo

Definition 3.1. Sia dato V spazio vettoriale su K, dove K ¢’ un campo POSET (ad esempio, R).

b €’ un prodotto scalare ). VxV — K ¢ una forma bilineare simmetrica definita positiva
Useremo la seguente notazione:
b(v,w) = v-w
Per la proposizione [2.54,pg.55], b € non degenere
Proposition 3.2.

v >0
vo=0&v=0

Proof:
Per definizione v-v = b(v,v) = ¢q(v).
Per quanto visto in [2.52,pg.55] possiamo scrivere ¢ in forma canonica:
P T
R DI D I B RTINS
i=1 i=p+1
e poiche’ - e’ definita positiva, la sua segnatura sara’ (n,0), ovvero

q(v) =) a7
i=1

quindi ¢(v) > 0.
Infine,
qv)=0e2,=0vi=1,2,....ne=0v=0

9Per la definizione di minore principale vedi [AL,1.27,pg.9]
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Proposition 3.3. Disuguaglianza di Schwartz

(v0w)? < (vv)(w-w)

Puguaglianza vale < v || w
Proof:

(vw)? < (vo)(ww) & (vw)? - (vo)(ww) <0
Interpretiamo (v-w)? — (v-v)(w-w) come il determinante § di un trinomio:

w)? = b= 20w

ac = (vv)(ww) = a=vv, ¢c=ww
(vv)2? 4+ 2(vw)x + w-w

ma questo trinomio non e’ altro che
(vv)2? 4 2(v-w)z + ww = (zv)-(2v) + (zv-w) + (zv-w) + ww = (zv + w)-(2v + w)

e per la prop [3.2,pg.56], (zv + w)-(zv + w) > 0 Vz € R, allora
(vv)2?® 4+ 2(v-w)r +ww >0 Vo € R

e quindi e’ vero che % < 0, ovvero la tesi e’ vera.

Inoltre,

A

— =0< il trinomio = (zv4+w)(zv+w)=02wtw=0w=—wSv|w
O

Definition 3.4. Uno spazio vettoriale V dotato di prodotto scalare viene detto spazio vettoriale

euclideo.
Definition 3.5. Una norma f e’ una funzione f : V — K tale che Vv,w € V, Vk € R si ha

f) =0
flw)=0&0v=0

f(kv) = \klf( )
fv+w) < fv) + fw)

Proposition 3.6. In uno spazio euclideo V, consideriamo la funzione
[=1:V—K

lvll = Vv

Questa funzione e’ una norma, ovvero

[v]| =0
o] =0 v=0
[kvll = kl[|v]|

v+ w| < ||v|| + ||w|| Inoltre, l'uguaglianza vale < v || w

Proof:
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(WL ol =0

lv]| = U0 >0
~~
>0 prop [3.2,pg.56]
(2. ||v]|=0<v=0
v =0 vv=0 = v=_0

~—
prop [3.2,pg.56]

(13- [kl =[]l

ko]l = Vivko = V/a(kv) = VE2q(v) = [k|Vq(v) = [k[vov = [K]|[v]
(D4 o+ wl < o]l + [lwl|

l[o+wl| < [Jol| + [[w]| & (o +wl])? < (]| + [lw])?

& (v+w)+w) <vo+ww+ 2wl

< vv+ ww+ 20w < v+ ww + 2|v||||w|

& vw < ol ] = Voo

s vw < Voovww

< vw < |vw| < Vovyww vera per la prop. [3.3,pg.57]

Proposition 3.7. Usando la norma, la disuguaglianza di Schwartz diventa:
|v-w] < flof|[|wl]
se inoltre v, w # 0 abbiamo:

|v-w]
[[ollflwl —

Definition 3.8. Dati i vettori v, w # 0,

e € [0,7]: cosa = e
[[ol[{]wll
|v-wl
Q= arccos
[[][[w]]

« viene chiamato l’angolo convesso compreso tra v, w.
Questa definizione ha senso grazie alle proprieta’ della norma e alla prop. [3.7,pg.58]:

|v-w] vw
[vll, lw]| 2 0; o w <16 —1< 7m0 <
’ Tl [[o[l[wl]
Osserviamo anche che se v L w allora
vlwebvw) =0svw=0%s COSO&ZMZO@OZZE
[[v][fjw]] 2

Infine, abbiamo che:

vw = ||v]|||w|| cos «
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Definition 3.9. UCV finito €’ ortogonale < 0¢ UeVo,w €U : v#w v L w, ovvero se i
vettori di U sono a due a due ortogonali.

Proposition 3.10. U ortogonale, |U| = dim'V = U e’ una base di V

Proof:
(1)1. Dimostriamo che i vettori di U sono l.i
Consideriamo una c.l. dei vettori di U:
ajvy + -+ apvy, =0
Ricordandoci che v;-v; = 0 Vi # j, abbiamo
vi-(a1v1 + - + apvy) = a1v1v1 + ag v 40+ -+ -+ 0 = agvvy
~—~—
=0
a1v1 + -+ apvy, =0 = vi-(a1v1 + -+ apvy) =0 S ajvv; =0
v €U = 1y #Q:>’U1~U1 >0
aiv1vy=0=a; =0
~——

>0
Cosi’ procedendo per gli altri coefficienti abbiamo
ap=ay=---=a, =0
quindi vy, ..., v, sono lL.i

Definition 3.11. Si dice versore un vettore di norma unitaria, ovvero
b
v e un versore < ||v||=1vv=1

Il normalizzato di un vettore w €’ il suo versore:

v
[[wll
infatti, dalle proprieta’ [3.6,pg.57],
w 1
7l =I5 llwll = 1
[[wll [[wll ~~

la norma e’ non neg.

UCYV finito €’ ortonormale < U e’ ortogonale e inoltre Vv € U v €’ un versore, o in altri

termini:
1 v=w
vw =
0 v#w

Proposition 3.12. E’ chiaro che da ogni insieme ortogonale e’ possibile formare un insieme
ortonormale:

U:{Ul,@,...,vn}%{w,. }
vl

vl
Se |[U| =dim 'V, per la prop. [3.10,pg.59], U e’ una base di V

Proposition 3.13. Sia B una base ortonormale, allora

vw = [v]pw]p
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Proof:
Essendo B = {v;} ortonormale, la matrice A = (b(v;,v;)) € la matrice identica: A = I, e
quindi
vw = b(v,w) = [v]pI'Tw]p = [v]5Tw]s
O

Proposition 3.14. Data B base ortonormale, e C base, si ha

C e’ ortonormale < M = Po_ g e’ ortogonale, ovvero 'MM = I

Proof:

(1)1. Dim =
Sia C' = {w1,...,wy,} € B={v1,...,0,}.
La matrice di passaggio €’

M = Po_p=(lur]ls welp ... 'wn]B)
dove con questa simbolismo abbiamo indicato le colonne di M.
Allora
[wﬂB
0y — [wz}B
[wn}B

‘MM e la seguente matrice nxn:
[wilplwilp  [wi]pwalp .. [wi]swals
= | [welBTwals  [wa]s
[wn]Bwn]p  [walpwe]p ... [wa]BTw.]B
Poiche’ B e’ ortogonale, per la prop [3.13,pg.59], abbiamo
wiw;j = [wi]p'lw;]p
ma B e’ ortonormale, percio’

1 1=
wi-wj = . .
0 altrimenti
ecco che ‘MM =1
(1)2. Dim <«
Basta procedere a ritroso.

Corollary 3.15. B, C basi ortonormali = la matrice di passaggio M = Po_.p e’ ortogonale,
ovvero '"MM = 1.

Proof: Conseguenza della [3.14,pg.60].

Proposition 3.16. Ortogonalizzazione di Gram-Schmidt.

Data una base B = {v1,...,v,} la base C = {wy,...,wy,}, dove
w1 = U1
w1V
Wz = V2 — 1
w1 W1
W1-V3 W2 U3
W3 = v3 — 2
w1 w1 w2 w2




e’ ortogonale.

Proof:
Poniamo
w1 = V1

5
|

= Towi + V3 = TaV1 + V2

w3 = T31W1 + T32wW2 + U3

Wy = Tpi1wWi + -+ Tnn—1Wn—1 + Un
Dimostriamo che w1, wa, ..., w, sono l.i. Per far cio’ consideriamo la matrice delle componenti
rispetto alla base B:

1 29 * ... %
0 1 = ... =%
(t[wl]B t[’wg}B t[wn]B) = 0 0 1 ... %
0 0 0 ... 1

essendo triangolare superiore, il suo determinante e’ uguale al prodotto degli elementi della
diagonale principale, percio’ e’ 1.
Adesso ricaviamo le varie x, imponendo 'ortogonalita’ tra i vettori:
w1 -V
w1 L we & wrrwy =0< wy-(zowr +v2) =0 zow-wy +wivg =08 29 = —
w1-W1
nota: e’ lecito dividere per wy-w; perche’ wy #0 =  wj-w; > 0.

(3.2,pg.56]
Cosi’ procedendo ci ricaviamo le altre x.

3.1 Endomorfismo unitario

Definition 3.17. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e sia T : V. — V un endomorfismo,
allora

T ¢ unitario & v-w = T(v)T(w) Yo,w eV
ovvero, T preserva il prodotto scalare.

Theorem 3.18. Le sequenti condizioni sono equivalenti
1 T:V — V endomorfismo unitario
2. T:V — V endomorfismo t.c. ||v] = ||T(v)||

) =0
1T (v) = T(w)]| = [lv = wl]

4. T :V — V endomorfismo t.c. VB base ortonormale T(B) e’ una base ortonormale

3. T:V — 'V funzione t.c. {

5. T:V — V endomorfismo t.c. 3B base ortonormale : T(B) e’ una base ortonormale

6. T:V — V endomorfismo t.c. YB base ortonormale Mp g(T) e’ ortogonale

Proof: Per dimostrare tutte le equivalenze, dimostreremo le seguenti implicazioni:

61



< 6. 2.

4M\/
N

Poiche’ la norma e’ definita sul prodotto scalare, e poiche’ T preserva il prodotto scalare, si
ha la tesi.
(1)2. Dim 2. = 3.

3.

T endomorfismo = T'(0) =0

lv—wll = [Tw-wll = T -TW)]

2. T endomorfismo

(1)3. Dim 3. = 1.
(2)1. T preserva il prodotto scalare
Per la 3. abbiamo:
[oll = flo = Ol = [|T'(v) = Tl = [IT(v) = 0l = [T(v)[| & v-v=T(v)-T(v)
Tw)Tw)=vwWv eV (1)
IT(v) = T(w)|| = [lv —wl| < (T(v) = T(w))-(T(v) = T(w)) = (v—w)-(v —w) &
< TW)Tw)+ T(w)T(w) —2T ()T (w) = vv+ww— 2v-w\(:/>/—2T(v)T(w) =—-vw &
€]
svw=Tw)T(w) (2)
(2)2. T ¢’ un endomorfismo
Sia B = {ey,...,e,} una base ortonormale, T(B) e’ una base ortonormale, infatti,
1T (e)ll = leill
(€]
T(e;) =0« ||T(es)|]| =0« |le;|| =0 < e; =0 assurdo perche’ B €’ una base
quindi T'(e;) #0 i =1,...,n

T(ei) T(ej) =_eieg

1 i1=3
= { )= T(B) € un insieme ortornormale
~—

(2) B ortonormale 0 i # J
0¢T(B
0¢ T(B) o =  T(B) ¢ una base
T(B) €’ un insieme ortornormale ~~

[3.12,pg.59]
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allora, presov € V,

W]p = (z1,...,7n)
les]s = (0,0,..., 1 ,0,0,...,0)
i—esimo posto
'U'ei = 371’
~~

prod scal. su B, che e’ una base ortonormale
[T(v)]rB)y = (Y15 -+ Yn)
[T(el)]T(B) = (an,"'a \ 1 aovov“'vo)

i—esimo posto

T(v)T(el) = Yi
prod scal. su T'(B), che e’ una base ortonormale
Tw) = L@ Te)T(e) = =D (e)Tle) = Y ail(e:)
scomposto secondo T'(B) =1 (2) i=1 i=1

T(v) =Y x:T(e;)
i=1

A questo pur;to e’ facile vedere che T €’ lineare:
n

n

T(otw) =T (Zm ¥ >> = 3w+ 20 T(es) = To) + Tw)

T(w) = Az;T(e;) =AY ;T(e;) = ANT(v)
i=1 i=1

(2)3. Dim 1. = 4.
Presa B ortonormale, allora T'(B) e’ ortonormale: ’abbiamo dimostrato nel passo prece-

dente.
(2)4. 4. = 5.
Per il thm [2.45,pg.50], e poiche’ - e’ una forma bilineare definita positiva, esiste una base

B ortonormale.
Quindi, B ortonormale = T(B) ortonormale

4,
(2)5. 5. = 1.
Per Hp B,T(B) sono basi ortonormali.
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Consideriamo v,w € V,
[U]B = ($1,...,xn)

Tw)=T <Z xiei> = inT(ei) < [T()]re) = [v]B

T endomorfismo =

[w]B = (yla e 7yn)

Lo stesso per w: [T'(w)]pp) = [w]B
T(v)T(w) = [T)rs) [T(w)rm) =Pl = vw
T(B) €’ ortonormale B e’ ortonormale
(1)4. 4. = 6.
Sia B = {ey,...,e,} una base ortonormale.
Per la 4.,
T €’ unitario = T~ ¢ unitario , T €’ un isomorfismo
~~

prop[3.20,pg.64]
B ¢’ ortonormale = T~ '(B) e’ una base ortonormale
4
ei=m T He)) +---+x, T ew) =T Harer + - +ane,) & Tle) = x1e1 + - + ane,
(T(e:)lp = [ez‘}T—l(B)
MB,B(T) = (t[T(el)]B t[T(€2)]B t[T(en)]B) = (t[el]Tfl(B) t[e2]T*1(B) [en]Tfl(B)) =
= Mp -1 (id) = Pp_r-1(B)
-1 . )
B,T~*(B) ortonormali = Pp_,7-1(p) € ortogonale
cor[3.14,pg.60]

(1)5. 6. = 4.
Sia B = {ey,...,e,} una base ortonormale.
M = Mg g(T)
M ortogonale < M'M =1 < 'MM =1
Te)Tle) = [T Tie)s = (M), =1 "~
B ort 1 ' 0 i7J

= T(B) €’ un insieme ortonormale
come abbiamo visto altre volte: T'(e;) =0 < e; =0, e quindi 0 ¢ T(B)
= T(B) € una base ortonormale
—~

prop.[3.12,pg.59]
Proposition 3.19.

T :V — V unitario = T e’ un isomorfismo vettoriale

Proof:
Sia B base ortonormale. La 4. del thm [3.18,pg.61] ci assicura che B’ = T(B) ¢’ ancora una
base. Allora per la prop [AL,7.5,pg.39], si ha la tesi.
O
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Proposition 3.20.

={T:V — V| T e’ unitario }
oV < LV
(O(V),0) < (GL(V),0)
sottogruppo

O(V) si chiama gruppo ortogonale a causa della 6. del thm [3.18,pg.61].
Fissata la base B ortonormale, si ha anche:

SO(V) <O(V)

SO(V)={T € O(V)| det M p(T) =1}
Proof:
(Yl. O(V)CGL(V)

Per la prop [3.19,pg.64].

(1)2. id € O(V)

(1)3. T-' € O(V)

(1)4. ToT' € O(V)

ToT (v)-ToT'(w) =T (v)-T(w) = vw
(1)5. SO(V) <O(V)
Si vede facilmente che SO(V) < O(V) utilizzando la formula di Binet e det M ! = 1.
E’ da notare che

TeO(V)= det Mg p(T) = %1
infatti,

{T € O(V)

= M T) ortogonale = detM T)==+1
B base ortonormale ~ 5.5(T) & ~~ 5.5(T)
6. del thm [3.18,pg.61] [AL,7.13.1,pg.49]

]

Proposition 3.21.

(O(V),0) = (On(K),)
0,(K) = {M e K™" | M ¢’ ortogonale < M~ = tM}

Proof: Fissiamo una base B ortonormale.
Restringiamo 'isomorfismo @5 g (vedi [AL,7.12,pg.44]) a O(V). Per la 6. del thm [3.18,pg.61],
poiche’ B €’ ortonormale, abbiamo che ogni ®p5 5(T) = Mp, g(T) € una matrice ortogonale, e
quindi Im q)B,B/O(V) = OH(K)
®p p € iniettiva, e quindi anche la sua restrizione lo e’. Allora,

(I)B,B/O(V) : O(V) — OH(K)
e’ un isomorfismo.
E’ anche un isomorfismo tra gruppi, perche’ ® e’ un isomorfismo vettoriale e quindi preserva il
+, e inoltre O(V) e O,,(K) sono dei gruppi.

Proposition 3.22. Dato T : V — V endomorfismo unitario, e A € K, allora

A e’ un autovalore di T < A = +1

65



Proof:
()l. Dim &

A autovalore & v eV: v#0, T(v)=M
T unitario = 1T ()| = |v]|
~~
thm[3.18,pg.61]
T(w) = o= [T = |7l
ol = fIxo] - Al s =1
prop. norma [3.6,pg.57] v#0 < ||v]|>0

Proposition 3.23.
f:V — V endomorfismo = 3lg: V — V endomorfismo t.c. Yo,w €V f(v)w=v-g(w)

g viene chiamato endormofismo trasposto di f e si indica con 'f.
Se Mp p(f) €’ la matrice associata a f, dove B e’ una base ortonormale rispetto al prodotto
scalare, allora quella associata a 'f sara’ ‘Mg g(g), ovvero

Mp p('f) = "Mp B(f)

Proof:

(1)1. Dimostriamo che g esiste
Fissiamo B base ortonormale, e consideriamo M = Mg g(f). Sia inoltre g quell’endomorfismo
associato a ‘M (la sua esistenza e’ garantita dall’isomorfismo [AL,7.12,pg.44]). Si ha'®

)] = M) & [f(v)] = [o]'M (1)
Tg(w)] = "MTw] (2)
forw = OV = k™M = b gw)] = vg(w)
B e’ ortonormale (1) (2)
(1)2. Dimostriamo che g €’ unico
Supponiamo che
Jh : V — V endomorfismo t.c. Yo,w eV f(v)-w = v-h(w)
e sia M' = Mp g(h), allora
vg(w) = f(v)w =v-h(w) = vg(w) =vhlw) S
& [v]g(w)] = [v]Th(w)] & [v]'M'Tw] = [v]M"[w] (3)
Poiche’ la (3) vale per ogni v, w, possiamo scegliere v, w in modo tale da avere: per ogni scelta:
[v] = (1,0,0,...,) =e1, [w]=e1 = ("M);; =My,
[v] =e1, [w]=er = (M)12 =M,

V] = e, [w]=¢; = (tM)ij = Mz‘/j
Percio’ tM = M’ e quindi h = g.

Proposition 3.24. Dato T : V — V endomorfismo,

T e unitario < To'T =id & T =T"1

10 Per brevita’ stiamo usando la notazione [v] al posto di [v]5.
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Proof:
1H1. <
Sia B una base ortonormale, e sia M = Mp p(T)
'M = Mp p('T) [vedi [3.23,pg.66]] (1)

T unitario & M ortogonale < MM =1
~—
6.di thm [3.18,pg.61]
t _ _ _ o
MM = MB7B(T)MB7B(2"T) = MB,B(TOT) =1 <~ To'T = id
(1) [AL,7.9,pg.43] thm[AL,7.12,pg.44]

Definition 3.25. Dato f: V — V endormofismo,
f si dice simmetrico (<1§>ftf =fe Mpg(f)= '‘Mp p(f)

dove B ¢’ una base ortonormale rispetto al prodotto scalare.

Proposition 3.26. Dato un endomorfismo simmetrico f, su V spazio vett. euclideo

flv) =M
flwy=pw =vw=0&vLl w
AF

ovvero, gli autovettori di f associati ad autovalori distinti sono ortogonali.

Proof:
foyw = v f(w) = pow
f e sym
fw)w = w
w=pwesA—porw=0 & vw=0
A—p>0

4 Spazio affine euclideo

Definition 4.1. Uno spazio affine A euclideo e’ uno spazio affine su V, dove V e’ uno spazio
vettoriale euclideo e si indica con E.
A™(R) euclideo si indica con E™.

Definition 4.2. Un sistema di riferimento Q = (O, B) si dira’ cartesiano ' B ¢ una base
ortonormale.

Proposition 4.3. Sia n =dimFE.
La funzione

d:ExE — R,
d(P,Q) = || PQ|

e’ una metrica.
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Proof:
(H1. d(P,P)=0

d(P,P)=|PP| =0 = 0
prop[3.6,pg.57]
(1)2. d(P,Q) = d(Q, P)
d(P,Q) = | PQ)
d(Q,P) = |QP| = || - PQ|| = | — 1]| PQ|| = |PQ| = d(P,Q)

(1)3. d(P,Q) <d(P,R) 4+ d(R, Q)

— —_— = — —
d(P,Q) = |PQll = |[PR+ RQ| < IPR| + |RQ|| = d(P, R) + d(R, Q)
prop(3.6,pg.57]
O
Proposition 4.4. Dato il sistema di riferimento cartesiano Q = (O, B), i punti P,Q e
[Plo = (z1,...,2p)
[Q]Q = (yh s 7yn)
allora
Proposition 4.5.
—
[PQlp = [Qla — [Plo = (y1 — @1,...,Yn — Tn)
— —_—
d(P,Q) = |PQ|l =/ PQ-PQ = Vi — 20y —21) + -+ Yo — 20) (Yn — )
B e’ ortonormale
O

Definition 4.6. Siano r = (P, L (v)), s = (Q, L (w)) due rette.
Definiamo il loro angolo come ’angolo piu’ piccolo tra i vettori \v, pw.
Precisiamo “piu’ piccolo” perche’, ad esempio, con k > 0 e v = —kwv si ha

Tw =T — VW

come €’ facile verificare usando la def. [3.8,pg.58].

4.1 Isometria

Definition 4.7. Data f : E — E affinita’,

. . def . .
f € una isometria & f e’ un endomorfismo unitario
Proposition 4.8. Sia f : E — E una qualsiasi applicazione, allora

f:E — E ¢’ una isometria < VP,Q € E d(P,Q) =d(f(P), f(Q))
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Proof:
()l. Dim =

— — e
dP,Q)=|PQll =  [IFP)=If(P)F(QI = d(f(P), [(Q))
f ¢’ unitario
(1)2. Dim <
Fissiamo O € E. . N
Definiamo f: preso v € V| per ’'As.1 3P € E: OP = v, allora poniamo f(v) = f(O)f(P).
(2)1. f € un endomorfismo unitario
Usiamo la 3. del thm [3.18,pg.61],
— _—
£(0) = £(00) = f(0)f(0) =0 (1)

—_— =

v,weV = v=0P, w=0Q
£(v) — f(w) = £(OP) — £(0Q) = f(O)f(P) — F(O)[(Q) = F(Q)f(P)

[£(v) = f(w)[| = [lv —w| (2)
(1),(2) P f end. unit.

3. del thm [3.18,pg.61]
(2)2. f €’ una affinita’
Basta dimostrare che

F(P)F(@) = [(P)[(O) + (0)f(Q)
£(PQ) = f(PO+0G) =, £(PO)+£(0Q) = F(P)f(0)+f(0)fQ)

~—
f endomorf. def. di f

N N
= [(P)f(Q) =£(PQ)

Nota: questo dimostra anche che f non e’ dipendente dal punto O che abbiamo scelto per

la sua definizione (vedi [1.42,pg.22]).

O

Proposition 4.9.

Isom(E) = {f : E — E isometria}
(Isom(E), o) < (Aff(E), o)
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Proof: id € Isom(E) perche’ f = id €’ un endomorfismo unitario,
Siano f, g € Isom(E),
l'isomorfismo vettoriale associato a f~! e’ f
feOo(Vv) = e O(V) = [~ € Isom(E)

O(V) e’ un gruppo

-1

I’isomorfismo vettoriale associato a fog €’ fog
f,gc O(V) NP fog € O(V) = fog € Isom(E)

O(V) e un gruppo

O

Proposition 4.10. Osservazione: Se consideriamo riferimenti cartesiani, ovvero riferimenti
con basi ortonormali, allora la matrice quadrata M che compare nelle equazioni dell’isometria
(vedi [1.63,pg.31] e [1.64,pg.31]) sara’ ortogonale.

Questo e’ vero per la 6. del thm [3.18,pg.61].

4.1.1 Teorema spettrale

Lemma 4.11.

A € Sym, (R) = gli autovalori di A sono tutti in R

Nota'l

Proof:
Essendo A autovalore di A si ha almeno che A € C. Noi vogliamo dimostrare che A € R.

Consideriamo ’endomorfismo su C™ associato ad A, ovvero

f:C" — C" endomorfismo t.c. Mg p(f)=A4
dove come base B scegliamo la base canonica, cosi’ che’ [v]g = v. Come prodotto scalare su
C"™ consideriamo quello standard, avendo cosi’ B ortonormale.

Per definizione di autovalore,
Jv € C\ {0} : f(v) = v & [f(v)]s = N[v]p & Mp p(f)v=Av & Av=Av (1)

Per la definizione di endomorfismo simmetrico [3.25,pg.67], abbiamo:
Mg g(f) = A ¢ simmetrica = f ¢ un endomorfismo simmetrico = f(v)-v =7-f(v) (2)

Con v indichiamo il complesso coniugato degli elementi di v. Calcoliamo f(7):

f@) =A% = Av=Ab = MNo=2X%

- —
A €’ reale (1)

f@) =\

Quindi ritornando alla (2):

(2) & \vv = Avv &
7-v = v € Ry per le prop del coniugato
S A=A=)cR
<~
vt >0

O

11Gli autovalori di una matrice quadrata A € K™" sono gli autovalori dell’lendomorfismo f : K* — K" t.c.
Mp g(f) = A, dove B €’ una qualsiasi base di K™ (gli autovalori sono indipendenti dalla base: vedi [AL,8.5,pg.51])
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Theorem 4.12. spettrale.
Sia V' uno spazio vettoriale euclideo (quindi K =R), e sia dimV = n,

f:V — V endomorfismo simmetrico = 3B base ortonormale formata solo da autovettori di f

Nella dimostrazione daremo anche un metodo per costruire B.

Proof:
(1)1. Dim. del teorema

f:V — V endomorfismo simmetrico <  f="'f < f(v)w=v-f(w) Yv,w €V (0)
[3.25,pg.67]

Lavoriamo per induzione su dimV =n
(2)1. n=1

dmV=1=V=L(v), v#0
fW)=weV=L(0) =w=I = f(v) == v autovettore di f
= {v} € una base ortonormale formata solo da autovettori di T'
(2)2. P(n—1)= P(n)
Sia B una base ortonormale di V', che esiste per il thm [2.42,pg.46].

f simmetrico = Mp p(f) €’ simmetrica (e reale) = VA autovalore di f X €R

lemma [4.11,pg.70]
Fissiamo A autovalore di f. Sia e; € V un suo autovettore, che esiste perche’ A € R. Allora,

er #0, fler) =AXex (1)
supponiamo che e; sia un versore (se non lo e’ possiamo normalizzarlo).
Per le proprieta’ del prod. scalare:

e1 #0 < ej-e; > 0= ey € non isotropo rispetto - = V=CL(e1)®dL (el)J"
~— N
prop[2.33,pg.43] U

f'=f/v:U — V restrizione di T ad U
(3)1. f’ € un endomorfismo su U, ovvero dimostriamo che Im f'CU, cioe’ che €’ corretto
scrivere:
U —U
f! conserva le operazioni vettoriali su U perche’ restrizione dell’endomorfismo f su V2U.
Quindi basta dimostrare che Im f'CU per poter affermare che f’ ¢ un endomorfismo su U.

welU, f'(u)e€lmf’
wuelU=L(e)" Sule &ue =0 (%)

Fluw)=fu) eU=L(er)"™ & f(u)Ley & flu)e = O\iu-f(el) = O\(:/)_/)\wel = 0\(:/)_/
(0) (1) (%)

0=0
(3)2. f’ e’ simmetrico

f simmetrico < Yo,w €V f(v)w=vf(w) = Yo,weU f'(v)w=uvf'(w)s f e simmetrico

Ucv
Quindi f’ ¢ un endomorfismo simmetrico su U, e poiche’ dim U = n— 1, possiamo applicare
lipotesi induttiva: 3{es,...,e,} base ortonormale rispetto al prodotto scalare indotto su

U e formata da autovettori di f’, ovvero da autovettori di f.
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La base cercata e’ allora:

{e1,...,en}

infatti, ogni e; €’ un versore, es, ..., e, sono ortogonali tra loro per ipotesi induttiva, e; €’
1. . . L1

ortogonale a eg, ..., e, perche’ eg,...,e, € U = L(e1)” ", e infine sono tutti autovettori di
O

(1)2. Metodo per la costruzione di B
1. Sia A = Mg g(f), dove B ¢’ una base ortonormale (ad esempio, la base canonica)
2. Siano A1, ..., A, gli autovalori distinti di f. Li possiamo facilmente calcolare con il polinomio
caratteristico ([AL,8.5,pg.51]).
3. Per il thm appena dimostrato f e’ semplice e quindi per la prop [AL,8.7,pg.55] si ha
V=V,8oV\,®&...0V),
Calcoliamo allora I'equazioni E; dell’autospazio Vj,, per i =1,...,r.
4. Per ogni \; adoperiamo questa procedura:
a. dalle equazioni E; ricaviamo un autovettore v; ([AL,8.9,pg.55])
b. Troviamo la base B; di V), ortogonale secondo il prodotto scalare indotto su Vj,.
Per far cio’ basta considerare che v; e’ non isotropo'? | e usare il metodo noto ([2.42,pg.46])
per l'ortogonalizzazione, tenendo presente che dobbiamo soddisfare le equazioni E; perche’
dobbiamo rimanere in Vj,.
c.
B = B{UB5U...UB.
dove con B; si intende la base B; normalizzata.
B €’ la base cercata, perche’ ogni B] e ortonormale e formata da autovettori di f, e per
la prop [3.26,pg.67] i vettori delle varie Bj, B} sono ortogonali tra loro.
O

Corollary 4.13.
A€ Sym,, (R) = 3IM € O(n): M~*AM e’ diagonale

In particolare, scegliendo M = Pg:_ g, dove B’ e’ una base ortonormale formata dagli autovet-
tori di A, ad esempio, quella data dal thm [{.12,p9.71], e dove dove B e’ una qualunque base
ortonormale (ad esempio la base canonica).

Questo corollario da’ quindi un metodo costruttivo per diagonalizzare una matrice simmetrica.

Proof:
Scelta B base ortonormale di R™, sia f : R” — R” I’endomorfismo tale che Mp g(f) = A.

A= Mg p(f) ¢ simmetrica = f ¢ simmetrico = 3AB’ ortonormale formata da autovettori di f
thm[4.12,pg.71]
= = Mp: g ? di 1
.5 (f) ¢ diagonale
prop[AL,8.6,pg.54]
E usando la matrice di passaggio si ha la tesi:
A=Mpp(f)=Ps-p ‘Mp 5(f)Pp—p < Ps_pAPp_p ' = Mp p/(f) diagonale
Pp g € ortogonale, infatti,
B, B’ basi ortonormali = Pp p/ ortogonale

prop[3.14,pg.60]

12infatti, per le prop del prod scalare v; # 0 < v;-v; > 0

72



Corollary 4.14. Dato V spazio vettoriale euclideo, e g : V — R forma quadratica simmetrica,
allora

3AB’ base ortonormale rispetto al prodotto scalare, e diagonalizzante per q

In particolare, una tale B’ e’ una base ortonormale formata dagli autovettor: di A, ad esempio,
quella data dal thm [4.12,pg.71]. A e’ la matrice simmetrica associata a q.

Proof: Sia A la matrice simmetrica associata a ¢ rispetto ad una base B ortonormale di V.
Per il cor [4.13,pg.72], scegliendo M = Pp/_ g, dove B’ ¢ una base ortonormale formata dagli
autovettori di A, si ha

M € O(n), M~'AM = M’ ¢’ diagonale

M =M1TAM 'MAM = M’ congrua ad A = M’ e associata a ¢ rispetto a una certa base B’

)
= B’ diagonalizza q

NP,
MeO(n
Quindi B’ ¢ una base ortonormale che diagonalizza ¢

5 Spazio proiettivo
Definition 5.1. Sia V un K spazio vettoriale di dimensione dimV =n + 1.
P(V)={U <V | dimU =1}

e’ lo spazio proiettivo di V (nota '3)
Per definizione si pone:

dimP(V) =dimV — 1
Quando non ci sara’ possibilita’ d’equivoco utilizzeremo il simbolo P al posto di P(V), e

P (K)d:efP(Kn—'—l)
Se dimP(V) = 1, P si dira’ retta proiettiva,
se dimP(V) = 2, P si dira’ piano improprio.
Un elemento P € P(V) lo chiameremo punto.

Proposition 5.2. I punti di P(V) sono sottospazi di dimensione 1, e sono quindi generati da
un singolo vettore di V. Allora, a meno di fattori non nulli, ad ogni punto P possiamo associare
un vettore v, e viceversa. Piu’ precisamente: stabiliamo la sequente relazione d’equivalenza in
V* (nota*):

vewsSINeK: v=)Iw
allora'®, se con (v) indichiamo la classe d’equivalenza di v, abbiamo

L)\ {0} = (v)

13da ora in poi con U < V indicheremo un sottospazio vettoriale di V'
1y =V {0)
15\ non puo’ mai essere = 0, altrimenti v =0, ma v € V*
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e quindi

P(V) = AN

isom. tra insiems
Possiamo percio’ dire che presi due punti P = L (v),Q = L (w), si ha
P=Q&eve(w) < we (v

Da ora in poi, useremo lisomorfismo P(V) ~ V*/_ liberamente, senza preoccuparci di richia-
marlo. Ad esempio, diremo P = (v).

Proposition 5.3.

dmP(V) = -1 < P(V) =0

Proof:
dmP(V)= -1 dmV=0&3U<V:dmU=1sP\V)=10
O
5.1 Sottospazio proiettivo
Definition 5.4.
P(W) sottospazio proiettivo di P(V) < P(W) < P(V) W < V sottospazio vettoriale
Si ha:
P(W)CR(V)
Per la definizione data di dimensione, si ha
dimP(W) < dimP(V)
Se dimP(W) = dimP(V) — 1, allora P(W) si dira’ iperpiano
se dimP(W) = 1, allora P(W) si dira’ retta
se dimP(W) = 2, allora P(W) si dira’ piano.
Proposition 5.5. Sia W <V,
weW* e P=(w) e P(W)
Proof:
weW" = (w) e W*/. = P(W)
prop.[5.2,pg.73]
Viceversa:
(w) ePW)=(w)y <W =V weW = weW
A=1
O
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Proposition 5.6.
1. P(W)CP(V) & WCV

11 P(W)=P(V) & W =V
2. P(Wl)UHD(WQ)gP(V) s WiUWLCV

Proof:
(1)1. Dim 1.
Dim. =
weW = (w) e PIW)CP(V) = (w) e P(V) weV
Dim <
(w) ePW)=>weWCV=weV = (w) e P(V)
(1)2. Dim 2.
Dim =
P(W1)CP(W;)UP(W2)CP(V) = P(W1)CP(V) < W1 CV
P(Wa) CP(W1 JUP(W5)CP(V) = P(W3)CP(V) < WoCV
WiUW,L,CV
Dim <

{ngv SPWIEPV) o yupws) cP(v)

C
WaCV & P(W2)CP(V)

Proposition 5.7. Dati W1, WoCV sottospazi, si ha
P(W1)NP(Wy) = P(W1NW3)

e piu’ in generale, dato un insieme S qualsiasi di sottospazi di V si ha

N P(W):P(ﬂ W)

wes wes

Proof:
(1)1. Dim C

P = <w1>, wy, € Wy
P = <w2>, wo € Wy

w, € WiNnWy = P = <’w1> S IF’(WlﬂWg)
<1>2. Dim O

Pe ]P(Wl)ﬂP(Wg) =4 { s P = <w1> = <w2> = wp = Awgy & wy € Wh

Pz(w),w€W1:>P€]P’(W1)

P = (w), we Wy = P e P(Ws) = P e P(Wy)NP(Wy)

P e }P’(WlﬂWQ) & P = <w>, w € WinWy = {
L]
Definition 5.8. Dato Wi, W, <V,

P(W,), P(W>) sono sghembi & P(W7,)NP(Ws) = 0

P(W1), P(Wa) sono incidenti & P(W7;)NP(Ws) # 0

(0]



Proposition 5.9.
dim P(W7) > dim P(W7)NP(W3)
Infaiti,

WiDWinWy = dim Wi > dim WinWy < dimWi; — 1 > dim WinWsy — 1

O
Proposition 5.10.
dim P(W;) = dim P(WV.
mP(W,) = dimP(Wa)  _ poyyy — pony)
P(W;)CP(Ws)
Infatti,
dim P(W;) = dimP(W3) < dim W; = dim W.
imP(Wy) imP(W3) im W1 im Wy LWy = Wy & P(WL) = P(Wa)
P(Wl)gP(WQ) < WL CWy
Proposition 5.11. Sia dato S <P(V), con dim S =r, dimP(V) = n. Allora,
S= () H
i=1
H,; iperpiano, SCH; i=1,2,...,n—r
Vi=1,2,...,n—1 equazione di H; linearmente indipendente dalle equazioni degli iperpiani {H; | j # i}

Proof: Sia S = P(IW). Intanto di iperpiani che contengono S ne esistono infiniti , infatti, se
B ={w,...,wr+1} € una base di W, completandola con altri n — r — 1 vettori, otteniamo la
base di un U < 'V, tale che
dimU =n = dimP(U)=n—-1
W <U=PW)<PUU)
Detto questo, consideriamone n—r distinti e che abbiano equazioni Li.: Hy =P(Wy),..., H,_, =
P(W,—,) . Per la [5.9,pg.76] abbiamo:
dim HlﬁHg é dim H1
se per assurdo si avesse I'ugualianza allora
dimHlﬂHg = dlmH1
H,CHiNH,

Quindi,

=  Hy = Hs assurdo contro I'Hp di lineare indipendenza

[5.10,pg.76]

dim H; >dim HiNHy & n—1>dim HiNH> (1)
Inoltre, dalla formula di Grassmann proiettiva (vedi [5.27,pg.83]), si ha:
dim L(H,, Hy) = dim H; + dim Hy — dim H1NH; <dimP(V)=n< n—-1)+(n—1) —dim H NH; <n &

< dim HiNHy >n —2
n—1 > dimH{NHy >n—2= dimHNHy, =n — 2
<~
)

2
ﬂHZ:n—Z
i=1
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Cosi’ procedendo, si arriva a:

n—r

dimﬂHi:n—(n—r):r:dimS (2)
i=1
allora
S<H; Vi=12...n—r=S<()H,
i=1
SCN* " H; "
_nZ:1 = S = ﬂ H;
(2) ~ i

[5.10,pg.76]

5.2 Riferimento

Definition 5.12. Sia dato V di dimensione n + 1, e sia K il campo di V.
Sia B = {e1, €a,...,€n41} una base ordinata'® di V, e sia P = (v) € P(V). Con [P]p indicheremo
le coordinate omogenee di P rispetto a B, che sono cosi’ definite:

[Pls = [(v)] 5= [w]5)
dove w ¢’ qualsiasi vettore di (v)

E’ facile vedere che questa definizione e’ indipendente dalla scelta di w € (v)

Per chiarire: sia k = [w]p. k e’ il vettore delle componenti di w secondo B, percio’ k € K",
Poiche’ K" e’ uno spazio vettoriale, possiamo considerare P(K"*1). Allora, (k) € P(K"*1),
dove (k) €’ la classe d’equivalenza della relazione definita in [5.2,pg.73]. E quindi, per definizione
(k) = [P]p € P(K"*1).

Proposition 5.13. Dato P € P(V), si ha
[Plp ={[u]p | ue P}

Proof:
PeP(V)&JveV': P=(v)

[Pls = [(0)]5=([]s) = Al | A # 0} = {Delp | A # 0} = {[ulp |u e (v)}

Proposition 5.14. Siano B, B’ due basi di V e sia P € P(V)
B' =kB, k#0= [P|gp = [P]|p
dove

B = {1}171}2,...71}n+1}

]gBd:ef{kvl, kvg, ... kvpi1}

Proof:

16]a base deve essere ordinata affinche’ sia possibile parlare di riferimento. Nel seguito assumeremo implicita-
mente che la base sia ordinata o meno
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Sia P = (v) € P(V). Chiaramente k{v) = (v), quindi
[Pler = [Plip = [(0)lkn = _[wlks = [kw]p = [Kv)]s = [(v)]s = [P]5
def

dove w €’ un qualsiasi vettore di (v)

Definition 5.15. Una base ordinata B di V e’ un elemento dello spazio vettoriale V71,
Diamo la seguente definizione:

B = (B) € P(V""!) ¢’ un riferimento proiettivo di P(V) 4 B’ ¢ una base di V"'t

dove (B) €’ la classe d’equivalenza secondo la relazione definita in [5.2,pg.73]
B’ €’ un qualsiasi B’ € (B)

Questa definizione e’ indipendente dalla scelta di B’ € (B), perche’ se B’ ¢’ una base, anche
kB’, con k # 0, lo €.

(B) si dira’ riferimento proiettivo standard di P(V) se B’ € (B), dove B’ €’ la base canonica
di V.

Con [P]g indicheremo le coordinate omogenee di P rispetto al riferimento proiettivo B, che

sono cosi’ definite:

[P]s<P] 5

dove B’ ¢ una qualsiasi base B’ € (B)
questa definizione e’ indipendente dalla scelta di B’, grazie alla prop. [5.14,pg.77].

Proposition 5.16. Siano B, B’ due riferimenti proiettivi distinti, e sia P = (v) € P(V), allora

1Pls = (Pp,p) [P = Ps.5'[Pls
dove
de.
P p :f<PB,B’>
B, B’ due qualsiasi basi in B, B’

1P)s = Plg = ()] = {[v]2) £ (] &)

(Pp,p') € una classe d’equiv. dello spazio quoziente K”H’"“*/N, dove, ~ e’ la relazione [5.2,p9.75]

Proof:
(1)1. Dim. che P573/§f<PB7B/> e’ ben posta
Dobbiamo dimostrare che prendendo B € B si ha

(Pp.p) = <P§,B/>

BeB=(B)=B=kB, k#0
v € B & kv e kB=[kvlp = k[v]p

= Pup,p = kPp.p = (Pyp,p’) = (PB,B)
Analogamente, scelto kB’ € B’ si ha
[Vlkp = k[v]p = Pprp = kPp B
(1)2.
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Pls = (vls)
Pl = (s ) = (Pp—pTv]s) = (Ps—p){Tvlz) = (Ps—p)[P]s = P 'Pls
()
(*) Dove, se H,J sono due insiemi, con HJ indichiamo il loro “prodotto”, ovvero HJ =
{hj|heH, jeJ}
O

5.3 Equazioni cartesiane proiettive

Proposition 5.17. Sia WCV, e siano AX = 0 le equazioni cartesiane di W rispetto alla base
B. Allora,

1. (w) e P(W) & Afw|p =0, we V*
2. PeP(W) &
PeP(V), 3X € |P]p: AX
PeP(V), VX €[P|p: AX

0<
0

In altre parole, la 1. dice che AX = 0 e’ il sistema di tutti i vettori di tutti i punti di P(W).
La 2. dice che tutte le coordinate di P soddisfano I’equazione, e che appena una coordinata di P
soddisfa 'equazione, allora P € P(W) (d’altronde le coordinate di P sono tutte proporzionali tra
loro).

Proof:
(1)1. Dim 1.

(w) ePW) =W*/o s weW* < Alwlp =0, w0

(1)2. Dim 2.

X €P]g & JweP: X ="Twlp (1)

[5.13,pg.77]
3X € 1P : AX =0 FweP: Allwlp =0 we V*, Alw|p =0 & (w) eP(W) < PeP(W)
(1) passo (1)1
Infine,
X' ePlpe X' =)2X, A\#£0
AX' =0 AAX =0 AX =0
Quindi

VX' €'[Plp: AX' =0
O

Proposition 5.18. Sia WCV, sia C = {wy,...,w;} una base di W, e B ={v1,...,0n41} una
base di V, con dimW =k, dim'V =n + 1.
L’equazione parametrica di W, nei parametri tq,ts, ..., ty, rispetto alla base B, e’:

k
X => twis (1)
i=1
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al variare dei parametri t1,ta, ..., t.
Si ha
1. PeP(W) < 3X € [Plp: X soddisfa la (1)
2. (w) e P(W) & X = [w]p soddisfa la (1)
In altre parole, la (1) e’ Uequazione di tutti i vettori di tutti i punti di P(W).

Proof:
(1)1. Dim la (1)

weW & w=tw + -+ thwg & [w]B :tl[wl]B‘F""i‘tk[wk}B
che €’ la (1).
(1)2. Dim la 2.

" (w) e P(W) & weW < X = [w]p soddisfa la (1)
1)3. Dim la 1.

3X € [P]p: X soddisfa (1) & Jw € P: X = [w]p soddisfa (1) &
SJweP: weWeP=(w),weW&PcP(W)

5.4 Sottospazio generato

Definition 5.19. Sia JCP(V) non vuoto, allora poniamo

def

L(J) P(W)

P(W)<P(V): JCP(W)

In virtu’ della proposizione [5.7,pg.75], L(J) € quindi il piu’ piccolo sottospazio proiettivo che
contiene J. L(J) si chiama sottospazio proiettivo generato da J
Se J={P1,..., P}, scriveremo

L(Py,...,P) S L{Py,..., P})
Se J = JyUJoU...UJy, scriveremo
L(J, Jay o J) L URU. .. UT)
Proposition 5.20. Sia Py = (v1), Po = (v2), ..., P = {v;) € P(V) non vuoto. Si ha
L(P,Pyy....,P) =P (L(v1,...,v1))

Proof:
Sia J ={Py,..., P}
PW)<P(V) W<V
JCPW) & P =(v) ePW) Vi=1,...;tevneWVi=1,....,t & L(vy,...,0) CW
JCP(W) < L (v1,...,0) CW (%)

L(J) = N P(W) = N P(W) = P N w| =
P(W)<P(V): JCP(W) %) WEV: L(v1,e,0) SW [5.7,pg.75] WEV: L(v1,...,00)CW

(
= P (L (v1,...,v¢))
L(v1,...,0¢)<V
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Definition 5.21.

Py, ..., P, € P(V) sono linearmente indipendenti 4« dim L(P,Ps,....P)=t—1
Ad esempio,

Py, Py sono Li quando L(Py, P») ¢’ una retta

Py, Py, P3 sono Li quando L(P;, Py, P3) € un piano

Py, Ps,..., P, sono allineati & L(Py, Py,...,P) <1

Py, Py, ..., P, sono complanari gL(Pl,PQ, o P)<2
Proposition 5.22. Dati P, = (v;) e P(V), i =1,...,t, si ha

Py,...,P; sono l.i<s vy,...,v sono Li.

Segue allora che il massimo numero di punti L.i. in P(V) e’n+1, dove dimP(V) =dimV—-1=

n.

Proof:
Per la prop [5.20,pg.80], abbiamo
L(Py,...,P) =P (L (v1,...,v¢))
dim L(Py, ..., P) =dimP (L (v1,...,v:)) =dim L (vy,...,v) — 1
dim L(Py, Po,...,P)=t—1< dimL (v1,...,v) —1=t—1< vy,...,v sono Li.

Definition 5.23. Sia Py,..., P, € P(V), con ¢t > n+ 1.

O

Dalla proposizione [5.22,pg.81], segue che Py, ..., P, sono certamente 1.d. Diamo allora questa

definizione: sia J = {P1,..., P}

Py, ..., P, sidicono in posizione generale (}SVKQJ :|K|=n+1 K € un insieme di pt. Li.

ovvero, comunque scelti n + 1 punti, essi sono Li.

Definition 5.24. Sia B un riferimento proiettivo di P(V) e sia B = {v1,...,0p4+1} € B una

qualsiasi base in B. I punti
Py =(v1), Pa=(v2), ..., Pot1 = (Vns1)
si dicono punti fondamentali rispetto a B oppure a B. Il punto
P=(vi+ 4 vnp41)

si chiama punto unita’ rispetto a B oppure a B.

Proposition 5.25. Sia B = {vy,...,0p41} una base di V, P, = (v1),...,Poy1 = (Upy1) @

rispettivi pt. fondamentali, e P il punto unita’, allora i punti
Pla'-'vpn—i-l,P

sono in posizione generale.
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Proof:
J={Py,...,Pyi1, P}.
Escludendo P da J, controlliamo che i pt. di J\ {P} siano L.i:
P = <U1>,...,Pn+1 = <’Un+1> sono i <~ VlyevnyUntl Li.
[5.22,pg.81]
e questo e’ vero perche’ sono vettori di una base.
Ora escludiamo un generico P;,

Py ={(v),...,Pi_1 = (vi—1), Pix1 = (Vit1)s -+ o, Pny1 = (Ung1), P = (01 + -+ - 4+ vpq1) sono Li.

S Ve Uim1,Vdly - ooy Untl, U1 + - + Upgq sono Li. (%)
[5.22,pg.81]
Applichiamo il criterio degli scarti successivi (vedi [AL,4.4,pg.23]): un qualsiasi v;, con 1 <
t < n+1 non lo possiamo scartare, perche’ vy, ...,v,4+1 sono Li. Se per assurdo vy +- -+ vp41

fosse 1.d. dagli altri, allora
VAU Upgr = @101+ Q-1 V-1 T Qi1 Vil T Gngp 1 Ungr =
=v; = (a1 — Dvy + -+ (ai-1 — Dvi—1 + (aip1r — Dvigr + - + (@ng1 — Dvng
e quindi v; sarebbe o l.d. dai vettori di B, oppure sarebbe nullo. In entrambi i casi cio’ €’
assurdo, perche’ v; € B.
Quindi, non possiamo scartare neanche vy + --- + v,41. Allora, per il criterio degli scarti
successivi, la (x) e’ vera.

Abbiamo percio’ visto che i punti di un qualsiasi sottoinsieme di J di cardinalita’ n + 1 sono
Li.
O

Proposition 5.26. Sia dimP(V) = n, allora
Py, ..., P2 sono in posizione generale =

= 3B riferimento proiettivo di P(V) tale che
{P1,...,Pot1} sono pt. fondamentali e P = P,y €’ il pt. unita’ rispetto a B

Proof:
Poiche’ gli n + 2 pt. sono in posizione generale, gli n + 1 pt. sono Li.
Consideriamo allora la base B’ = {v1,...,0n41}, dove P, = (v;), i =1,...,n+ 1.

Poniamo v = v, 42. Si ha:
V=0a101 +  F Ap1Un+1
Se per assurdo a; = 0, allora {v,v1,...,0,41} sono n+ 1 vettori 1.d., questo e assurdo contro
I’Hp della posizione generale.
Se come nuova base scegliamo
B = {(111}17 e ,an+1vn+1}
e poniamo v; = a;v;, avremo che
Pi = <UZ> = (aivi> = <@i>7 L= 1,,n—|—1
V=701 +V2 4+ Upt1
P =Poiy = (Uny2) = (v) = (01 + V2 + -+ + Unt1)
e quindi la tesi: P; sono pt. fondamentali, e P ¢’ il punto unita’, il tutto rispetto alla base B.
Allora, B = (B) ¢’ il riferimento proiettivo cercato.
(1)1. Dim. l'unicita’
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Supponiamo che esista un altro riferimento B = (B)" per cui
BI = {wl, ce 7wn+l}
PZ' = <U)Z>, 1= 1,...,wn+1
P = <U)1 +w2+~~~+wn+1>

allora, considerando il riferimento B di prima, abbiamo

P, = <’LU> = <El> = w; = A0, A #0 (*)

i
n+1 n+1 n+1 n+1

P={(wi+ - +w, = U1 +Ux+- - +7Uy) = w; = A v & \NiU; = \U; &
(wr +1) = (U1 + 72 ) ; ;6,; ?:),; ;
& ()\—)\1)@1 +()\—)\2)524—"'4—(/\—/\”4_1)%:0
e poiche’ {7;} sono li., 'unica combinazione lineare nulla e’ quella che ha i coefficienti tutti
nulli, da cui
A=d=ldo=-=hp
In definitiva
w;, =M; i=1,...,n+1
quindi
B =X\B=Be(B)y=8B=8

5.4.1 Formula di Grassman proiettiva
Proposition 5.27. Dati due sottospazi proiettivi, S1,Se < P(V), S; = P(W;), si ha
1. L(S1,S2) = P(W7 + W)
1.1 L(Sl,SQ,...,Sn) :P(Wl +W2 +"'+Wn), n Z 2
2. dim L(Sl, Sg) = dim S; + dim Sy — dim S1NS5
Poiche’ dim L(S1, S2) < dimP(V), dalla 2. si ha
3. dim S1NSe > dim S; + dim Sy — dim P(V)

Proof:
(1)1. Dim 1.

{IP(W) <P(V) {W <V

=
P(Wl)UIP’(Wg)Q]P’(W) ~ WlUWQQW
[5.6,pg.75]

L(S1,Ss) = L(S,USs) = N P(W) =, N P(W) =

P(W)<P(V): S1US2CP(W) (x) WSV WiUW,CW

N

= P N W = B(Wi + W)
[5.7,pg.75] WSV WiUW,CW (%)
(**) 11 piu’ piccolo sottospazio che contiene W1UWy e’ Wy + Wa.
(1)2. Dim 1.
Procediamo per induzione su n. La base e’ stata gia’ provata nel passo precedente.
Supponiamo la tesi vera per n — 1.

83



Sia L(Si,...,S,) =P(W).
L(S1,...,8,-1) = P(Wr+-+ Wy_q)
Hp induttiva
L(St,...,Sn 1) < L(S1,...,Sn) © P(Wy + -+ W,_1)CP(W) <
per def. di L(X)
S Wit A Wa W (1)
[5.6,pg.75]
S,CL(Sy,...,58,) & P(W,)CP(W) & W,CW (2)
(1),2)= Wi+ +Wh1)+ W, CW &S P(W1 + -+ Wy_1) + W, )CP(W) = L(S1,...,5) (3)
Wi, Wa, ..., WaCWy + Wa + -+ W, = P(W),P(Wa), ..., P(W,)CP(W, + Wy + -+ W,) &
& 81 S CPWr o A Way W) (S LS, S)CP(Wa + Wa b+ Wa) (4)
per def. di L(X)

(3),(4) = L(S1,...,Sn) =PW1 + Wy +---+ W,)
(1)3. Dim 2.

dim Wy = dimP(W;) + 1
dim Wy = dimP(W3) + 1
dim WiNW, = dim P(WNWs) + 1 = dim P(W)NP(Ws) + 1
[5.7,pg.75]
S9) = dimP(Wy + Wa) = dim(W; + W) — 1 = dim Wy + dim Wy — dim WinW, — 1 =
dim P(W1) + 1 + dim P(Wa) + 1 — (dim P(W1)NP(Wa) + 1) — 1 =

(3 %)

m L(Sy

N
)
= dimP(W}) + dim P(Ws) — dim P(W,)NP(Ws)

Proposition 5.28. Dati S; = P(W;), i =1,2,...,n, allora

1. L(Sl) =5

L(L(S1,89,...,5,-1),5n) = (Sl,SQ,...,Sn), n > 2
3. 51C52:>L(51,52) L(Ss) =
3.1 S1CL(Ss,55,...,5,) = (51,52,...,5 )
4. P,Q € S; = L(P,Q)CS

L(SZa"'asn)

queste sono le proprieta’ analoghe a quelle della congiungente (vedi [1.16,pg.9]).

Proof:
(1)1. Dim 1.

S1CS; = L(Sl)gsl

(*)
Per definizione: S;CL(S7)
S1 = L(S1)

L(S7) €’ il piu’ piccolo sottospazio che contiene Sj.
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(1)2. Dim 2.
Procediamo per induzione su n.
Base: n =2

Supponiamo che sia vero per n — 1.

L(Sla527"'75n—1) HD(I/Vl—i_VVYQ_F_|_VV77,—1)

g,

[5.27,pg.83]
L(L(Sl,527...7sn71)75n) :IP((W1+W2++W“,1)+W”) \:/_/ L(Sl,SQ,. ,Sn)
[5.27,pg.83]
(1)3. Dim 3.
S§1C8 & WiCWs = Wi + Wy = W,
L(S1,52) = P(W1 + W3) =P(W2) = L(S2)
(1)4. Dim 3.1

SlgL(SQ, ceey Sn)s_/L(SlaL(S% ey Sn)) = L(L(SQ, ey Sn))
3. 1.

L(S1,L(Sa,...,5n) L(S1,59,...,5,) (2)

Ny
2.

(1),(2) = L(S2,...,5,) = L(S1,52,...,5n)
(1)5. Dim 4.

P=(v), Q= (u), S1=PW)
P,Q e S S vue€ W = L(v,u) CW NP P(L (v,u))CP(W) < L({v),{(u)) = L(P,Q)CS
[5.5,pg.74] [5.6,pg.75]

Definition 5.29. Dati Sy, S2 < P(V),

S1, 52 sono in posizione generale 4 dim S1NSy = max {—1,dim S} + dim Sy — dimP(V)}
Example 5.30. Un iperpiano e una retta hanno almeno un punto in comune.

Sia « l'iperpiano, ovvero dima = dimP(V) — 1.
Sia r la retta, ovvero dimr = 1.

dimL(r,a) <n & dimr+dima—dimanr<n<sl+n—1—dimanr <n< dimanr >0

[5.27,pg.83]

In particolare, in P(V) con dimP(V) = 2, due rette si incontrano in un punto, oppure sono
coincidenti.
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5.5 Proiezione (spazi proiettivi)

Definition 5.31. Sia dimP(V) = n, e H < P(V) un iperpiano, ovvero dimH = n — 1. Sia
P ¢ H e sia definita la seguente mappa:

TP H - P(V)\{P} — H
mp,u(Q) € L(P,Q)NH = {R}

7 si chiama proiezione di centro P, sull’iperpiano H.
Questa definizione €’ ben posta perche’ |[L(P,Q)NH| =1 VQ € P(V)\ {P}

Proof:
(1)1. Dimostriamo che L(P,Q)NH ¢’ formato da un solo punto
Sia @ € P(V)\ {P}.
L(P,Q) € una retta, infatti,
Q#P=PNQ={0}) = dmPNQ=0-1=-1
dim L(P,Q) =dim P + dim@Q —dim PNQ =0+0—(-1) =1
Un iperpiano e una retta hanno sempre un punto in comune (vedi [5.30,pg.85]), quindi
dimL(P,Q) > dimL(P,QNH >0<0<dimL(P,Q)NH <1
[5.9,pg.76]
Se per assurdo dim L(P,Q)NH = 1, allora
dim L(P,Q)NH =1 =dim L(P, Q)
L(P,QNHCL(P,Q)

assurdo perche’ P ¢ H.
Quindi, dim L(P, Q)NH = 0.

= LPQNH = L(P,Q) & L(P,Q)CH
[5.10,pg.76]

O

Proposition 5.32. Sia dimP(V) =n, e H < P(V) un iperpiano, ovvero dimH =n — 1. Sia
Q € P(V)\H e sia 7 la proiezione di centro Q sull’iperpiano H. Si ha

W(S) = L(Sv Q)ﬂH
SSMV%Q¢S:{&mM$&mS

Nota: w(S) e’ limmagine di tutto S.

Proof:
(1)1. Dim 1.
Dobbiamo dimostrare che {7(S)} = L(S,Q)NH.
(2)1. Dim C
Sia 7(P) € 7(9),
m proiezione = {n(P)} = L(P,Q)NH (1)
P,Q e L(S,Q) = L(P,Q)CL(S,Q) = L(P,Q)NHCL(S, Q)HH\:;/{T((P)} CL(S,Q)nH
[5.28,pg.84] (1)
w(P) € L(S,Q)NH
(2)2. Dim D
Sia P € L(S,Q)NH.
(3)1. Dim che dim L(P,Q)NS = 0, ovvero che L(P,Q)NS € un punto
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PeHQ¢H=P+#Q= dmL(P,Q)=1 (2)
LLPQ.S) = LPQ.S) ()
[5.28,pg.84]
PEL(S,Q) = LPSQ)=L(SQ) (21)
[5.28,pg.84]
Q¢S=5NQ=0= dimSNQ = -1
dim L(P, S, Q)\:/_/dim L(S,Q) =dim S erin/gf dim SNQ =dim S+ 1 (3)
(2.1) =0
dim L(L(P,Q),S) = dim L(P,Q) + dim S — dim L(P,Q)NS (4)
(2) = dim L(P,Q, §) = dim L(L(P, Q), ) & dim § + 1 = dim L(P, Q) + dim § — dim L(P, Q)NS
(4)
& dim L(P,Q)NS = dim L(P,Q) =1 _= 0

(2)
(3)2. Dim. che 7(R) = P, dove {R} = L(P,Q)NS

Re L(P,Q)
{R}=L(P,QINS=(Rc S R#Q = L(P,Q) = L(R,Q) (5)
Q¢S
{n(R)} = L(R.Q)NH = L(P,Q)NH (6)
(5)

PcH
{P erpp € L(P,Q)NH = {n(R)} = P =n(R) = P € n(S)

Abbiamo cosi’ dimostrato che preso P € L(S,Q)NH, si ha P € w(S), ovvero
L(S,Q)NHCx(S)
Dalle due doppie inclusioni di sopra, segue la tesi.
(1)2. Dim dim7(S) = dim S

L(S,QNHCL(S,Q) = dimL(S,QNH < dim L(5,Q) = dimS +1 (7)
[5.9,pg.76]
dimP(V) > dim L(S, Q, H) = dim L(L(S, Q), H) =

=dim L(S,Q)+ dimH —dimL(S,Q)NH =dimS+1+dimP(V)—-1—-dimL(S,Q)NH (7.1) &
=dim P(V)—1

vedi passo precedente

& dim L(S,Q)NH > dim L(S, Q) — 1 = dim S (8.)
(7),(8) = dimS + 1 > dim L(S, Q)nH > dim S (8.1)
Se per assurdo, dim S + 1 = dim L(S, Q)NH, allora
dim S + 1 = dim L(S, Q)OH\:E_/dimL(S7 Q,H)=dimP(V)—-1=dim H
(7.1)
{dimL(S, Q,H)=dim H

= L(S,Q,H)=H
HCL(S,Q, H) ~ (5.9, 2)
[5.10,pg.76]

Qel(S,QH=H=QeH
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assurdo. Quindi, dim S + 1 # dim L(S, Q)NH, e allora dalla (8.1) si ha
dim S+ 1 > dim L(S,Q)NH > dim S < dim L(S,Q)NH = dim S
e per il passo precedente:
dim S = dim L(S, Q)NH = dim 7 (S5)

5.6 Isomorfismo proiettivo
Definition 5.33. Considerando P(V),P(V’),
£ B(V) — B(V)
f isomorfismo proiettivo WIF. vV — V' isom. vett. tale che () = (f(v))

Se P(V) =P(V’), allora f si dira’ proiettivita’.

Proposition 5.34. Sia f: V — V' isom. vett., allora

[ PV) — B(V)

f(v) = (f(v))
f €’ un isomorfismo proiettivo e si dira’ [’isomorfismo indotto da f.
Proposition 5.35. f e’ biettiva.

Proof: E’ iniettiva:

F()) = f({w)) = (£(v)) = ({f(w)) = fw) = M(v) = f(l) & w=Ive (W)= ()
E’ surriettiva: fisomorf.
WY eP(V)=1v eV =>IFweV: flv)=1

(v) = (f(v)) = F({v))

Proposition 5.36. Dati due isomorfismi proiettivi f, g,

=9 f=Xg A#0

dove \g e’ l'isomorfismo vettoriale definito da

(Ag)(v) = Ag(v)

Proof:
()1. Dim <«
f((v) = (f(v)) = (Ag(v)) = (g(v)) = g((v))
(1)2. Dim =
E’ chiaro che se v = 0, allora
flo) =£0) = 0=X0 = 2Ag(0)=Ag(v) VA
f isomorf. g isomorf.

Quindi, dobbiamo preoccuparci solo dei vettori v # 0.
Siav #0
f(v) = g((v)) & (f(v)) = (g(v)) & f(v) = Ag(v), A #0
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1. Ay =A WeV

f(v) = \gv) & (g7 1) (v) = A\v Yo €V
stap=g 'f: V—5V
ogni vettore e’ un autovettore per ¢

Presi v,w € V, supponiamo per assurdo che A, # A,

o(v) = Ay
p(w) = Apw = v, w sono Li.
Aw # Ay [AL,8.3,pg.53]

ov+w) = Av+w) =+ w
pv+w) = pv) + p(w) = Av + Apw

A=X, =0
M= v+ weS A= )v+A=-A)w=0 & S A =A= Ay
v+ Aw v w s ( v+ ( Jw {)\ 5 =

v,w sono L.i

= Ay = Ay assurdo

Quindi,
Yo eV flv) =Xgv) & f=Ag
O
Proposition 5.37.
P(V) ~P(V') & dimP(V) = dimP(V’)
In particolare,
dimP(V) = n & P(V) ~ P(K"*)
Proof:
(1)1. Dim =
P(V) ~P(V') = 3f : P(V) — P(V’) isom. proiett. = f:V — V' isom. vettoriale =
= dimV =dim V' = dimP(V) = dimP(V’)
(1)2. Dim <
dimP(V) =dimP(V') & dimV =dimV' =n+1
Allora per la prop [AL,7.6,pg.40], si ha
V-~V
e quindi
V>V &P(V)~PV')
O

Proposition 5.38. Dati due spazi P(V),P(V’) isomorfi, e rispettivamente B, B’ due loro rifer-
imenti, allora

3f : P(V) — P(V') isom. proiettivo tale che
[Pls = [f(P)]s
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Proof:

P(V)~P(V)e V=V
Allora per la prop. [AL,7.7,pg.40], si ha

If : V — V' isomorfismo tale che

[v]p = [f(v)]p Vv eV (1)
dove B € B,B' € B'.
E quindi scegliendo I'isom. proiettivo associato f, si ha

PeP(V)& P= (), veV"

[F(P)s = [f(P)ls = [f((v)] = [(£(v))]r = ([f(v)]5)

Proposition 5.39. Dati due isomorfismi proiettivi

f:B(V) — B(V)
g:B(V) — B(V')

la loro composizione h = gof e’ un isomorfismo proiettivo, e inoltre h = gof

Proof:

h((v)) = gof((v)) = g(f({v))) = g({f(v))) = (gf(v))
gf e’ un isom. vett. perche’ composizione di isom. vettoriali. Quindi h €’ un isomorfismo
proiettivo e h = gf.
O

Proposition 5.40. La relazione di isomorfismo proiettivo e’ una relazione d’equivalenza nella
classe di tutti gli spazi proiettivi.

Proof:
(1)1. Riflessivita’: P(V) ~ P(V)
L’identita’ e’ una proiettivita’.
(1)2. Simmetria: P(V) ~ P(V’') = P(V’') ~ P(V)
Siano f I'isomorfismo proiettivo di P(V) — P(V’). Basta scegliere g = f~! come isomorfismo
proiettivo inverso. Verifichiamo che f~! sia un isomorfismo proiettivo:
P =) eP(V) = P ={(w)eP(V): f(P)=P
f surriettiva
f(P) = f({(v)) = {f(v)) = P' = () = (f(v)) = () = f(v) = X
FTHP) =P = (v) = (f1(f(v)) = (£ (W) = (M) = (£71(v)
Quindi f~! ¢’ un isom. proiettivo e inoltre £~! ¢’ il suo isom. vettoriale associato.
(1)3. Transitivitas A~ A"~ A" = A~ A"
Per la prop. [1.47,pg.24] segue la tesi.

Proposition 5.41.
PGL(V) ={f:P(V) — P(V) | f proiettivita’ }
e’ un gruppo con l’operazione di composizione.

Proof:
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Per la prop. [5.39,pg.90], 'operazione di composizione e’ ben posta.
L’elemento neutro e’ I'identita’.
La proprieta’ associativa sicuramente vale.
L’inverso di f e’ f~!, che e’ ancora una proiettivita’, come visto in [5.40,pg.90].
O

Theorem 5.42. Siano dimP(V) =dimP(V')=ne P, € P(V),Q; e P(V') i =1,2,...,n+2,
entrambi in posizione generale, allora
3f : P(V) — P(V') isom. proiettivo tale che
f(PZ):Ql Z:1a7n+2

Proof:

(1)1. Troviamo f
Poiche’ {P; |i=1,...,n + 2} sono in posizione generale, per la proposizione [5.26,pg.82]
3!B riferimento di P(V) t.c {P1,..., P11} sono pt. fondamentali e P = P, 5 €’ il punto unita’, percio’
Po=(vyi=1,....n+2, v=vp42=B={v1,...,0p41} € unabase di V, v=v; + -+ vp41
Analogamente per i Q;
Qi={(w)i=1,....,n+2, w=wy12= B ={wi,...,wyp1} € unabase di V', w=w;+ -+ wy1
Allora, come f scegliamo quell’isomorfismo vettoriale t.c. f(v;) = w;, ¢ = 1,...,n+ 1, che

esiste per il thm [AL,7.5,pg.39]. L’isomorfismo proiettivo f indotto da f e’ quello cercato.
(1)2. Dimostriamo che e’ unico
Supponiamo che esista g : P(V) — P(V’) isom. proiet. tale che
gP)=Q; i=1,...,n+2
allora

f(P)

7@@’79(131')

(£(vi)) (g(vi))
(f(v;)) = (g(vy)) & flv) = Nig(vy) i=1,...,n+2 (%)

() = f(onsz) = Auog() = Ae(0)
sia A=A 42
f(’U) = f(’Ul + -+ Un—i—l) = f(’Ul) —+ -4 f(vn+1)
(v) ———— (1) + -+ v 41) Ag(v)
Agr) + -+ Ag18(Ung1) == Ag(v1) + - - + Ag(vn+1)
(A= A)g(v) + -+ + (A = Ang1)g(vn41) =0 P A=X=X= =1

V1 yenny Vpt1 Li. e g isom. vett

Quindi
f=Xg=f=y
O
Corollary 5.43. In P(V), con dimP(V) = n, siano P, € P(V) i =1,...,n+ 2 in posizione
generale, allora

P — P ettivita’
{f (V) (V) proiettivita ~of—id

f(P) =P
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Proof: Dal thm [5.42,pg.91]
Al g : P(V) — P(V) proiettivita’ tale che g(P;) = F;
e una tale proiettivita’ ¢’ proprio id. Quindi per I'unicita’ si ha la tesi. O
Proposition 5.44. Siano B,B’ due riferimenti proiettivi rispettivamenti di P(V),P(V'). Sia
f:P(V) — P(V') isom. proiettivo e sia P = (v) € P(V), allora
(P = (Mpp () Pls = M, (f)1P]s
dove

de
Mg, ()< (M, ()
B, B’ due qualsiasi basi in B, B

questa proposizione e’ il caso generale della proposizione [5.16,pg.78], che si riottiene con f = id.

Proof:
(1)1. Dim. che MB,B/d:e%MB_Bﬁ e’ ben posta
Dobbiamo dimostrare che prendendo B € B si ha

(Mp,p) = <M§,B’>

BeB=(B)=B=kB, k#0
v € B & kv e kB = [f(kv)]p = [kf(v)]p = k[f(v)] 5

= Myp,p = kMp g = (Myp,p') = (Mp,p")
Analogamente, scelto kB’ € B, si ha
[f(v)|kp = k[f(v)]pr = Mpxp = kMp B

(P =T ()]s = [Ew)]s = K[f()]p) = (f(v)]z) = (Mp .5 v]B) =
= (Mp,p){'vlB) = (Mp p')Pls = Mg 5'[Ps

O

5.6.1 Punti uniti e autovalori

Proposition 5.45. Data [ : P(V) — P(V) proiettivita’, si ha

f((v)) = (v) & v e’ un autovettore di f

Ovvero, i punti uniti di f sono generati da tutti e soli gli autovettori di f.

Proof:

(1)1. Dim. <«

fw)) = ()< ) =) = f(v) =, XA#0 < v autovettore di f
per Hp

O

Proposition 5.46. Data [ : P(V) — P(V) proiettivita’, si ha
f=ideVPeP(V) f(P)=P oV ="V, P(V)=PE))

dove X e’ un autovalore non nullo di f e Vy e’ il relativo autospazio di f.
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Proof:
()1. Dim. =
Poiche’ I’endomorfismo associato ad id : P(V) — P(V) e’ id : V — V| per la prop
[5.36,pg.88], si ha
f=MXid, A#0
e quindi
Yo eV f(v) = (Aid)(v) = v = v eV,
VCVy
e per definizione V,CV. Percio’

W=V
(1)1. Dim. <« f\
PeP(V) & P=(v), veV\{0}
f(P) = f({v)) NP, (vy =P
Quindi f =id [5.45,pg.92]

Proposition 5.47. Data f : P(V) — P(V) proiettivita’, e dato S =P(W) < P(V), si ha
fis=ideVPeS f(P)=P&W V)& S<P((V))

dove f|s e’ la restrizione di f ad S, A e’ un autovalore non nullo di f e Vy e’ il relativo autospazio

di f.

Proof: Consideriamo g = f|g : P(W) — P(W), per ipotesi g = id : P(W) — P(W). Quindi
g € ancora una proiettivita’ (quella identica), ma allora per la prop [5.46,pg.92], si ha

W =V
dove V' e’ lautospazio relativo a g : W — W rispetto all’autovalore non nullo A\. Ma, poiche’
g = f\W
si ha
W=Vy\<V
dove V) e’ I'autospazio relativo a f. O

Definition 5.48. Sia dato S =P(W) <P(V) esia f: P(V) — P(V) una proiettivita’, allora
S e’ uno spazio unito (}:C)ff(S) =S5

Proposition 5.49. Sia dato S = P(W) < P(V) e sia f : P(V) — P(V) una proiettivita’,
allora

S e’ unito < f(S)CS < fiy e’ un isomorfismo

dove fiy €’ la restrizione di f a W

Proof:
(1)1. Dim 1.
(2)1. Dim. =
S unito = f(S)=95= f(5)CS
(2)1. Dim. <«

93



f proiett. = dim f(S) = dim S

f(5)cs B
{dimf(S) _dims = 1=
[5.10,pg.76]

(1)2. Dim 2.
Chiaramente f|yy e’ ancora iniettiva. Dimostriamo che e’ surriettiva.
S unito < f(S)CS < Vw e W™ f((w)) € S=P(W) & VYweW* (flw)) e P(W) &
S VYw e W flw) e W* < f(W*)CW* & fov)cw
f isomorf = f(0)=0
fw)cw
dim f(W) = dimW = f(W) =W
~

f isomorfismo
Quindi fjyy €’ surriettiva.

6 Spazio affine proiettivo

Theorem 6.1. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n+ 1, e sia P = P(V) il suo spazio
proiettivo. Preso un qualsiasi spazio affine A di dimensione n, si ha

A~P(V)\H
dove H e’ un iperpiano di P. L’isomorfismo e’ inteso tra spazi affini.

Proof:
H iperpiano diP & H=P(W), W <V, dmW =n
Sia v e VAW,
H1. W+ L(w)=Wa L (v)
Infatti, se per assurdo £ (v) "W # {0}, allora,
WeW, N£0=veW
assurdo
dimW =n
dim £ (v) =1 =W+L(w)=V (1)
LO)+W=L({v)dW
Consideriamo P € P\ H, si ha
PeP\H < P=(u), ue V\W
CNGIL + pupv, wew
(1)
ug W= pup#0=Iu!

P=(u) = {(w+ pupv) = <[1,p71 (w+upv)> = <up71w—|—v> = (wp + v)
wp:=pp~lw
quindi ad ogni P € P\ H riusciamo ad associare un vettore wp € W.
Consideriamo allora la funzione

w:P\H — W
w(P) =w € W tale che P = (w+v) = (w(P) + v)
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(1)2. w(P) €’ una funzione, ovvero, per ogni P Jlw € W tale che P = (w + v)
Supponiamo che esista un altro w’ € W: P = (v’ + v), allora
(wH+v)y=P= (W +v)=wt+v=Fkuw +v)e w—kuv' = (k-1
———
ew

Se per assurdo k # 1, allora

w — kw
=—F"€eW
v (kf 1) S
assurdo, perche’ v € VA\W. Quindi, k =1,
w—w=0cw=uw

(1)3. Chiaramente w(P) e’ biettiva
infatti, la sua inversa e’:
w7 (w) = w+v)
Sia A = P\ H. Scelta la funzione
S AxA— W
SN
RQ = w(Q) —w(R)
A diventa uno spazio affine su W, infatti
1. Verifichiamo i}))rimo assioma: sia Re A, we W,
RQ=wewl@) —wR)=wswQ) =w+w(R)

5 Q=wlw+wR) = (w+wR)+v) = <E§ + w(R) +v>
quindi @ esiste ed e’ unico.

RQ + QS = w(Q) — w(R) + w(S) — w(Q) = w(S) — w(R) = RS

dimA =dimW =n
dimA=n=dimA = A~A
~—
[1.49,pg.24]
O

Definition 6.2. Sotto le ipotesi del thm [6.1,pg.94], lo spazio P(V) viene chiamato completa-
mento proiettivo di A, perche’

AUH ~ AUH = P(V)

H viene chiamato iperpiano dei punti impropri.
Ogni punto di H viene chiamato punto improprio.
Ogni punto di P(V)\H viene chiamato punto proprio.

6.1 Coordinate proprie improprie

Proposition 6.3.

Sia dato P(V), dimV =n+1, e H =P(W) < P(V) iperpiano.

Sia B ={wy,...,w,} base di W e C = {w1,...,wy,v} base di V, dove v € V\W.

Sia infine Q = (O = (v), B) un riferimento affine dello spazio affine A = P(V)\H costruito'” su

17vedi la dimostrazione del thm [6.1,pg.94]
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w.
Allora, tutti e soli i punti impropri P € H avranno coordinate del tipo

[Plc = {(a1,az2,...,a,,0))

tutti e soli i punti propri Q € A= P\H avranno coordinate del tipo
[Qlc = ((b1, b2, ..., bn, 1))

Lo stesso punto Q, pensato nello spazio spazio affine A, ha coordinate

[Qla = (b1,ba, ..., by)

Infine, il sottospazio proiettivo H, nel sistema di rif. 0 ha equazioni:

Tpy1 =0
Proof:
PeH=PW)s P={(w),, weW
weW & w=aw + -+ apw, + 0 & [we = (ar,as,...,a,,0)

[Ple = [(w)le = ([w]e) = {(a1, a2, ..., an,0)) (%)

QeA Q=@ +v), w@eW

vedi dim. thm [6.1,pg.94]
w(@Q) eW < [w(@)]c = (b1,...,bs,0) (1

[Qle = ([w(@) +vle) = (w(@)lc + [v]e) = ((br, -+, 0n,0) +(0,0,...,0,1)) = (b1, b, ...

Poiche’ P = (v) € H, come abbiamo visto si ha
[vle = (x1,22,...,2,,0) soddisfano 'equ. di H < 2,41 =0
(*)

ma H e’ un iperpiano, quindi ha solo una equazione lineare. Percio’ x,,+1 = 0 ¢’ sufficiente per

descrivere H.

O

Proposition 6.4. Poniamoci nelle ipotesi della prop. [6.3,pg.95]. Sia dato inoltre uno spazio

affine A, dim A =dim A = n.

Preso un sottospazio S < A, si ha
S~ S\H
giacS ~ SNH

dove S <P e’ la chiusura proiettiva di S: e’ il sottospazio proiettivo definito dalla equazioni di
S, in cui ogni termini noto e’ moltiplicato per la n + 1 variabile indipendente, ad esempio, se S

e’ il sottospazio

S: a1+ -+ apnTy + a1 =0
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S sara’

S a1y + -+ apYn + Gpp1Yns1 =0

In sostanza, questa proposizione afferma che S non e’ nient’altro che S con l'aggiunta dei
punti impropri, e che la giacitura di S e’ l'insieme dei punti impropri di S.

Se A=A, allora si ha l'uguaglianza:

S—S\H
giacS = SNH

Proof: Poiche’ A ~ A (hanno la stessa dimensione), possiamo considerare S’ < A: S ~ S.
Tutte le proposizioni che vedremo varrano anche per S, a meno di isomorfismo.

(1)1. giacS’ ~S'NH
Nel riferimento €, il sottospazio affine S’ avra’ equazioni:
a11r1 + -+ a1pTy + Alnt+1 = 0
a21T1 + -+ aopnxy + a2pg1 =0 (1)
am1T1 + -+ CGpn®n + Gmnt1 =0
Consideriamo allora 5 < P di equazioni:
aiyi + -+ anYn + Ynt+1aint1 =0
a21y1 + -+ a2nYn + Ynt1a2n41 =0 @)
Am1Y1 + -+ GmnYn + Ynt1Gmns1 =0
Se intersechiamo S con H, che ha equazione y,+1 = 0 (vedi [6.3,pg.95]), otteniamo:
ayyr + -+ amyn =0
as1y1 + -+ + agnyn =0

(3)

am1Y1 + -+ CmnYn = 0
che sono le equazioni della giacitura di S’.

(1)2. S ~8\H

QES/SA:P\H - [Q}C:«xl»x%"'axnvl»:>:17n+1:1
~ Q:(xlax%"‘vxn)

prop.[6.3,pg.95]

Q € 8" = [Q]q soddisfa la (1) NP [Q]c soddisfa la (2) ()
r,+1=1
QeSS <A=P\H=QecP
S <P = QeS\H

(%)
Quindi S§'CS\H
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E poiche’
ReS\HCP\H =
~—
prop.[6.3,pg.95]
ReS = [R]c soddisfa la (2) NP [R]q soddisfa la (1)
Ynt1=1
ReP\H=A
§'<A = Re S
[R]q soddisfa la (1)
Quindi §'\HCS'.

In definitiva,

S~ =5 \H~5\H

Proposition 6.5. Nelle ipotesi della prop. [6.4,p9.96], si ha
dim SNH = dim S — 1
Proof: B B B
dim L(S, H) = dim 5 + dim H — dim SNH < dimP <
< dim S+ dimP -1 —dim SNH < dimP <
< dimS—1<dimSNH < dim S
Se per assurdo dim SNH = dim S, allora
dim SNH = dim S
SNH < S
e questo e’ assurdo perche’ B B
S\H ~ S#0=S\H#0=S¢H

[6.4,pg.96]

= SNH =S« SCH

Quindi B B B B -
dimS —1<dimSNH <dimS & dimSNH =dimS -1

[R]C = <(y17y27 <o Yn, 1)> = Yn4+1 = 1

O

Proposition 6.6. Nelle ipotesi della prop. [6.4,pg.96], presi due punti Py, P, € P(V)\H distinti,

st ha
PP, =L(P, P,)\H

dove Py Py e’ la congiungente di Py, Py nello spazio affine A= P(V)\H.
Proof:

Ricordiamo inoltre che
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Pe L(P,P)\H =P(L (w(P) +v,w(P) +v)\H =
= P = MNw(P1) +0) + p(w(P) +0)) = Qw(Pr) + po(P2) + (A + p) v)

Aw(Pr) + pw(Ps)
Ntp +v> (1)

P¢H:>/\+u7é0:>P:<

i Aw(Py) 4 pw () Aw(Pr) + pw(Ps)
PeA=P=(wP = S w(P) = 2
(o )+U>‘<1>'< SR 1) e i) = 2AEERAR)
P 7’ —_—
PP=w(P)—wP)=—(wP)—wlP)) = PP
1P =w(P) —w(P) )\+M(w(2) w(P1)) el
PP=-"_PP :>Pe(P L(PP)) — PP
1_)\+M12 1 142 (—)12
0
e per Iarbitrarieta’ di P, si ha
L(Py, P)\HCP, P,
(1)2. Dim C
Basta procedere a ritroso, con le dovute modifiche.
O

6.2 Teoremi classici (proiettivi)

Theorem 6.7. di Pappo.

In un qualsiasi spazio proiettivo P di dimensione 2, date due rette r1,79 distinte, e i punti
Py ery, 1 =1,2,3, j = 1,2, distinti fra loro e tutti diversi da O = riNry st ha che i punti
A, B, C tali che

{A} = L(P11, Pya)NL(Po1, Pi2)
{B} = L(P11, Po3)NL(Po1, P13)
{C} = L(P12, Po3)NL( P22, P13)

sono allineati.

Proof: Intanto ricordiamo che per la prop. [5.30,pg.85], due rette in P? si incontrano in un solo
punto oppure sono coincidenti.

(1)1. Le rette L(P1j, Pyjr), j,7' =1,2,3 sono tutte distinte
Supponiamo per assurdo che 33,5/, k, k' : j# kV j' # k' per cui si ha
L(Pyj, Pyjr) = L(Poy, Pri)

Supponiamo j # k (se cosi’ non fosse, basterebbe considerare j' # k' e procedere analoga-
mente).

| £k
.] 7 . = P1; # Pk
i pt. sono a distinti per Hp
E quindi si ha
P # P,
1 7& 1k =T = L(Pljaplk)
Py, Py, €7y

Plk € L(Plj,ng/)

:>LP‘7P‘/ :LP,P: :>P,,€ N
Py, # Py (P1j, Pojr) = L(Pug, Prj) =1 20 € Ty

L(Pyij, Pyjr) = L( Py, Pii) = {
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Figure 1: Rappresentazione del thm di Pappo proiettivo, dove Pj; = E, P1o = F, P13 = G, Py; =
E' Py =F' Py3=0G

assurdo contro ipotesi.

(2. A#C
Se per assurdo, A = C, allora
A= C,PQQ c L(Pll,PQQ)
A =C, Py € L(Py, P13) = L(P11, Pa2) = L(Pa2, P13)
i pt. P;; sono distinti fra loro
E come gia’ visto, questo e’ assurdo.

Poniamo H = L(A,C), e A =P\H. Poiche’ A # C, H ¢ una retta.
Per il thm [6.1,pg.94], A e’ un piano affine (nota '%).
(1)3. Dim. che

Pljpgj/ = L(P1j7pgjl)\H COIlj = 1,273

—

retta affine B
Ovvero, la congiungente P, ; P»;/, che sta’ nel piano affine A, ¢’ uguale alla retta L( P, Paj/)
senza i punti di H.

Supponiamo j = 1. Si ha che P1; ¢ H, infatti, se per assurdo lo fosse,
Py € HOL(P1y, Pa) = {A} = Pii = A € L(Pa1, Pra) = L(Po1, Pi2) = L(P11, Pi2) =71 = Po1 € 11012
assurdo. Analogamente si vede che Py;, P»js ¢ H, quindi per la prop. [6.6,pg.98], si ha

PyjPyjr = L(Prj, Poy )\H

<1>4 P11P220P21P12 == @
Infatti, 'unico punto d’incontro di L(Pi1, Pa2), L(Pa1, P12) € A: se per assurdo ce ne fosse un
altro, allora sarebbero coincidenti, ma questo e’ assurdo per cio’ che abbiamo visto nel primo
passo.

18in pratica stiamo considerando L(A, C') come retta impropria
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Ma A € H, quindi
Py PyyNPy Py = ()

Quindi, poiche’ siamo in un piano affine

P11 PyoNPs1 Py =0 = P11 Pay || PorPia (1)
Analogamente per PioPss, Pos Py3:

P1oPy3sNPyyPig = ) = PiaPas || PooPrs (2)
Ma allora per il thm di Pappo affine (vedi [1.39,pg.19]) applicato ai punti '°

P, =Py, j=1,2,3

P2/j :P2(47]) ]:1,273

PPy, || P33Py, 57 (| BT P
(1),(2) & — — g Pl Py || PigPas & PiiPas || PiaPor
Piy Py, | P3Py thm P .
m Pappo [1.39,pg.19]
Quindi
P11 P3| PisPa = P11 Py3sNPi3Pry =0 <
siamo in A, spazio affine
L(Py1, Po3)\HNL(P13, Po1)\H = )< (L(Pr1, Po3)NL(Pi3, P21))\H = )<
= L(Pll,P23)mL(P13,P21) QH < Be H
={B}
Quindi

A B,CeH
O

Theorem 6.8. Teorema di Desargues proiettivo.
In un qualsiasi spazio proiettivo P(V) di dimensione 2, date due terne di punti distinti:
(Pj1, P2, Pj3), j=1,2, se
L(Py1, Po1)NL(P1a, Peo)NL( P13, Pa3) = {O}
O # Py Vi, j

si ha che i punti

{A} = L(P11, Pi2)NL(Pa1, P22)
{B} = L(P11, Pi3)NL(Pa1, Ps3)
{C} = L(Pi2, Pi3)NL(Pa2, Po3)

sono allineati.

19in pratica stiamo applicando Pappo, con gli stessi punti P;;, ma considerando in ordine inverso i punti Ps;
della retta ro
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Proof:

Pij = <U>z’j Vi, j

0= (v)

O € L(Py1,Ps1) = v =ajv11 + agv91

O € L(P12, Py2) = v = agv12 + azva

O € L(Py3, Py3) = v = aqv13 + asvas

cerchiamo di ricondurci ai vettori delle rette finali
W1 1= a1V11 — A20V12 = A3V22 — Q2021
W2 = A1V11 — A4V13 = A5V23 — Q2021

W3 = A2V12 — A4V13 = A5V23 — A3V22

<w1) = <a1v11 - a2v12> = <G3U22 - azv21>

€L(Py11,P12) €L(P21,P22)
<w2> = <a1v11 - a4v13> = <G5U23 - a21)21>

€L(P11,P13) €L(P23,P21)
<w3> = <a21112 - a4U13> = <6151)23 - as©22>
€L(P12,P13) € L(P23,P22)

<’LU1> = A, <w2> = B, <’w3> = C

w1 — W2 + W3 = a10V11 — A2V12 — A1V11 + A4013 + A2V12 — a4v13 = 0

= w1, ws, ws sono linearmente dipendenti < A, B,C sono 1.d. = dim L(A,B,C)=1=

= A, B, C sono allineati, ovvero A, B,C € L(A, B,C) = L(A, B)

6.3 Dualita’

Definition 6.9. Poniamo

V° = Hom(V,K)
(V) ={a <P(V)| dima =dimP(V) -1}

Proposition 6.10.

PV = [P-(V)]

Ovvero, esiste una biezione tra P(V°) e P_(V), e in particolare, una tale biezione e’:

§:P(V®) — P_(V)
6((f)) = P(ker f)

Grazie a questa biezione, possiamo considerare P_ (V') come uno spazio proiettivo: se vogliamo
considerare una proposizione P(x) che riguarda concetti proiettivi, e vogliamo applicarla ad un
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Ad esempio, presi 3,3 € P_(V), avremo:
L(B,B") := L(6~1(B),67(8"))

coordinate di 3 = [B] = [67(B)]

elemento 3 € P_(V), bastera’ considerare P(6=1(3)).
)

Proof: Siha
FeP(V°) & 3f e VO\{0}: F={(f)

Consideriamo allora la seguente applicazione
§:P(V®) — P_(V)

5((f)) = P(ker f)
0 € ben definita, perche’ per la prop. [AL,9.4,pg.65] si ha

(f)eB(V) = fe VAN =
[AL,9.4,pg.65]

dimP(ker f) = dimker f — 1 =dimP(V) — 1 = P(ker f) € P_(V)
0 e’ inoltre ben posta, ovvero

g €{f)=4((g) =0({f))
Infatti,
gE(f)=INA0: g=\f =

dimker f =dimV — 1 =dimP(V)

ker g = ker f = P(ker g) = P(ker f) < 6({g)) = 5({f))
prop. [AL,9.5,pg.66]
(1)1. 6 € iniettiva

3({9)) = 6((f)) & P(kerg) = P(ker f) &

ker g = ker f &
[5.6,pg.75]

INA0: f=Xge (f)=(9)

[AL,9.5,pg.66]
(1)2. § e surriettiva

Sia o = P(W) € P_(V). Il nostro obbiettivo ¢’ trovare una f non nulla t.c. §(f) = «, ovvero
() =aePker f) =P(W) < ker f =W

cioe’ dobbiamo trovare una f che come nucleo abbia proprio W.

Sia C = {v1,v2,...,v,} una base di W, e siav ¢ W. Allora B = CU{v} €’ una base di V.
Possiamo cosi’ definire la seguente applicazione lineare:

f(Ui):O i=1,27...,n

fl0)=p#0
Si ha che §({f)) = «, infatti,

fw)=0% flarvr + -+ agvy + apt1v) =0 a1 f(n1) + -+ anf(vn) a1 f() =0 appp=0<
S a1 =0 u=av1+ - +aw, SucW (1)
u#0

O

Proposition 6.11. Nelle ipotesi della prop [6.10,pg.102], data B base di 'V, e preso P € P(V°),
si ha

L’equazione dell’iperpiano §(P) e’
AX =0
dove A e’ un qualsiasi elemento t.c. A € [Pl¢

C e’ la base canonica di V° rispetto alla base B di V

103



Viceversa, se AX =0 e’ lequazione di un iperpiano in 3 € P_(V), allora
B8=0(P), con PeP(V°): [Plc =(A)

Proof:
(1H1.

PeP(V) & P=(f), f#0
f(w) = [flc'vls

~—
[AL,9.3,pg.64]

o((f)) = P(ker f)
ker f ={veV|f(v)=0%[flcTv]p =0}

A€ [Ple=[(Nc = (lfle) = A= Aflc = ([flclv]s =0 Alv]s =0)
(1)2. Viceversa
Sia P € P(V°): [P]c = (A), allora per quanto abbiamo visto prima. §(P) ha equazione:
A'X =0 con A" € [Plc = (A)
Ale(A) s A =XA, N#£0
AX=05X MX=0 s AX =0
<~
A#£0
quindi 6(P) ha la stessa equazione di

Definition 6.12. Definiamo la seguente funzione:

A PL(V) — A(P_(V))
An(S) ={BeP_(V)| 558}
dove con A, (P_(V)) abbiamo indicato impropriamente I'immagine di A,.
Quindi preso un S € P.(V), A,.(S) ¢’ l'insieme di iperpiani di P_(V) che contengono S.

A, (S) si chiama sistema lineare di iperpiani di centro S.
Quando non c’e’ pericolo di ambiguita’, useremo il simbolo A(S).

Proposition 6.13.

Proof:
(1)1. Dim 1.
(2)1. Dim. <«
a€A(A) = aDADB = a € A(B)
A(A)CA(B)
(2)1. Dim. =
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Sian =dimP(V), r=dimA4, s=dimB.

Per la prop [5.11,pg.76], possiamo pensare A come intersezione di n — r iperpiani distinti
che contengono A:

=1

ACH; = H; € A(A)CA(B) = HDB Vi=1,2,...,n—r

n—r

= BC (| Hi=A= BCA
i=1
(2)1. Dim 2.
Immediata conseguenza del passo precedente.
(2)2. Dim 3.
(3)1. Dim C
aDA
a € A(L(A,B)) = a2L(A,B)2A,B= { aDB = a € A(A)NA(B)
« iperpiano
(3)2. Dim D

a € AMA)NA(B) = aDA,B= aDL(A,B) = a € A(L(A, B))

Theorem 6.14.
P_.(V°)| = [P (V)]
Owvero, esiste una biezione tra P_,.(V°) e P.(V), e in particolare, una tale biezione e’:

0r : P(V) — P_.(V°)
5.(8) =071(A(9)) = {571(04) | e A (9)}

Inoltre, se Hy,...,H,, sono iperpiani qualsiasi, tali che intersecati danno S, allora si ha

5-(S) =0, (ﬁ Hi> =L(6Y(Hy),...,6 Y (Hy))

Perr = n—1 si riottiene la proposizione [6.10,pg.102]. Quindi, questa proposizione e’ una sua
generalizzazione. Valgono percio’ analoghe considerazioni: ogni elemento di P_,.(V°) si possono
considerare come sottospazi vettoriali di P(V) di dimensione 7.

Proof:
(1)1. Dimostriamo intanto che 4, € ben definita, ovvero che §,(S) € P_.(V°)
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Per la prop. [5.11,pg.76], abbiamo
S=()H (1)
i=1

n=dimP(V), dimH;, =n—-1, SCH;Vi=1,...,n—r, H;# H; Vi#}j

Vi=1,2,...,n —r equazione di H; linearmente indipendente dalle equazioni degli iperpiani {H, | j # i}
H; =P(W;)
S=PW)=(P(W;) =P (ﬂ WZ-) (1.1)
i=1 i=1
s W= W; (1 2)
i=1
Siano

P=6YH;) Vi=1,2,....n—7

PZEP(VO)@PZ:<f>Z7 fZ#Q 1=1,2,...,n—r
H; = §(F;) = P(ker f;) & W; = ker f;

hEW\:’/QWi: lerfiéfi(h)zo Vi=1,2,...,n—7r (3)
(1.2) = i=

(2)1. Dimostriamo che

5y (ﬁ H) =L(67(Hy),...,0 H(H,_,))
ovvero che 8,(S) = L(P1,. . Py 1) 5 A(S) = 8(L(Pr,.. ., Pa_s))
(3)1. Dim A(S)28(L(Py,. .., Pu_r))
Sia a € 6(L(Py,..., Pn_y)), si ha
P:=6"Ya)e L(P,...,P,,) (2)

Pla
P,

Pe L(P17~-~aPn—r) :P(‘C(flaf%--wfn—r)) = P = <alfl +"'+an—rfn—r>
f

heWw f(h) = (alfl + -+ an—rfn—r)(h) = CLlfl(h) + 4+ an—rfn—T(h>\://0 =
(3)

=hekerf VheW (3.1)
a=6(P)=6((f)) = P(ker f) (4)
B1) =W <kerf & P(W) <Plker f) & S < P(kerf)\://a

(4)
Quindi, essendo « un iperpiano che contiene S, concludiamo che:
a € A(S)
e in definitiva:
5(L(P17 BERE) PnfT))gA(S)
(3)2. Dim A(S)CH(L(Py, ..., Py_y))
Sia adesso a =P(U) € A(S).
« € un iperpiano che contiene S, allora analogamente a quanto abbiamo visto molto
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tempo fa’ (vedi [1.3.6,pg.7]), 'equazione di « €’ del tipo:
a: ML+ P+ 4+ N F =0 (5)
dove F; €’ 'equazione dell’iperpiano H;.
Poiche’ H; = 6(F;), per la prop [6.11,pg.103] abbiamo che 1'equazione dell’iperpiano H; €’
H; : 1474)(:07 Ale[PZ:IC:<|:f’L}C> Vz:l,,n—r (6)
quindi sostituendo nella (5):
(62 )\1A1X + )\2A2X + -+ )\nfrAner = ()\1A1 + -+ )\nfrAnfr) X=0
e sempre per la prop. [6.11,pg.103], si ha
571(0‘) =Q =(9), con [Qlc = (lglc) = (MArL+ -+ A\prAp_y)
= [Q]C = M(AlAl + -+ )\n—rAn—r) = /J/lAl +-- 4+ /fén—rAn—r
\:/}_, g€ E(flw-'afnf'r) = <g> eP(‘C(flw'-afnf'r‘)) = L(le-wpnf’r‘) g
Aie([file)

& S Ha) e L(Pyy...,Pyy) & a€d(L(Py,...,Py )

61 (a)=(g)
E per larbitrarieta’ di a abbiamo cosi’ dimostrato che
AS)CH(L(Py,y ..., Po_y))
Abbiamo cosi’ dimostrato la doppia inclusione e quindi
A(S)=6(L(Py,...,Py_y))

5,(8) = 57 (A(S)) = L(Pr, .., Pusy) (+)

Nota: per dimostrare la (*) abbiamo sfruttato solo I'ipotesi che gli H; sono iperpiani che in-
tersecati danno S. Non abbiamo sfruttato la loro lineare indipendenza. Non abbiamo neanche
sfruttato il fatto che n — r fosse un particolare numero. Possiamo quindi dedurre che: dati
K, ..., K, iperpiani qualsiasi, tali che intersecati danno S, allora si ha

67‘(5) =0y <ﬁ Kz) = L((s_l(Kl)a IR 6_1(Km))

(2)2. I punti Py,...,P,_, sono lLi.
Infatti, se per assurdo P; e’ dipendente dagli altri, allora anche f; e’ dipendente dagli altri
f;, cioe’

fi= Y kifs

=1, j#i

fle= Y kilfile
J=1, j#i

Ma allora, per la (6), deduciamo che l’equazione di H; e’ dipendente dalle equazioni degli

altri iperpiani H;. Assurdo contro la (1).
In conclusione:

A(S) =6(L(Py,...,P,_,) < 0 HA(S) = L(P1,...,Pyy) © 6,.(S)=L(Py,...,Py_)
e poiche’ i punti Py,..., P,_, sono Li. si ha

dimL(Py,...,Pp)=n—1r—1
quindi §,(S) € P_,.(V°).
Ecco che 6, €’ effettivamente ben definita.
(1)2. 0, ¢ iniettiva

5,(A) =6,(B) & 0 (AA) =6 (A(B)) & AA)=A(B) & A=B

§ €’ biett. [6.13,pg.104]
(1)3. 4, € surriettiva
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Sia S' € P_.(V°). Poiche’ S’ ha dimensione n — r — 1, scegliamo i punti Py,..., P,_, Li. tali
che
S'=L(Py,...,Pu_,)
Sia H;=60(P) i=1,....,n—r
P =(f;)
Py,....,P,_. i = f1,..., for Li.=[file, o, [fer]c L1 (7)
Poiche’ H; = §(F;), per la prop [6.11,pg.103] abbiamo che ’equazione dell’iperpiano H; e’
Hi: A X =0, A €l[P]c=/{filc)& Ai=nrilfilc, ki #0
Allora, per la (7), anche le equazioni degli iperpiani H; sono l.i.
Quindi se consideriamo la loro intersezione, abbiamo

S=()Hi <P.(V)
i=1
dimS =r
Ed S e’ proprio la controimmagine che cerchiamo, infatti,
— . — -1 -1 — — q/
5:(S) =6, (Q H) L6~ Y(Hy),..., 0 Y(Hu_,)) = L(Py,...,Py,_,) =8

per il passo precedente

Corollary 6.15.
IP.(V°)| = [P«(V))]
In particolare, una biezione tra P.(V°) e P.(V) e’:

5. i PL(V) — P, (V)
5.(S) = 6,(8) =6 (A(S)), r=dimS

dove §, e’ definita in [6.14,pg.105]. Inoltre,

dimé.(S)=n—r—1, n=dimP(V)

In particolare, poiche’ sussiste l'isomorfismo V ~ V°, indicando con 64 la composizione di
0. con tale isomorfismo, si ha che 0, associa, biettivamente, sottospazi di dimensione v di P(V)
a sottospazi di dimensione n —r —1 di P(V).

Proof: Per il thm [6.14,pg.105], la d, €’ sicuramente ben posta, e vale
dim6,(S) =dimé,.(S)=n—r—1
(1)1. Dim J, iniettiva

0.(A) = 0,(B) & 6,(A) = 6.(B) = A=B
J, € biettiva
(1)2. Dim §, surriettiva
Preso S’ € P,(V°), allora basta prendere S = §,*(S’), cosi’ che’

5.(8) =0,(S) =S
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Corollary 6.16. La funzione A, e’ biettiva.

Proof: A, e per definizione surriettiva.
Poiche’
5. =6 ' oA, e una funzione biettiva
segue per le proprieta’ delle funzioni che A, €’ iniettiva.
Quindi la tesi.

Proposition 6.17. Valgono le sequenti proprieta’:

. ACB & 6,(A)26,(B)

2. 5( (A, B)) = 6.(A)Né.(B)
3. 6,(ANB) = L(5.(A),5.(B))

Proof:
(1)1. Dim 1.
-1 -1
ACB NP A(A)DA(B) NP 07"A(A) D67 A(B) < 0.(A)D6.(B)

[6.13,pg.104] ¢ biettiva
(1)2. Dim 2.

5.(L(AB) =6 'AL(A.B) = =0 (AANAB)) =

[6.13,pg.104]
_ -1 -1 _
= AN AB) = 8. (4)5.(B)
§—1 e’ iniettiva

(1)3. Dim 3.

Com abbiamo gia’ fatto nella dim. del thm [6.14,pg.105], scriviamo A e B come intersezione

di iperpiani:

A= nﬁH B= nﬁK
=1 =1

Si ha
5. (A) = 4. ( Hi> = L6~ (Hy),y .. 07 (Huy))
i=1 [6.14,pg.105]
5*(3)_5*< K¢> = L(6THKY), ..., 0 1 (K,_y))
i=1 [6.14,pg.105]
6.(ANB) = 4, H;( ﬂ K) = L5 Y(HY), ..., 6" (Hyy), 61 (K,
i=1 [6.14,pg.105]

= L(L(6~Y(Hy),..., 0 (H,_,)), L6 (KY), ..., 6 Y(Kn_y)) = L(6.(A), 6,(B))
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Theorem 6.18. Principio di dualita’ provettivo.
In uno spazio proiettivo P(V),dimP(V) = n, sia data una proposizione qualunque P basata
sulle relazioni C, L(,), N, o su relazioni derivate dalle precedenti, allora

P & 6,.(P)

dove con §,(P) intendiamo la proposizione duale di P, ottenuta effettuando le sequenti sosti-
tuzioni letterali in P:

1. “sottospazio A di dimensione r” — “sottospazio 6,(A) dimensionen —r — 17"
2. ACB — §,(A)D0,(B)

3. L(A,B) — 0.(A)Nd.(B)

4

. ANB — L(3.(A),3.(B))

Proof: Come abbiamo visto in [6.15,pg.108], la funzione 6, : P(V) — P(V) e’ biettiva, e porta
sottospazi di dimensione r in sottospazi di dimensione n —r — 1.

Tramite la funzione &, portiamo biunivocamente elementi di P(V) in elementi di P(V), e tramite
la [6.17,pg.109], le relazioni si preservano nel modo indicato dalle sostituzioni.

0, € quindi una specie di isomorfismo che preserva alcune relazioni scambiandole con altre.
Notiamo infine che se (a,b) € R, dove R €’ una relazione che non si basa sulle relazioni 1.,2.,3., 4.,
allora non e’ detto che (d.(a),d.(b)) € R. O

6.4 Teoremi duali

Theorem 6.19. In virtu’ del thm [6.18,pg.110], enunciamo il duale del teorema di Pappo (vedi

[6.7,p9.99]
In un qualsiasi spazio proiettivo P di dimensione 2, dati due punti O1, 0o distinti, e le rette

rji; € rj, 1= 1,2,3, j = 1,2, distinte fra loro e tutte diverse da L(O1,02), si ha che le rette
e, f,q tali che

e = L(ri1Nrag, r91Mr12)

J = L(ri1Nras, r210713)

g = L(r12Nra3, ro2Mr13)
si intersecano in uno stesso punto®°

Proof: In virtu’ del principio duale! O

Theorem 6.20. Duale del thm di Desarques (vedi [6.8,pg.101]).
In un qualsiasi spazio proiettivo P(V) di dimensione 2, date due terne di rette distinte:
(rj1,752,753), 7 =1,2, se
L(r11Nra1, r12Nrag, 713Mre3) = s
ovvero, i punti r11Mra1, r12Mr2s, 713MNr23 sono allineati in s

S 757'1']' VZ,‘]

204] thm di pappo diceva “i tre punti A,B,C sono allineati”. Per definizione, tre punti sono allineati quando
sono contenuti in una stessa retta:

A, B,CCr
Quindi il duale di questa proposizione e’:
e, f,92P

ovvero, le tre rette e, f, g contengono uno stesso punto P.
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Figure 2: Rappresentazione del duale del thm di Pappo proiettivo, dove O1 = P, O3 = Q, 111 =
a,r12 = b,113 = ¢,r21 = a’, 792 = b, 193 = ¢
st ha che le rette

a = L(r11Nr12,T21MNra2)
b= L(ri1Nri3,721MNre3)
¢ = L(ri2Nri3, 722MNrag)

st intersecano in uno stesso punto O.
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Figure 3: Rappresentazione del thm duale di Desargues
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7 Esercizi
Example 7.1. In A°(R) sono assegnati i seguenti punti:

— (1,1,0,0, 0)

— (0,0,0,-1,0)

(020,1,0)
A4—( 2,2)

e T ¢’ il sottospazio da essi generato.

(1)1. Trova per quali valori di @ e b i seguenti punti individuano un piano parallelo a T"
B; =(0,4,3,2,0)
By =(0,4,b,2,1)
B3 = (a,4,3,2,1)

T= (A, W), W=CL (AlAQ,AlAg,AlAg)
A Ay = Ay — Ay = (—1,-1,0,—1,0)
AAy = Ay — A, = (—1, 1,0,1,0)

A Ay = Ay — A = (—1,-2,0,-2,2)

-1 -1 0
—1 1 0| =—4 ¢’ un minore non nullo della matrice dei generatori di W
-1 -2 2

—_—
= dim W = 3, e inoltre {AlAi | i = 2,374} sono L.i

_—
™= (Bl,U), U="L (BlBQ,BlBg>
e
B1Bs=By—B—1=(0,0,b—3,0,1)
e
BlBg = Bg — Bl = (a,0,070, 1)

dimmr=2<dmW =dimT =3
7 ||T < UCW vV WCU
Possiamo affermare che

=UCW s UnW =U (1)

UnNW =U < dimUNW =dimU (1.1)
Infatti,
{U,OWCU . =UnW =U
dimUNW = dim U
il viceversa e’ ovvio.
Allora, per imporre la validita’ della (1), basta che ricerchiamo la validita’ della (1.1), che
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equivale a:
dimUNW = dimU < p(sistema di UNW) =5 — dimU = 3

-1 -1 0 -1 0
-1 1 0 1 0
p(sistema diUNW)=p| -1 -2 0 -2 2|=3
0 0 -3 0 1
a 0 0 0 1
-1 -1 0 0
-1 1 0 0
\(:;/ pl -1 -2 0 21 =3
la colonna 2 e 4 sono uguali 0 0 b—3 1

a 0 0 1
prima avevamo gia’ trovato un minore non nullo. Imponendo che tutti i suoi orlati siano nulli,
otteniamo b = 3.
Quindi 7 cercato si ha per b = 3 e per qualsiasi valore di a. Poiche’ m deve essere un piano,
- ——
By Bs, B1 B3 devono essere 1.i. quindi, a # 0.
In definitiva, b = 3,a # 0.
Un altro metodo che avremmo potuto seguire e’: trovare le equazioni cartesiane di W, e
——
imporre che By By, B1 B3 soddisfino queste equazioni.
(1)2. Verifica che esiste una ed una sola affinita’ f : A5(R) — A5(R) tale che

flA) =4, i=1,2,3,4

f(0)=0', 0=1(0,0,0,0,0), O"=(0,0,0,0,1)

f(p)y="r, P=(0,0,1,0,0), P'=1(0,0,1,4,2)

prova che
VeeT flx)==x
Per il cor [1.52,pg.26], basta verificare che i punti
{A;,O,P|i=1,2,3,4} e {A;,0', P |i=1,2,3 4}

siano Li., cioe’ che {AlAZ-, A10,A P |i= 2,3,4} e {AlAi, A0 AP i = 2,3,4} e sono
Li.

Cominciamo con i primi,

R
A0 =—A; = (—1,-1,0,0,0)
—

A P=P—A; =(-1,-1,1,0,0)

-1 -1 0 -1 0
-1 1 0 1 0
pl-1 =2 0 -2 2| =5
-1 -1 0 0 0
-1 -1 1 0 0

Quindi sono 1.i.
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I vettori {AlAi, A0 AP 1 :,2,3,4} sono pure L.i.:

R —
AlO’:O’— =(-1,-1,0,0,1)
—_—
AP =P — A =(-1,-1,1,4,2)
-1 -1 0 -1 0
-1 1 0 1 0
pl-1 -2 0 -2 2|=5
-1 -1 0 0 1

-1 -1 1 4 2
Allora, per il cor [1.52,pg.26], f € univocamente determinata. Calcoliamola usando la prop
[1.63,pg.31], scegliendo il riferimento standard © = (O, ¢)
1 (P)la = M. (£)TPla + 1/ (0)]a
f(O) lo conosciamo gia’ (nota 2!) per Hp: e’ O’, percio’
[f(O)]la =[0]a =0
ci serve quindi conoscere la matrice associata a f rispetto a e = {ej,ea,...,e5}, la base
canonica di A°.

f(A)f(0) A0

=
per Hp
ma d’altra parte, essendo f un’isomorfismo affine,

f(A1)f(0) =£(A,0)

quindi
N —
f(A,0) = A, 0’
_— —
Scomponiamo A;0 e A;O’ nella base canonica:
AlO = (71, 71,0,0,0) = —€1 — €2
—_
AlO/ = (71, 71, 0, 0, 1) = —e1 — €2 + €5
quindi
N —
f(A10) = A10" & f(—e1 —e3) = —e1 —ea +e5 & feg) + fea) = e1 + €2 — e

Cosi’ procedendo per gli altri vettori ricaviamo il seguente sistema:
fe1) +f(e2) =e1 +e2 —e5
f(e1) +f(e2) —f(ez) = e1 + ea —e3 — deq — 2e5
fe1) +f(e2) +f(es) = +e1 +e2+eq
—f(e1) +f(ea) +f(eq) = —e1 +e2+ ey
—f(e1) — 2f(ea) — 2f(eq) + 2f(e5) = —e1 — 2e9 — 2e4 + 2e5
che risolto da’

f(el) =

fea) = —e5 + e

fles) =es+es+4xey
fles) =e5+ ey

f(es) = es5

21 se non lo avessimo conosciuto, una volta trovata la matrice M. (f) avremmo potuto calcolarlo in questo

modo:

1£(O)le = 1f(P)la — Mec(£)Plo

dove al posto di P usiamo un punto di cui conosciamo 'immagine, ad esempio Aj.
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quindi

1 0 00 0
0 1 000
M..f)=|0o 0o 1 0 0
0 0 410
0 -1 1 1 1

Cosi’ I'equazione di f €’ trovata.
Proviamo adesso che
VeeT f(x)==x
Metodo 1: troviamo il vettore generico di 7', calcoliamo con 'equazione [f(T)] e verichiamo
che [£(T)] = [T]
Metodo 2: notiamo che la tesi equivale a dire che
f/r=id
Ay, As, ..., Ay € T e inoltre abbiamo visto che sono li. Allora, per il cor [1.52,pg.26]
A isom. aff. te.f (A;) = A; Vi=1,2,...,4
Quindi per l'unicita’ di f’, e poiche’ f/r, la restrizione di f a T, rispetta queste condizioni
ed e’ sempre un isom. aff., abbiamo che f/r = f’.
Infine, anche id : T — T rispetta le stesse condizioni ed e’ pure un isom. aff., quindi

£ =id
flr=f =id
f/r=id

che ¢’ la tesi.
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