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1 ChangeLog / Correzioni / Errata

Cristina Oliveri ha segnalato alcune correzioni che potete trovare qui: http://www.freaknet.
org/alpt/math/appunti/PDF/analisi/numerica/analisi-numerica-patch-Cristina-0Oliveri.

pdf.
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2 Proposizioni varie

Proposition 2.1.

Proof: Supponiamo dapprima n dispari:
n

Ziz1—|—2—|—3—|—~--—|—(n—3)—|—(n—2)+(n—1)—|—n=<1+(2+(3—|—~~~—|—n—3)—|—n—2)—l—n—l)+n=

n—1 n(n+1)
=n+n+n+---4+n)+n= 5 n+n=——=

(n—1)/2 volte
Se n e’ pari:

n

n—1

—1 2 2 - 1

Zi:”‘i‘zi _ n+(n )n: n+n®—nnn+1)
i=1

~~ 2 2 2

i=1 i=1  p—1 dispari

Proposition 2.2. Somma quadrati:

n

5 203 +3n%+n
=
‘ 6
i=1
Proof: Data una successione {a;}, poniamo:
Aai = Q41 — 44
Si ha
AP =(i+1)° = =1+3i> + 3
3i° =Ai® —3i—1

3261'2:2(&3—32’—1) =
i=1

i=1

SAF=3(i+1)P - =28 -1343 -2 4. 4 (n+ 1P —nP=(n+1)°-1°
=1 1=1

n n
_ 3_13 ; _ 3 .3 ,nn+1)
=(n+1)3-1 _3} D B I R e R
=1 i=1 [2.1,pg.2]

ig 2(n+1)—2-3n(n+1)—2n 2n3+2+6n>+6n—2—-3n>—-3n—2n 2n3+3n*+n
17 = =
i=1

6 6 o 6
O



3 Preliminari

2.

Definition 3.1. Definiamo il costo di un algoritmo numerico, misurato in flops (Floating Point

Operations), come il numero di divisioni e moltiplicazioni che 'algoritmo esegue.

Useremo la seguente scrittura per il calcolo del costo di un algoritmo:
1.

11 costo della procedura «, verra’ indicato con [¢]

sione /)

Verranno evidenziate le operazioni usate con degli opportuni simboli (operazione *, divi-

3.

Definizioni:

Ogni operazione verra’ sostituita da un 1. Tutte le non-operazioni verranno eliminate

[axb] € [a/p] =1
a+b] ¥ o

Come esempio completo, vedi il calcolo del costo dell’algoritmo [5.1,pg.13].
Proposition 3.2. Siano m,n € N, a,b,A\ € R, X € RP, si ha

[Z | =y [x]

p]=n-1 o

l(a+ b)) =1

AX]=p
Definition 3.3. Date due successioni {x,}, {yn}, poniamo

2, =0(y,) &€ 3IC,NeR:
Usiamo la seguente convenzione:

|2n| < Clyn| Yn > N

a=>b+ O(yn) (<1§>f a—b=0(yn)
Example 3.4. Preso k > 1
3

% +n = 0(n?), infatti,
n3
k

—4n<nP+n<2n® Vn>1
n3

n3

? +n=0 (k) , infatti,

3 n3
n<2o vn > vk

Definition 3.5. Date due funzioni f(x),g(x): ICR — R, dato z( € I, poniamo

f() = Oy (g(x)) & 3C,reR, 7>0: |f(x)] <Clg(z)| Vo €lrg — 1,30 + 7|
Adottiamo la seguente convenzione:

fx) =

def

O(g(x)) < f(x)= Oo(g(x))



Definition 3.6. Date due funzioni f(x),g(x) : ICR — R, dato z( € I, poniamo

f(.]?) _ OLO(Q(x)) (<i:e>f Ir >0, Elk(x) Z].TZ‘Q — 7,20 —|—T‘[—> R+ tale che {|f(33)| < k(iﬂ)‘g(l’” Vr 6]1'0 —7T,To +7"[
lim, ., k(z) =0

Adottiamo la seguente convenzione:

def

f(@) =o(g(z)) < f(x)=o0(g(x))

4 Norme

Proposition 4.1. Consideriamo lo spazio vettoriale R™ o C" e sia v = (v1,...,0,) un suo
vettore. Si puo’ dimostrare che le sequenti funzioni sono delle norme:

lvll, =

o]l

ol

[oll5

R
Ioll, = <z |>
i=1
0]l = max{|v;| |[i=1,...,n}
Proposition 4.2.
pEIJPoo ||U||P = Hv”oo
Proof: Sia
|vg| = max{|v;| | i =1,...,n} = ||1;HOO
= |vg] > |v| Vi 1> [v:] >0Vi
vk
NP
= 12> lim [vi >0
p—+oo |'Uk|




Se |vg| = 0, la tesi e’ vera. Supponiamo che |vg| # 0.

Si ha: ) ) L o)
Jvll, = z": |vi [P T |vk|pzn: ( |vil )p L vk zn: (|Ui| )p ’
Po\T — \ v = \ vl
lim o], lim_foels? = Jogls” = ol
(1),(2)
O
Definition 4.3. Siano || — ||, || — ||" due norme. Poniamo
=1~ =1"&3mM>0: mfo|| <ol < Mljv|| YveV
Proposition 4.4. La relazione definita in [4.3,pg.5] e’ una relazione d’equivalenza.
Proof:
1. E’ riflessiva: N(—) ~ N(—), infatti,
N(v) < N(v) < N(v) Yo eV
2. B’ simmetrica: N(—) ~ N(=)" = N(=) ~ N(-), infatti,
1 1
N(=)~N(=) & mN() < Nw) < MN(v) = MN(’U)I < N(v) < EN(U)/
3. E’ transitiva: N(—) ~ N(—)/ ~ N(=)" = N(=) ~ N(-)", infatti,
N(=)~ N(=) & mN(v) < N(v) < MN(v)
N(=)' ~N(=)" < bN(v) < N(v)" < BN(v)
bmN(v) <bN(v) < N(v)” < BN(v)) < BMN(v) & N(=) ~ N(-)"
O

Theorem 4.5. Tutte le norme in uno spazio vettoriale V di dimensione finita n sono equivalenti.

Proof:
dimV =n=3B={ep,...,e,} base di V
Definiamo la funzione:
No:V—R,
No(v) =max{|v;| |[i=1,...,n}
dove con v; abbiamo indicato la i-esima componente di v secondo B, ovvero:
v = ([v]B)i
(1) Ny € una norma
1. No(’l)) Z 0
2. No(v) =0&0v=0
3. No(kv) = |k|No(v), infatti,
No(kv) = max {|([kv] )il = [k([]z)il | i = 1,...,n} = [k No(v)
4. No(v + w) < No(v) + No(w), infatti,
No(w+w) =max {|(v+w);| = |v;i +w;| | i=1,...,n} = |vg, + wi| < |vg] + |wr] < No(v) + No(w)
(2) Dimostriamo che una qualsiasi norma N e’ equivalente a Ny. Cosi’ avremo acquisito la tesi.
Basta dimostrare che
Im, M >0: mNy(v) < N(v) < MNy(v) VUV
Per v =0 la tesi €’ vera. Consideriamo quindi solo vettori non nulli.
(2.1) Dim. 3M



Sia H = max N(e;)

i=1,...,n
N@w)=N (Z viei> < ZN(viei) = Z |v;|N(e;) < ZN@(’U)H = nHNy(v)
i=1 i=1 i=1 i=1
Quindi M =nH

(2.2) Dim Im
(V,d) € uno spazio metrico, dove
d(v,w) = No(w — v)
e’ una metrica.
N ¢’ allora una funzione dallo spazio metrico (V,d) allo spazio metrico (R, d,), dove d. €’
la norma euclidea. Possiamo quindi applicare a /N i thm di analisi II.
Si prova che Ny() €’ una funzione continua in V.
(2.3) N() €’ continua

Ny continua in z = lim Ny(z) = No(z9) & lim |[No(z) — No(zo)| =0

r—x0 T—To

0. [N() = Nzo)| < MINo(w) = No(o)|

2.1 ) B . -
0—0 < Jim [N(@) = N(zo) =0« lim N(z) = N(zo)
[AIL8.27,pg.85]

M|Ny(zy,) — No(z)] — 0
Quindi N() €’ continua.
(2.4) Im
Sia data la n-sfera secondo la norma Ng:
Sp={veV]|Ny(v) =1}
Sy, €’ un insieme sequenzialmente compatto.
Allora, poiche’ N €’ continua in Sy, per il thm di Weierstrass (vedi [AIL_8.34,pg.88]) si ha
Je=min N(S,), 3C =maxN(S,) >0
allora,

v v B N(v) . ; . ;
No(0) ESHN(N()(@) = Ny = ¢ N W) 2 elolv)

Quindi m = ¢

Definition 4.6. Sia A € K"*™ utilizzando le norme viste in [4.1,pg.4], definiamo

o Az
141, sup{” be | e g, x#o}

]l

def
1All, = llAll

b,p

chiamata norma matriciale, indotta da [| — [, || — |-
Definiamo la trasposta coniugata di una matrice complessa:

A=1A

ovvero, "A, e’ la matrice coniugata® della trasposta di A. Se A e’ reale, la trasposta coniugata
coincide con 'usuale trasposta.

2(A)ij =5



Useremo anche la seguente convenzione:

valore assolutodia a € R
al =vaa =
o {modulo dia aecC

Definiamo il raggio spettrale di A:
p(A) = max{|A| | A autovalore di A}

Il prodotto scalare su K", con K = R oppure K = C, €’ definito come:
sex,y c K1 2y def xly
sex,y e KM zy def Ty

Se K =R, - si riduce al prodotto scalare standard.

Proposition 4.7. Sia A € K"*™  si ha
L[4l = max {||Aal, | = € K™, |z, = 1}

Supponendo K =R, si ha

2. Al = max 3 Jay
it

3. 4], = 1g38§<m;|au|

4. || Al = IAll o

5. [[All, = v/p(*AA)

5.1 A=A = Al = p(4)

dove p e’ il raggio spettrale.

Proof:
(1) Dim 1.
Sia
A==l
T . .
T=—— e’ il versore di z
(e
1Zll, =1 (x)
T =T

Osserviamo che: _ _ _
[AXZ|[,  [AllAZ]],  [lAZ]],

llly, Izl Il

7. — 1Az,
T ()

Quindi, basta limitarsi a considerare i versori, ovvero consideriamo tutti e soli i vettori di
Sn = {x | U KmX1a ||Z‘Hq = 1}



Consideriamo la funzione N'(z) = [|Az|,.

continue?®.

'(x) ¢ continua, perche’ composizione di funzioni

Allora, procedendo come nella dim. del thm [4.5,pg.5], deduciamo che N’(x)
ammette minimo e massimo su S,, e quindi
sup N'(x) = max N'(z)
€S, xES,
(2) Dim. 2.
Ridefiniamo S,, secondo la norma || — ||

= (o [z e K™, ||gf| =1}
Si ha

4l = max s (2)
1.

| Azll,, = max |(Ax |_ max |Za1]xj| 2.1)

(2.1) Je>0: ||Az|| < cVae s,

zeS, =z, =1 max|zy| =1 |25 <1VA=1,2,...,m (x)
m m m
1Y aiagl <D laglles| <D lag| =: e
j=1 j=1 j=1
Sia ¢ = max ¢;
1=1,...,n
|[Az||,, < max ¢; =c
\/1< <n
(2.1)

(22) ITe S, 1 AT > c

c= max ¢ =cp = E la;]|
i=1,...,n
i=1

Sc> ayl Vi=1,...,n (3)
j=1

. >
Tj = {1 ak] - 0 (**)

Scegliamo la seguente x:

-1 agj < 0
si ha .
Amk—Zak]x] Z|akj|:ck:c
(**) j=1
| Azl o, = = max |(Az)i| > |(Az)k| = ¢
Azl o, >
(2.3) Q.E.D.
Sia

[Ayll oo = max [[Az[|
€S,
Il passo 2.1 implica che
Vo e S, [|[Az|, <c=||Ay||, <ce max |Az|| <c
TESK

3 Az ¢’ continua perche’ composizione di funzioni lineari. N(z) = llzll,, " continua per quanto visto in [4.5,pg.5]



Il passo 2.2 implica che
max [|Azf|, > [[AZ], = ¢
€S,

Quindi
m
max Az, <2 ¢ & max[As] = & Ao = e = max 3 ay
n n =1,... j:1
(3) Dim 4.
Immediata conseguenza della 2., 3..
(4) Dim 5.
(4.1) Osserviamo che dati n numeri reali o complessi s1,. .., sy, si ha
(max {[s1],- .., [sa]})? = max {|s1]?, ..., [sa]*}
Infatti, sia |s| = max {|s1],...,|sn|}, allora
s| > |si| Vi=1,...,n=|s]>>|s;]* Vi=1,...,n=[s|” =max{|s;],...,|s,]*}
Abbiamo:

[A[ly = max{[|Azl; | [lz][, = 1}
1.
(4.2) Dim. che ||Az|,> = =Cz, con C € Sym,,(R)
Fissiamo adesso una z : |[|z||, = 1, si ha

D I(Ax)?
i=1

|Az|,” = Az-Az = (Az) Az = %'AAx
Sia C ='4AA € R™*™, (' ¢’ simmetrica, infatti,
'C="("4A) ="AA=C
Allora per quanto visto in Geometria II:
C € Sym,, (R) = IB = {u,...,un} base ortonormale di R™ : wu; sono autovettori di C
[GI1,4.13,pg.72]

[Azly =

|uilly =1 Vi=1,...,m
uiJ_ujﬁui-uj:O Vi #£ j
Sia A\; 'autovalore di u;, ovvero

B ortonormale = {

C’U,i = )\iui
Per il lemma [GIL,4.11,pg.70], st ha \; e R Vi=1,...,m.
(4.3) Dim. che max{|\;||i=1,...,m} = p(C)
Se costruiamo B usando il metodo descritto in [GIL,4.12,pg.71], allora {\; | i =1,...,m} €’
I'insieme di tutti gli autovalori di C' (puo’ anche darsi che \; = \; per qualche ¢ # j).
Quindi, per definizione (vedi [4.6,pg.7]), si ha
max {|\;] | i =1,...,m} = p(C)
(44) N >0Vi=1,...,m

||A’U,1H22 = t’LLZ'C'U/i = tul)\luz = )\ituiui = )\ZUZUZ = >\Z||U’LH2

passo 4.2

Ailluill, = [[Aui]l,” > 04 X\ >0



(4.5) Dim. che

m
2
[ Az|, ZZIMIICWIQ
(e Z\az\z

dove le a; sono le componenti di x secondo la base B

B base ortonormale di R™ e
== Z o
r eR™

m m m m m m
HA:::||22 = I'CI‘*Z rCoiu; = Zzt(ajuj)Caiui:ZZajaituqui = ZZajai/\itujui:

passo 4.2 i=1j=1 i=1j=1 Cui=A;u; =1 J=1
m m m m m m
=2 2 e o QP Awen =3 APl = D Al 2 3 Willail®
i=1 j=1 wiu; =0 ViFEj? =1 1=1 ”ui‘|2:1 i=1 passo 4.4 i—1
Infine,
m
B ortonormale = zx = "z)plz]p = Z lovi|?
[GIL,3.13,pg.59] =1
m
2
lally? = 2z =3 Jauf?
i=1
(4.6) Q.E.D.

2 2 2
[Ally" = (max {[|Az[l, | 2]l =1})" = m X{IlAasz [ lzlly = 1}

passo 4.1

= max{z/\ﬂm ‘Z\af: } (%)

passo 4 5
m 9 = Z |Ai]|cv;]® € una media pesata il cui max si ha per a; = ;s Vi=1,...,m
Zi:l log|* =1 i=1

dove k €’ tale che |\;| = max {|\;|}, Ovvero, si ha:

maX{ZMi”aiP ‘ Z|ai|2 = 1} = | Akl = p(C)
=1 i=1

passo 4.3

S Al = p(C) & 1Al = v/p(1A4)

( *)
Infine, se A e’ simmetrica, si ha:
A simmetrica < A ='A = p(C) = p(*"AA) = p(AA)

(4.6.1) Siano L = {A1,..., An}. M = {p},...,p2 } rispettivamente I'insieme di tutti gli

autovalori di C = AA e di tutti i quadrati degli autovalori di A.
Si ha che pq, ..., tm sono tutti gli autovalori di A, e inoltre L = M.

10



Poiche’ A e’ simmetrica,

3{vy,..., v} base ortornormale di R™,
A € Sym,, (R) = V1, ..., Uy autovettori di A:Av; = pv;

-~
[GIL4.13,pg.72] | {1, - .., b } insieme di tutti gli autovettori di A
(4.6.1.1) Dim LDM

Wi € M = A’Ui = WiV;
Cv; = AAv; = Apv; = ufvi
Cv; = p2v; = p? € L
<4.6.1.2> Dim LCM
)\,‘ eL=> C’ui = )\iui [*]
U; = Z ﬁj’l)j
j=1

u; € Bbase = u; #0= 36 #0

Cui = 141411,Z = ZAAﬂjUj = Zﬁjﬂ?vj = ANiu; =N Zﬁjvj
i=1 i=1 [*] =

D Bindvy = > NiBjv; & > (Bl — NifBj)v; =0 <
j=1 j=1 Jj=1

Bid = Xl =0 Vj=1,...

V1,yeeey U sONO Li.
= Bk = Aibe =N = hi
k£0
A = ,ui =>NeM
(46.2) p(A4) = p(A)?
AeSym,(R) = ... pim € R= |pgl? = p? Vi [#4]
[GII,4.11,pg.70]
p(AA) =maxL = maXM:maX{u%,...,,ugn} = max{|u1|2,...,\,um\2}:
passo 4.6.1 [x]
2
= (max{lml,....[unl})" = p(4)?

passo 4.1

p(AA) = p(A)?

In conclusione,

14l = Ve(A4) = Vp(4)? = [p(A)] = p(4)

passo 4.6.2

O

Proposition 4.8. La funzione || — ||pq : KX — Ry e’ una norma. Inoltre, valgono le
sequenti proprieta’:

L[|z, < A, ll=ll, Vo€ K™

Inoltre, data B € R™*" e data la norma || — |, , : K™*" — Ry, si ha

2. |AB

pa = 40,1 Bl q

11



Proof:

(1) [ =1, ¢ una norma
1. | A],, >0, infatti,
1Al = max{l4all, | o], =1} =lAzl, > 0
[4.7,pg.7] [I=Il, ¢ una norma

2. |A]l,, =0+ A=0""", infatti,

| Az]],
||A||p,q:max{ |z #0p < ||Az||, =0 Vo #0 P Az =0 Yz #0

Il
[I=Il, ¢ una norma

Allora, scegliendo x in modo opportuno, si ha:
Per z; = 615, i =1,...,m si ha Az = A!, Aa:sz(:)Al =0

Per x; = 05, i =1,...,m si ha Az = A2 Axp:0<:)A2:0

Per x; =6y, 1=1,...,msiha Av = A", Az, =0 A" =0
Quindi tutte le colonne di A sono nulle, ovvero A e’ la matrice nulla.
3.JA+B|,, < ||A\|p7q + ||B]|, ., infatti,

p,q — p,q’

|4+ Bll,, = max {[(A+ B)all, = | Az + Ba], | llz]l, =1} = || 47 + Bal), <

< [lAzl, + 1Bz, < Al 4 + 1Bl

p,q

(2) Dim 1.
Se ||lz[|, =0 < 2 =0, la tesi e’ vera. Consideriamo quindi z # 0.

| Az, mxl |Az|,, mx1
||A|pq = max |z e K™ w2 #£0,p > Vee K™, 240
@ e MU I,
& (1Al llzll, > [[Az], Yo e K™, 2z #0
(3) Dim 2.

zeR™!, BeR™" = Bz e R™! (1)

[ABz|, = [A(Bz)ll, < [Al, JBzll, < Al 1Bl llzll,
(1), 1. 1.
|ABz||, mx1 |ABz||,
W S HA”p,q”BHq,q vz € R x = sup W S ||AHp7qHB||q,q \<:>, HABHP,Q g ||A||p,q||BHq7q

[4.6,pg.6)
O

Proposition 4.9. Sia A € R"*", si ha
L p(A) < ||All,, Vp.q € N
2. VAER" ™ Ve >0 3p,q €R", dipendenti da A e da e, tali che |[|All,, —p(A)| <e
3. p(A)= inf ||A
p(4) L nf | Al

p,q

Proposition 4.10. Sia A € R™" invertibile. Sia Am(*AA) Uautovalore minimo in modulo di

12



tAA e M\ (*AA) lautovalore massimo. Si ha

L [|A[l; = vV Aum("AA)
_ 1
2. |47y = ——
Am (tAA)
Proof: La 1. si ha direttamente per la [4.7,pg.7].
Dimostriamo la 2.
Notiamo intanto che se A ¢’ un autovalore di B allora % e’ un autovalore di B!, infatti,
Bu= = u=B')u
1
Xu =Bl
Osserviamo che ‘AA e A'A hanno gli stessi autovalori, infatti,
A("AA) AT = A'A = 'AA, A'A sono simili = hanno gli stessi autoval. (1)
[AL,8.7,pg.53]
Se con Iy, ...,l, indichiamo gli autovalori di !AA, e li ordiniamo in modo da avere
A (AA) =[] = [lo] = - = || = A ("A4)
elevando i singoli membri per —1, abbiamo

111
] = |2 |In|
che sono gli autovalori di A~"A~!, e quindi
1
A = ATAT) = /A (FA—TA=T) = /A ((AA) ) = =
p( ) = Vol ) = VA ) m((A*A) ) Vo (AT ~~ /2 (AA)
[4.7,pg.7] 1) .

Proposition 4.11. Sia A € R™*"™ invertibile e simmetrica. Siano {\;} i suoi autovalori, ordinati
come seque:

Al > [Aa] =+ > g
Si ha
[All; = [\

1Al = 5y
2l

Proof: Basta ripetere la dimostrazione della prop [4.10,pg.12], considerando che nel caso di A
simmetrica si ha

[All; = p(A) = An(A)
e che anche A~! e’ simmetrica, infatti,

(A7) = (4)

-1

= A1

5 Sistemi lineari
Proposition 5.1. Sia dato un sistema triangolare superiore

Az =0, con A€ R"™" |A| #0, z,b,e R"
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Si ha:

by — >0 aiiT;

=it+1 QigTj .

T = J=vt Vi=n,n—1,...,1
on

Se Ax = b e’ un sistema triangolare inferiore, si ha:

i—1
bi — > 521 i Ty
= —2"" " Vi=1,...,n

1l costo di questa soluzione e’:

Proof:

|A] = = Hlan' (*)

A matrice triangolare i=

©)
(1) Triangolare superiore

n
Ax=b = @Zaijxj:bi Vi=nn—1,...,.1<
A mat. triang. sup. J=1

n
= Q% + Z ai;z; =b; Yi=nn—-1,...,1&

=i+l
by — > agT;
=i+1 L5 .
S = s Vi=n,n—1,...,1
. . . aii
(2) Triangolare inferiore
i
Axr=1b & @Zaijxj:bi Vi=1,...,n&
A mat. triang. inf. Jj=1
i—1
ﬁaiil‘ﬁ-Zai]‘x]‘ =b Vi=1,...,ns
i=1
i—1
by — > aijx
=1 %ijTj .
Sri=—"" "~ " Vi=1,...,n

Qi
(3) Calcoliamo il costo

i = || D] ayxa; | Jau| = | Y ayrax;| +[/au] =

Jj=i+1 j=i+1
= > lagrz]+l=mn—(i+)+1)+1=n—i+1
j=i+1
[2; v¢:n7n_1,._,,1]:;[xi]:;n_i+1:n2+n_zi _ n2+n_n(n2+ ):n(n2+ )

=1 2.1,pg.2

14
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Proposition 5.2. Riduzione di un sistema lineare a un sistema triangolare (riduzione naive di
Gauss).
Sia dato un sistema

Az =b, con A€ R"™" |A| #0, z,b,e R"”

Il sequente e’ un algoritmo che riduce la matrice completa A* = (A|b) del sistema Az = b alla
matrice completa A™ di un sistema triangolare equivalente ad Ax = b:

k

k
<Ai{+1 :Ai(_ azkAllg vz:k+1,,n> Vk:17,n_]—
g

dove AX rappresenta l'i-esima riga, della matrice AX.
Attenzione: stiamo supponendo che af, #0 Vk=1,...,n— 1.
In forma esplicita, ’algoritmo e’:

Kk
a; . .
((ai}*l ::ai-‘j—agcalgj V]:k7...,n+1> Vz:k—l—l,...,n) Vk=1,...,n—1

1l codice ottimizzato:

Vk=1,...,n—1
Vi=k+1,...,n

k
g
M=
Ak
Vi=k,....,n+1
kt+1l ._  k k
Qg = Ay — Mag;

1l costo di quest’ultimo codice e’

3(n—1)n+2(n—1)3—|—3(n—1)2—|—n—1 _n?

2 6 3

+0(n?)

Kk
Aik

k
(Lk

Il numero my, = , viene chiamato moltiplicatore di posto 1, k.

Proof:  PROOF SKETCH:Sia A! = (A|b) la matrice completa del sistema Az = b.
Ridurremo il sistema iniziale A, nel sistema equivalente A2, poi A% in A3, etc...

15



L’idea di base consiste nell’effettuare riduzioni del seguente tipo:

1 1 1 1 1
ail a%2 a%3 o a%n a%nJr1
) a%l a? a%g - a%n A3 41
A" = a3z azx azy ... a3, Azu4q | —
1 1 1 1 1
anl an2 an3 e ann ann+1
r2 2 2 2 2
ap; Qi ayz ... A1y a‘én—i—l
) 0 a%Q a%3 o a%n a%n_H
— A= 10 a3, a3y ... aj,| a3, | —
2 2 2 2
L a‘n2 a’n3 e ann annJrl
r 3 3 3 3 3
ayy aé2 aé?) o aén azl),nJrl
5 0 a3 ay; ... ay, ay,4
— A =10 0 a3y ... d§| dd, | —...— A"
3 3 3
0 0 aps - an,l Ghuin

Procediamo con la dimostrazione: sia A} la riga i-esima di A'. Eseguiamo le seguenti operazioni
elementari* su A*:

al

_ 221
1

aiy

1

TN
1

ai

Al — A} Al

Al o4 %3

1
a
nl 41
T
11

ottieniamo cosi’ A2.

Adesso lavoriamo su A2:
a§2
a3,
GZ2
a3,

A2 5 A2 A3

A2 - A2 A2

2 CL22 2
n
_>An_ az A2

22

4le operazioni elementari che non cambiano il sistema sono: scambio di righe, moltiplicazione di una riga per
A # 0, aggiungere a una riga una combinazione lineare di altre righe

16



ottieniamo cosi’ A3.
In generale, per ricavare AX+1:

alzi 1k
+ k
Ak+1 - Ak+1 A
kk
T, I ST
k+2 7 Apg2 — k
kk
k k a k
Ay — A — A
a’kk

E in forma piu’ compatta:

AR = Ak ”“Ak Vi=k+1,.
agy
In definitiva, poiche’ dobbiamo arrivare fino alla matrice completa A™, ovvero con k + 1 =

n < k=n— 1, lalgoritmo Completo e’

<A§(+1:—Ai‘ ZkAk Vi=k+1,. n) VeE=1,...,n—1
agy
Poiche’ nella riga A}: tutti gli elementi akj, J < k sono gia’ nulli, possiamo evitare le moltipli-

cazioni nulle, scrivendo direttamente le componenti di Ai—‘+1:

ok
(ai@*l —ai‘J a:]‘ial,:] j:k,...,n—l—l) Vi:k—l—l,...,n) Vk=1,...,n—1

Il codice ottimizzato:
Vk=1,...,n—1
Vi=k+1,...,n

k
o ik
m =
ok
kk
Vi=k,...,n+1
k+1 . k k
aj o= a4 — mag;

(1) Calcoliamo il costo

[a57] = [ai —maj;] = [maj;] =1

Li=[aS Vi=k,...on+1]=> [ =n+1-k+1=n—k+2
j=k

k
1= [m:— aﬁ’f] +Ki=1+K =n—k+3
Ak

i I = i n—k+3=mn—-k+3)(n—k)

i—k+1 i=k+1
n—1 n—1
K = ZKk—Zn—k—i—?))(n—k‘) - Zl+31_321+212
k=1 l=n—k I=1 =
-1 2(n—1)3 —1)?4+n-1
gn—Dn  2(n—1)"+3 +n

17



Proposition 5.3. Ponendoci nel contesto della prop [5.2,pg.15], si ha
Jk: af, =0< Ik det D, =0

dove Dy, e’ il minore principale di A di ordine k.
Equivalentemente:

VeE=1,...,n af, #0=Vk=1,...,n detD; #0
Esempi in cui si verificano queste condizioni sono:

A simmetrica, definita positiva, ovvero
zAz >0 Yz e RM, A="A

A simmetrica, definita negativa, ovvero
zAlr <0 Vz e RV, A="A

A a predominanza diagonale stretta, ovvero

|laii| > Zlaij| Vi=1,...,n
J#i

Proof:
(1) Dim. =
Supponiamo che al, = 0 sia il primo di quelli nulli, ovvero, supponiamo che
al, 0 Vi=1,...,h—1
Possiamo allora applicare I’algoritmo [5.2,pg.15] fino al passo h:
Kk
(Af“ = Ak foA‘,; \ﬁ:k+1,...,n> Vk=1,...,h—1
Poiche’ ogni nuova matrice €’ ottekilfuta aggiungendo alle righe della precedente dei multipli di
altre sue righe, per le proprieta’ del determinante, si ha
det D! = det D =detDy, Vk=1,...,n
dove con D}; intendiamo il minore principale di ordine k della matrice A",
Ma D}: e’ una matrice triangolare, e quindi il suo determinante €’
DP =abab, .. by, = 0

aﬁhZO
(1) Dim. <
Sia det Dy, =0, e
detD; #0 Vi=1,...,h—1
Se 3i < h: al, = 0, allora non abbiamo nulla da dimostrare. Supponiamo allora che
al, 20 Vi=1,...,h —1 (1)
Procedendo come nel passo precedente, si ha:
atab, .. al, = det D} = det D), = O\::_/ai‘h =0
1)
(1) Esempi
Se A simmetrica e’ definita positiva, per la caratterizzazione [GII,2.56,pg.56], si ha
D1,Dsy,...,D, >0
se invece e’ definita negativa si ha
Dy <0,Ds >0,D3 <0,...
In entrambi i casi, nessun minore e’ nullo.
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Proposition 5.4. Sia A € R"*" |A| #0, u(A) = ||A7Y|||A]|. Considerando il sistema lineare
Az =b
e il sistema perturbato da un errore
Alx +Az) =b+ Ab

st ha

|Az]]
]

[[AD]
1]

< pu(A)

Owvero, lerrore relativo sul risultato e’ limitato dall’errore relativo sui termini noti, per un
fattore di u(A). p(A) viene chiamato numero di condizionamento di A
Usando la norma 2, si ha

A (tAA
p(a) = Y2uAD
Am (tAA)
_t _ A
A="A= pu(A) =
|Am|
Proof:
(1) Dim 1.
Osserviamo che 3]
b= Az = b = [[Azl| < = [[Alllzll = 3= < Al (1)
~~ ]
[4.8,pg.11]
Al +Az) =b+ Abs Av + AAx = b+ Ab < AAr = Ab < Az = A™Ab
- - [Az]| _1 IAb]| _yy 1Ab] ol
[Az| = [lA7Ab] - < ATHAY] <A = AT S e <
~~ ] (] 16l [zl
[4.8,pg.11]
- |AD] [[Ab]
< A4 = w(A) =
~~ el el
1)
(2) Dim 2.
Poiche’ ps(A) = ||A|l,||A7!]],, basta usare le prop [4.10,pg.12], [4.11,pg.13].
O
5.1 Fattorizzazione LU
Theorem 5.5. Data A € R"*", si ha
D, #A0Vk=1,....n=>A=LU
dove L,U sono le sequenti matrici triangolari :
1 ai; a2 i3 ... Qip
mor 1 0 a3 axs ... a3,
L= ms1 M3z 1 s U= 0 0 ag’g e G‘gn
mMnp1 Mp2 ... mn,n_ll 0 0 0 o.oa?

Dove mij,ai‘j sono ottenuti tramite l’algoritmo [5.2,pg.15].
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Proof: Per la prop [5.3,pg.18], la condizione Dy # 0 Vk = 1,...,n assicura che e’ possibile

utilizzare lalgoritmo [5.2,pg.15], ovvero
af, #0 Vk=1,...,n

Sia,
m; = (0 0 ... 0 Miy14s Miy24 .- mnvi)
posto i-esimo
0 j<i
m:. = (m.:); = — 1
L] (77,)] {mji j>’i ( )
Mi =] — tmiei
con {e;} base canonica di R™.
(1) Siha
1 i=37
(Mp)ij =< —mj; i>hj=h
0 altrimenti

Ovvero, M}, €’ la matrice triangolare che ha tutti 1 nella diagonale principale, come colonna
h ha —'m,, tutti gli altri elementi sono 0:

1
0 1
0 0 0 1
M,= 10 0 0 —mpy1k
00 ... 0 —Mk42,k
0 0 ... 0 —Mn k 1
——
L colonna k .

Osserviamo che poiche’ 'm;, € R™*1 ¢, € R si ha 'm, e, € R"*". Ed €’
p h h

0 i < h in ©>h, j=nh
(‘mpen)ij = 'mpen; = ‘my,0n; = R S
' ' \(1/)" Mip0p; > h 0 altrimenti
1 i=j
mip, 1>h, j=h . .
(Mp)ij = (I —'myen)ij = dij — ’ T =8-my, i>h, j=h
0 altrimenti . .
0 altrimenti

<2> Si ha Mh_1 AN MlA = Dg
Dove D,}C1 e’ il minore principale di ordine k di AP.
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Consideriamo M; A

n n Arj t=7
(MlA)ij = E (Ml)irArj = E —m”ATj 7> .1, r :' 1
r=1 passo 17=1 | () altrimenti
1 a1 e A1n
1 a1 o Q1
—ma1 . as a1 —M21011 ... G2p — M2101n
MA=|—m3 0 1 — |a31 —mgi1a11 ... agp —M3101p
anp1 .. Qpp
—Mni 1 An1 — Mnp1ail cee Opp — Mp1Qain
E ricordando che m;; €’ il moltiplicatore di posto i, j si ha
2 2 2 2
ail ais - a1n ap; Ay ajz ... A1y
0 a3 a2 a?
0 a22 — M210412 c.o. QA2p — M2101n %2 %3 te %n 5
M A= : =0 aj a33 ... a3,| =D;
0  apns—mpia et Gpn — Mpla 2 2 2
n2 n1d12 nn nl1ln 0 Qfo Qg ... Gy

Cosi’ procedendo si arriva a
My _1...M;A=DP
Sia N=M,_1...M;,SiaU = NA. Si ha
v Dn
passo 2
D? ¢’ il minore di ordine n dell’ultima matrice data dall’algoritmo [5.2,pg.15]. Quindi, U coincide
con I’U della tesi.
(3) IN—!
Abbiamo gia’ visto che M; e’ una matrice triangolare. Poiche’ gli elementi della sua diagonale
sono tutti 1, si ha
|IM;|=1=3M;" Vi=1,...,n
N t=M""M™ . Mt
Sia L = N~1 si ha
U=NA=A=N"'U=LU
(4) Resta da controllare che L sia proprio quello della tesi
(4.1) M=Y, =1 +'mye;
Infatti,
Mi(I + 'myeq) = (I = "myeq)(I +'myei) = I —'myei'm;e; =
ei'm; = e;m; = my; = 0
~—

)

(I + tmiei)Mi =
(102) L= 14+ 50 e

7
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L=N"1'=M"'"My" ... M, 17" = (I +'myer)(I +'mges)...(I+"m,_1en_1)
(I + 'myer)(I + 'mges) = I +'myer + 'moes + 'myer'mye; =
e1'my = e1-my = my, \/:_,O
(1)
=1+ 'mye; + 'myes

n—1 n—2
(I+"myer+ -+ 'my, gen o)+ m, jen1) =T+ ‘me;+ > 'miei'm, jen 1=
i=1 i=1
eitmn—l =My 1 =My 1, = = 0
n—1>i, (1)
n—1
=1+ Z tml-ei
i=1
(4.3) Q.E.D.
E considerando che le matrici tmiei sono del tipo:
0 _
0 0
0 0 0 0
tmiei ={0 0 ... O mMit1,i
0 0 ... 0 mi42
00 ... 0 Mo 0
~~
L colonna i J

si ha che L =T + 3.""" tm,e; coincide con 'L della tesi.
O

Proposition 5.6. Poniamoci nel contesto della prop [5.2,pg.15], senza supporre che a};k #+
0Vk=1,...,n—1.
Sia s := (1,2,...,n), inizializzato all’inizio dell’algoritmo.
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Definiamo le sequenti procedure:

Sia scambio_righei, i’ :

T := Qi
A5 = Qj'j V] = 17...,'”4
Q5 1= T

Sia scambio_colonne j, j :

T:= Qi

ai; =a;y Vji=1...,n
Qi 1= T

t:= Sj

S5 1= Sy

s =1

Stia pivot_rigak :

Siai tale che lag,|:= max
i:=k,..

scambio_righe 7, k
Sia pivot_colonnak :

Sia j tale che |ay;]:= ; nax

)

scambio_colonne j, k
Sia pivot_rigcol k :

pivot_riga k

pivot_colonna k

Sia pivot_scalatok :

|aik|

A L ——

max;—1, .n | @]

Siai tale che dz = max d;
i=k,...,n

scambio_riga i, k

Sia ripristina_colonne :

{Se”és“ Vi=1,...

scambio_colonna i, s;

23
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L’algoritmo di eliminazione di Gauss generale, e’ il sequente:

s:=(1,2,...,n)
VeE=1,...,n—-1
pivot k
Vi=k+1,...,n
k
Ak
Vi=k,...,n+1
gkl . gk k

i ig — Mk

Se pivot = pivot_colonna V pivot = pivot_rigcol :
ripristina_colonne
Nota: pivot puo’ essere una qualsiasi delle procedure di pivot sopra definite.

Infine, lalgoritmo che permette di usare una sola matrice in memoria, e nessuna variabile ausil-
iaria per i moltiplicatori, durante tutto il corso dell’esecuzione e’:

s:=(1,2,...,n)
VeE=1,...,n—1
pivot k
Vi=k+1,...,n
Aik
Qi 1=
akk

Vi=k+1,....,n+1
Qjj = Q5 — Qikkj
Se pivot = pivot_colonna V pivot = pivot_rigcol :

ripristina_colonne

Proof: Per costruzione. la scelta dei vari pivot (i, j), permette di scambiare gli al,:k = 0 con
altri coefficienti non nulli. Questo avviene tramite lo scambio di righe e/o colonne. Ovviamente,
lo scambio di righe o colonne effettuato da pivot non altera il sistema.
Queste tecniche di pivoting, permettono anche di evitare di incorrere nella situazione in cui il
moltiplicatore m diventa molto grande. In questo caso nella differenza

Q5 1= Q45 — MA; (1)
si avrebbe una perdita sostanziale di cifre significative.
I pivot pivot_rigcol, pivot_scalato permettono anche di evitare la situazione in cui nella (1), a;;
e’ molto piu’ piccolo rispetto a ay;.
Infine, I'algoritmo ottimizzato per la memoria usa la cella della matrice che sara’ sovrascritta da

uno zero per memorizzare il moltiplicatore, e inoltre, sfrutta il fatto che ai-‘j =gktl=... = a.

ij X
Theorem 5.7. Data A € R™*™, |A| # 0, si ha
dP matrice di permutazione: PA = LU
dove L,U sono le matrici triangolari descritte nel thm [5.5,pg.19], che si ottengono pero’ usando

Ualgoritmo [5.6,pg.22] con un pivot che non scambia colonne.
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Nota: e’ essenziale usare la versione dell’algoritmo che salva i moltiplicatori nella stessa matrice
A, infatti, anche le righe di L devono essere scambiate durante [’esecuzione.

Una matrice P, si dice matrice di permutazione se e’ ottenuta dalla matrice identica I,
mediante scambi di righe (o, equivalentemente, di colonne).

Proof: Ricordiamo che PA e’ quella matrice ottenuta da A effettuando lo stesso scambio di
righe che sono state utilizzate per ottenere P da I (vedi [AL,1.4.1,pg.1]).

Rileggendo Valgoritmo [5.6,pg.22], possiamo esprimere lo scambio di righe (o di colonne) di A
mediante una opportuna matrice di permutazione P;. I passi compiuti dall’algoritmo si possono
allora esprimere cosi’:

M1P1A£L' = Mlplb
M2P2M1P1Ax = M2P2M1P1b

My 1Pp_1... MoPoMiPyAx = My, 1 P,_1 My Py M, P b

Consideriamo la matrice M,,_1P,_1... Mo P, M1 P, A e poniamo P = P,,_1P,,_5 ... P;. Esamini-
amo solo il caso n = 4.
U = (M3Ps)(MyPy) (M, Py)A = (M3P3)(MaP3 PsPy) (M PoP3sP3sPoPy) A =
P, P=I
= Ms(PsMoP3)(P3sPo M1 PoP3)(PsPoP)A = L 'PAe PA=LU

5.1.1 Applicazioni

Proposition 5.8. Data la matrice A € R™"*™, |A| # 0, e la matrice U ottenuta dalla fattoriz-
zazione [5.7,p9.24], si ha

det A = (—1)S Huii
i=1

dove s €’ il numero di scambi di righe effettuati durante la fattorizzazione [5.7,pg.24] , o equiv-
alentemente (—1)° = det P
1l costo di questo calcolo e’ quindi

3
costo di [5.7,p9.24]+n—1 = % +0(n?)

Proof: Siha
det PA = det Pdet A = det Pdet A

det PA = det LU = det Ldet U = det U = Huii
1

U e’ triangolarei

det Pdet A = H Ui

i=1
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Ricordando che uno scambio di riga cambia di segno il determinante, si ha
det P=(—1)°det I = (-1)°
det A = (—1)8 Hu”
i=1

dove s €’ il numero di righe che sono state scambiate per ottenere P da I. Ma dato che
P =P, 1...P, s si puo’ conoscere direttamente considerando il numero di scambi di righe
effettuati durante I'uso dell’algoritmo [5.7,pg.24]. O

Proposition 5.9. Sia A € R"*", |A| #0. Siano dati m sistemi lineari del tipo:
A:Ek:bk k:].,...,m
Per risolverli si puo’ procedere cosi’:

Si fattorizza A in PA= LU

Vek=1,....m
y:=Uxg
b = Pby

Si risolve con [5.1,pg.15] il sistema triangolare Ly = by,

Si risolve con [5.1,pg.13] il sistema triangolare Uxy, =y

1l costo di questo algoritmo e’
3
% +mn? + O(n)
Proof: Fissiamo k
A.%'k = bk
PA(ﬂk = Pbk
LU.%‘k = Pbk = Bk
Sia y = Uxy,
Ly = by

11 costo dell’algoritmo [5.1,pg.13] usato per risolvere il sistema triangolare e’ "2—2 + O(n). Poiche’
stiamo risolvendo due sistemi triangolari, abbiamo n? + O(n). O

Proposition 5.10. Sia A € R™", |A| #0. Sia C = A1,
Per calcolare C si puo’ procedere cosi’:

Vi=1,...,n
Si risolve con [5.9,pg.26] il sistema AC" = e;

dove C* ¢’ la colonna i-esima di C.
1l costo e’

4
gn?’ +O(n)
Proof: AC = AA~! =1, e poiche’ ACv" = I’ si deve avere

AC" =¢; Yi=1,...,n
Applicando la [5.9,pg.26], con m = n, si ricava il costo dell’algoritmo. O
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5.2 Fattorizzazione di Cholesky

Theorem 5.11. Sia A € R™ ™ una matrice simmetrica e definita positiva, allora
3R € R™" triangolare inferiore: A = R'R

L’algoritmo per ricavare R e’:

Proof: La condizione A = }EtR si traduce nel sistema

Qij ZZRik(tR)kj Vi=1,...,n, Vi=1,...,n&
k=1

n
ST :ZRikRjk Vi=1,...,n, Yi=1,...,n
k=1
dove 74 sono gli elementi di R e le incognite del sistema °.

Tenendo conto del fatto che R e’ una matrice triangolare inferiore, possiamo scrivere
min{4,5}
t . .
A5 = E Rik(R)kj V‘]:].,...,TL, VZZI,...,TL
k=1
Poiche’ A e’ simmetrica, a;; = aj;, quindi le uniche equazioni che ci interessano sono:
min{i,j}

a;; = E raerie Vi=1,...,1, YVi=1,...,n
k=1

Adesso basta scrivere le equazioni nel seguente ordine:
_ 2
1. aj] = 7'11
;1 = T31711 Vi = 2,...,n

_ .2 2
(22 = T3 + T3

Ll

Q2 = 151721 + o2 Vi=3,...,n

e ricavare le equazioni dall’alto verso il basso. Per ricordare ’ordine delle equazioni si puo’ usare
questo disegno:

[y
Ll S
ot

5Sfruttando le ipotesi fatte su A, si puo’ dimostrare per via teorica che tale sistema ammette soluzione
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Le incognite sono:

11 = va11

[£251 .
ri=— Yi=2,...,n

11

_ 2
T22 = 4/ Q22 — T3

A3 — 131721 .
rig=——""— Vi=3,...,n

22

Le radici quadrate sono lecite perche’ A e’ definita positiva.
In generale,

J j—1
_ 2 _ 2 2 o
ajj _erk _rjj"i'zrjk =T =
k=1 k=1

j—1
R 2
Qjj § :Tjk
k=1

J = ai; — S0
ij k=1 "Tik"j S
aij:ZTiij]g:TijTjj+Zriijk<:> =Ti = - Vi=j4+1,...
k=1 k=1 73
L’algoritmo completo e’ quindi
Vi=1,

j—1
L 2
@jj erk

k=1
Yi=j4+1,....,n

Jj—1
Qi = D g TikTk
rij =

Tjj

5.3 Autovalori

Theorem 5.12. Data A € R™*™, con m > n,

U € R™™ ¥ e R™*"™ V€ R™™ ortogonali, tali che A =UXV

_0_1
02
g3
3 = On,
0O 0 O 0
0 0 O 0
0 0 0 ... 0

012032 20,20

I 0; si chiamano valori singolari.
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Proposition 5.13. Nel contesto del thm [5.12,p9.28], se r e’ il rango di A, allora
A= oUWV’
i=1

dove U e’ la colonna i-esima di U, V* la colonna i-esima di V. Inoltre,

o1 = [ All,
Proof: Per il thm [5.12,pg.28]

A= UZtV = ZO’lUitVZ
i=1
Si ha
op #0 = 01,0, 0

01202220, 20

Theorem 5.14. di Gershgorin-Hadamard. Sia A € C™ ™, e siano

D;={2€C||z—ay| <R;} [e’ un cerchio in C di centro a;;, raggio R;]
Ry = lail

J#i

n
D=|JD;

i=1

Si ha:
A autovalore di A = X\ € D

Proof: Sia u € C™*! l'autovettore di A, associato a . Si ha
ug autovettore = uyp # 0
Au= \u & Zaijuj = )\’UJZ & aqu + Zaijuj = )\Ui < Zaijuj = ()\ — aii)ui
J#i J#i
1> aijugl =1 = agi)u| = [X = ag|ui]
J#i
A = agil|ui| = |Zawug\ < Z |aizl[u;| (
Sia k: |ug| = max{\uz\} Ponendo i =k nella (1), si ha

N = agrllue] < lak;lu;| < Z s |lux] = [ux] Y lax]

Jj#k \uk|:max{\u,|}j¢k J#k
IN— apelfug] < |kl > lar| = A= agr] < lag;| = Re = A € DCD
J#k U0 i#k
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Proposition 5.15. Metodo delle potenze per il calcolo dell’autovalore massimo.
Siano A1, ..., Ay tutti gli autovalori di A € C"*", matrice diagonalizzabile. Sia

xo € (Cn’l, 29 #0

Y STl wk=0,1,2,...
Tpy1 = Ayp

txkAl‘k

Ok =
R

o(x) = t”f;?;” e’ chiamato rapporto di Rayleigh. Supponiamo che

Al > [A2] > Az = > [
Allora si ha:

YT
Yy
lim g = )\1

k—o0

O —

Una successione piu’ semplice, ma meno stabile dal punto di vista numerico e’

t
- —A r zkAzk
20 = L0, Rk+1 = 2k O =

%
Supponendo che

Al > Aol > [Ag] > - > [An] > Anga] = [Anga = - = [An]
per ricavare \p, poniamo

h—1

Ty = To — g il
i=1

,dove oy, u; sono descritti nella dimostrazione, e riapplichiamo lo stesso algoritmo. Il nuovo oy,
convergera’ a Ap,.

Infine, scelto un errore € > 0, possiamo arrestare la successione quando

(A —orD)ysl
oyl

oppure quando

Op+1 — 0| < €
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Proof: Sia zg = zg, zp+1 = Az, si ha
A diagonalizzabile = 3B = {uy,...,u,} base di C"*" : Au; = \ju; (1)

n
B base = xg = Zaiui

i=1

n n
Z1 ::1420 = jg:(lifiﬂ@ = j{:(liAiui

i=1 (1) i=1

29 = Az = Zal)\ Au; = ZO”)‘ u;

(1) =1

n
z = Az = Zai)\?ui (1.1)
i=1
Con [v]; indichiamo la componente i-esima del vettore v secondo la base canonica. Se ajuy; # 0,

si ha
I

n k
n k+1 k41 qpuyp + ) o O k3T Ui
)i _ ory ey AL Ot )i, iU

[Zk]l Z O"i)‘?uil /\lf ajuyy + Z?:Z Ozi;fguil

Poiche” A1 > \; si ha che

e quindi dalla (2)
lim
k—o0 [Zk}l
Per evitare di dover scegliere ogni volta una componente opportuna si puo’ usare oy,

» 2k
T - o~k 2k 2k 2 2 (1Al
e = Zaiai)‘i Al Z|O”| |\ 7" = A1 <|oz1| +Z| il (|)\1|> ) ®)

(1.1) i=1

Azk = Zk+1 = TZ/gAZk = Tzkzkﬂ Z ‘Oél‘ )\ /\k+1 Z |al| |)\ |2k/\

(11)11
n A‘| 2k s
= [Ag[*A ? P(RYTAD
M 1<|a1| #X bl (fn) %) @0
2k 3,
Az a4+ S lea (R4) " 2
ol = - )\ = lim o, =\;
22k O~~~ 9 k—oo

mE

@61 e+ 20, |
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dove con @; abbiamo indicato il complesso coniugato di «;.

Poiche’
[2k]: = )\If i) + Zai ()\Z) uy | =
i=2 1

—+00 |)\1| > 1
= lim |[Zk}l| = \aiuil| A =1
k—oo
0 0< |/\1| <1
nell’implementazione macchina rischiamo di incorrere in errori di overflow o di underflow. Lo
stesso problema si riscontra in %z z e in zx Az, perche’ figura |)\1|2k. Per questo motivo si usano

gli zy,yi della tesi, in modo tale da avere gli y; della successione con ||yk|| = 1. I calcoli svolti
fin adesso non variano, infatti, si vede facilmente che
Yr = Z—k, infatti, per induzione:
[l 2
_To 20
P Twoll ~ Teol
2k 241
Tpy1 = Ayg = T = T
" =~ il Tl
Hp induttiva
Uk Tr4+1 Zk+1 _ Rk+1
1=
T k] UL o e
Rk+1
Tri1 = Ay = Tl
+ t2k+1 A2k+1 ¢+
S Tt 1ATh1 _ Tl Pl _ Zhr1 A2 _
+1 = = = =0},
s gty e
Stavola i calcoli sono stabili, infatti,
o = ik = P
lzellllzell 2]
A _)\(7) ~a)\2k
YAy, = ) [non compare piu’ |Aq|**]
.
: YeTr1 _
Infine abbiamo .
xX
YrTry1 |nm’:||$"?+1 _ TpTg4
- T - T
YkYE Tl el Tl
i
Ay, TRALT  wpAm
T i gy Ee o g OF
kT S E ktk

(2) Calcolo di Ap,
Abbiamo

h—1 n
xy = T0 — E Qu; = E Qi
i=1 i=h
In pratica, da zy abbiamo eliminato tutti i termini precedenti a apuy. Adesso, il \; dominante

e’ Ap. Ripetendo in modo analogo i ragionamenti di prima, si ha la tesi.
(3) Criterio di arresto
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Il criterio di arresto, si basa sulle seguenti osservazioni:
Aul = \Mup & (A — )\1])U1 =0

lim yr = up
k—oo
lim o = A\
k—oo

lim (A — opD)yr = 0
k—>oo( k )yk ~
vettore nullo

Ji [|[(A = oxDyx|| = 0

Proposition 5.16. Metodo delle potenze inverse per il calcolo dell’autovalore minimo.
Siano A1, ..., Ay tutti gli autovalori di A € C™*", matrice diagonalizzabile. Sia

X € (Cn’l, Zo 75 0

— Tk
Yk = Tl Vk=01,2,...
Tpye1 = ATy

oy = e A"y
Yy

Supponiamo che

A1
Al = [A2] = > [Apct] > A

Allora st ha:

li !
1m = —
k—o00 Tk An

Al posto di caleolare A™Y, per poi calcolare i termini della successione:
_A—l
Tr+1 = Yk
conviene calcolare 1 termini risolvendo di volta in volta il sistema
Axpi1 = Yk

nell’incognita xyy1.
Poiche’ i singoli sistemi hanno la stessa matrice dei coefficienti, si puo’ usare la prop. [5.9,pg.26].

Proof: Basta osservare che

1
A; autovalore di A & X autovalore di A1
i

G 1
Ml 7 el T T el A
1 1
/\max Ail = 3 A >\max A71 = 3
(vedi la dimostrazione di [4.10,pg.12]) e applicare la prop. [5.15,pg.29]. O



Proposition 5.17. Nelle ipotesi della prop [5.16,pg.33], preso un ug € C e ponendo

Auk =A- [Lk.[

ok approssimazione di o; di Ay, calcolato con la prop. [5.16,pg.33], con errore €
1

P41 = Pk + pp)

st ha

kllnclc e = A

dove A\, e’ lautovalore di A piu’ vicino a u, ovvero

Proof: Siha
Aautovalore di A Au= e Au—pu= u—pu < (A—plu= (A —plu s Au= (A —p)u < X — pautovalo
= Gli autovalori di 4, sono {A\;, —p|i=1,...,n} (1)
Quindi applicando la prop [5.16,pg.33] a A,,, abbiamo che
1

0 1
g ~ =
)‘min(Au) \(1’)'/ At —

dove |\t —pu| < |\ —p] Vi=1,...,n

1 1 1
Nmﬁmw)\t—ﬂﬁm‘f'ﬂw/\t
Ponendo pu; = ﬁ + u, e reiterando, otteniamo

1
) +pr RN
che e’ una approssimazione migliore di A;. O

)

6 Interpolazione e approssimazione
Definition 6.1. Supponiamo di avere gli n+1 punti (z;,y;) € R? Vi =0, 1,...,n. L’interpolazione
consiste nel trovare una funzione f : R — R tale che

f(xl) =Yi V’L:O7177n

Interpolazione polinomiale Si richiede che f(z) sia un polinomio in R[z] di grado minimo.

Interpolazione razionale Si richiede che f(z) sia una funzione razionale, ovvero che si del tipo

92) (2, h(z) € Rlz)

Interpolazione trigonometrica Si richiede che f(x) sia una funzione di periodo L. Si ricerca

una soluzione tra le funzioni del tipo

n

ao . 27 2r
5 + Z <bk sin (ka> + ay, cos (kLm>)

k=1
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6.1 Interpolazione polinomiale

Proposition 6.2. Sia f(z) = ag + a1z + -+ - + apz™. Un algoritmo per computare f(x) in
maniera efficace e’ il sequente:

t:=an,
Vi=1,...,n
t:=a,_; +1tx

11 costo dell’algoritmo e’ quindi

n moltiplicazioni, n addizioni

Proposition 6.3.
Ap(z) € R[z], : plz) =y Vi=0,1,....nx; Fx; YVi>j
dove Rlz],, e’ lo spazio vettoriale dei polinomi di grado < n a coefficienti reali.

Proof: Sia p(z) il generico polinomio di grado < n incognita:

pla) =Y aa’
§=0

n
p(x;))=y; Vi=0,....,ne Zasz:yi Vi=0,...,n

Jj=0
Quest’ultimo €’ un sistema lineare nelle incognite aq, ..., a,, in n + 1 equazioni. La matrice dei
coefficienti e’ 0 1
n
Ty Ty ... T
2wl L ah
V =
0 1 n

Il suo determinante e’ il noto determinante di Vandermonde:

V=TT —=
i>j
Il sistema ammette un unica soluzione < |V| # 0, ovvero
|V|7é0<:>xi—xj7é0 Vi>j

Theorem 6.4. Forma di Lagrange.

Sia
xr — Xy
M) = ] p—

0<i<n, i#j "7

allora la soluzione dell’interpolazione e’

p(z) = Z YA (z)
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Proof: Nella dimostrazione [6.3,pg.35], abbiamo visto che trovare p(x) equivale a risolvere il

sistema
Va=y
ao Yo
a1 Y1
con a = , Y=
Qn Yn
PROOF SKETCH: Poiche’ p(x) € R[z] e R[z],, ¢’ uno spazio vettoriale, possiamo considerare una
base {A\g(z), A\1(x) ()} in modo tale che la nuova matrice dei coeflicienti V' sia I e che
deg Aj(z) < n Ovvero:

pla) = > A @) (1)

plai) =Y _diX(x) Vi=0,1,..

(V)ij = Nj(z:)
V=1& (V)ij=0i < N(x;) =0

.,n (1.1)

Ricaviamoci i A;(z):
/\j(ﬂ?i) = 513' Vi = )\](xz) =0 Vi #]
{Aj(a:i)_o Vi=0,1,....,5—1,j+1,..

N
’ = )\»(x):cHx—xi
) < ~~—
deg;(z) <n Ruffini i
1
)\j(xj):1<:>Cijfx¢:1<:>C:7
i Iij @i — i
() = iz [ -
! Hi;ﬁj Tj— T Tj— T
Q indi 0<i<n, i#j
uindi
ap = Yo
ay =y
p(xi) = vi & p(zs) Za%—yi Vi=0,1,...,n< < .
(1.1) Jj=0
a{n:yn
n
ZORSH LA Zya

Proposition 6.5. Nel contesto del thm [6.4,pg.35] si ha

i)\j(x)(mj — )k = {1 k=0 Ve eR

= 0 k>0

Proof: Sia fi(x) il polinomio della tesi.



quindi fo(x) interpola i punti (x;,1) j =0,...,n, quindi per I'unicita’ dell’interpolazione (vedi
[6.3,pg.35]), si ha fo = 1.

Se k > 0, si ha
O(zj —2)* i#j ,
Aj(@i) (g — 2i)* = 8y (2 — 20)* = 1(3”] T T 05 f(a) =0 Vi=0,...n
. 1=
quindi fy(z) interpola i punti (z;,0). Allora, per I'unicita’ dell’interpolazione fj, = 0. O

Definition 6.6. Sia f € C%([a,b]), z; € [a,b] Vi =0,1,...,n definiamo la differenza divisa:

flzo] = f(zo) ovvero la funzione f calcolata in xg

L1, 25 — flre, ..., Tj_ .
J'"[960,~-~,96‘j}=f[1 il =l : 1], per j >0

Tj — Xo
Proposition 6.7. Il sequente e’ un algoritmo che calcola flzo,...,xy,] in w flops:

a; = f(x;) Vi=0,...,n
VE=n-1,...,1,0
Vi=0,...,k
Qi1 — A4
a; = ——
Litn—k — L4
Il risultato e’ in ag

st puo’ visualizzare ’algoritmo cosi’:

flzo]l = f(z0)
f[l‘o,l“l]
flea] = f(z1) flxo, 1, 2]
fla, xa] flzxo, x1, 2, T3
flza] = f(z2) flz1, xa, 23]
f[372,$3]
flzs] = f(z3)

Theorem 6.8. Sia f € C%([a,b]), z; € [a,b] Vi = 0,1,...,n. Il polinomio di Newton che
interpola i punti (z;, f(x;)) €’

pn(x) = Z flzo, .- xiw;(x)

i=0
pn(x;) = f(z;) Vi=0,1,...,n dove
wo(x) =1
j—1
wj(z) = H(Z‘—ibl) Vi >0
i=0

pn(x) ha il vantaggio di poter essere facilmente aggiornato per l'aggiunta di nuovi punti. Infatti,
dato x,+1, basta calcolare

Prt1(2) = pn(2) + flzo, - s TnpaJwnga (2)
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Inoltre, vale la sequente proposizione:

f(@) = pn(z) + Ru(z) Yz € [a,b]

dove
R.(z) = flzo,. .., Tn, x]Wni1(x)

n

W1 () = HIL‘ — @

=0

Infine, per calcolare p,(x) in x, si puo’ usare il sequente algoritmo che si basa sulla prop
[6.2,pg.35]:

t:= f[l’o, e ,CCn_i] +t- (.Z’ — an_i)
Dove f[xo,...,%n_s| si puo’ calcolare con la prop [6.7,pg.57] (nota®)

Proof: Poniamo po(x) = f(zg), p-1(z) =0
(1) Dim. che

ElAla"'aAneR: pk(x):pk—l( )+Ak’LUk Zsz = 7"'7"

dove pi(z) € il polinomio interpolatore di (x;, f(x;)) Vi = 0 k.
Per Hp abbiamo:
pn(x;) = f(z;) Vi=0,1,...,n
Usando un polinomio incognita ¢g(z) di grado < n + 1:

Pnt1(2) = pa(2) + g(z)
Prt1(wi) = f(xi) = pp(xi) Vi cooon=g(xz;)=0Vi=0,...,n (1)
{jZiiZ?l)( <) ; ntl = degg(z) <n+1 (2)
(1)7 (2) \:L g = n+1 H T — 37 n+1wn+1(az)
Ruffini

Pri1(z) = pn(z) + Apprwngi(z) (3)

in realta’, non serve calcolare a ogni passo f[zo,...,Zn—;] usando [6.7,pg.37], perche’ alcuni calcoli vengono
ripetuti inutilmente. Si puo’ quindi pensare a un algoritmo piu’ ottimizzato.

6
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In particolare abbiamo:

0
po(z) = f(z0) = ZAiwi(m)
p1(x) = f(zo) + A1 (z — o) ZA wi(x
p2(x) = f(xo) + A1(z — o) + As(z — 20) (. — 21) ZA w;(x

ZAwl

Adesso resta da determmare gli A;.
(2) Dim. che vale la seguente implicazione:

pn(x) € il polinomio interpolatore di (z;, f(x;)) Vi=0,...,n = p,(x) = Z flzo, .- xiw;(x)

Procediamo per induzione su n. =
(2.1) n=0
po(x) = f(zo) = flzo]
2.2) n=1
pi(z) = po(z) + Ai(z — o) flzo] + A1 (z — o)

Imponendo che py(z1) = f(z1), abbiamo
A = f@1) = f(zo)

1 — Zo

= Flxg, 21]
23y n—1=n

Sia h,,—1(z) il polinomio d’interpolazione relativo ai punti x1,...,z,, € gn—1(z) quello rela-
tivo ai punti zg,...,x,_1, Ovvero

Si ha
T — T Ty —
n(T) = P — n— 5
Pn(z) pra— 1($)+zniz09 1(z) (5)
infatti,
To — o Ty — To
- = hnf n— = (gn— = = Dn
Tz e 1($0)+xn_x09 1(z0) = gn-1(z0) =_ f(20) = pn(z0)
(4.1)
Tp — To LTy — Ty
T =Ty = hn—1(Tn) + n—1(Tn) = hpn_1(2n) = Tn) = Pn\Tn
D )+ g () = 1) = £ (o) = )
(4)
r=x;, 0<i<n= Ti 7o hn—1(x;) + n _xlgn,l(a:i) =

L — X0 Ty — Lo
Ty, — XIo Tpn — XI5

= +
Tn — o Tn — o

) F(@) = f(21) = palz)
hn_1(zi)=f(zi)=gn-1(x:)

e quindi per 'unicita’ di p,(x) (vedi [6.3,pg.35]) si ha I'uguaglianza polinomiale nella (5).
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Applicando l'ipotesi induttiva su h,,_1 € gn—1 abbiamo”
hn—1(x) = flea] + flzr, 22](z — 21) + flo1, 22, 23] (2 — 1) (2 —22) + - +

+ flzr, 22, xp)(@ —x1) (@ —22) . (T — Tp—1)
Gn—1(x) = flwo] + flxo, z1](x — 20) + fl2o, 1, 22|(T — 20) (T — 21) + -+ - +
+ flzo, 1,y Tpoa](x —x0) (@ —21) ... (T — Tp2)

Indicando con M (h,—1) il coefficiente dell’indeterminata grado massimo di h,,_1, abbiamo

M(hp-1) = flx1,x2,. .., 24)

M(gn-1) = flxo, 1, Tn_1]

M(p,) = M(hy—1) — M(gn—1) _ fle, @2, a0 = flwo, @1, Tpd] _
~~ Ty — Lo Ty — Lo ~

(5) per def.
D’altra parte,

() = pn-1(z) + Apwp(z)

(3)
degpy—1(r) <n-—1 = M(p,)
deg Apwp(z) <n e

wy,(x) e’ monico

P (x) = pr_1(x) + flzo, ..., xn]wn(x) =

= S e moe) + flror e waua(@) = 3 flror . i)

Hp induttiva su pn,—1 i=0 =0
(3) Dim. che f(x) = pn(x) + Rn(z) Vz € [a, b

Fissiamo z € [a,b]. Se consideriamo (41, f(zn+1)) = (z, f(z)) come un nuovo punto di
interpolazione, abbiamo

(@) = ppya(z) Ny () + flo1, .o 2jwng1(2) = po(x) + Ra(2)

passo 2
Proposition 6.9. Nel contesto di [6.8,pg.37], si ha

(n+1)
Elf(nJrl)(Z.) in [a,b] = 3 € [a,b] : Ru(z) = f(n—l—l()gl)wnﬂ(z)

dove f*(x) e’ la derivata n + 1-esima di f.

Proposition 6.10. Sia

tn(x) =cosnp(z) : [-1,1] — R
(x) = arcosx : [—1,1] — [0, 7]

tn(x) si puo’ esprimere come un polinomio, chiamato polinomio di Chebyshev:

to(l‘) 1
ti(z) ==
tn(x) = 2tp—1(x)x — t_o(x) Vn >1

7se volessimo applicare I'Hp induttiva formalmente, ad esempio su h,_1, basterebbe porre yg = x1,y1 =

X253 Yn—1 = Tn
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Valgono le sequenti proprieta’:

degt,(x) =n Yn >0

cn =2""1 coeff. di grado massimo di t,(x) VYn>1

o, = COs (1 + kz) k=0,....,n—1 sono tutte le radici di t,(z)
2n n
2 . . .
Mg =cos|k— | k=0,...,n sono tutti i punti di massimo
n

2
mk:cos(k:ﬂ-—i—ﬂ-) k=0,....,n
n n

sono tutti i punti di minimo
Proof:

tn1 (2) = cos((n + Dp(a)) = cos(np(e) + p(x)) = cos(np(e)) cos(ip()) — sin(np(a)) sin(p(x))
a1 (2) = cos(n — 1)p(x)) = cos(np(x) -

p(x)) = cos(np(z)) cos(p(x)) + sin(np(z)) sin(p(z))
Sommando membro a membro:

tnt1(x) + th—1(z) = 2cos(np(x)) cos(p(xz)) = 2ty () & thy1(x) = 26, (2)x — th—1(x)
tn(x) = 2th_1(2)x — th_o(x)
(1) degtn(z) =n

Per induzione forte su n: I casi n = 0,1 sono veri.

degt, () = deg [2t,—1(x)x — t,,—2(x)]
degtn_1(z)x =degt,—1(x) +1

= n—1)+1=n
~—~
Hp induttiva
deg tn72($)

t(r)=x=c =1=2""1
tn(x) = 2th_1(2)x — th—o(x)

deg2t,_1(z)xr=n = c(ty) = c(2t—1(2)x) = 2c(th_1(z)x) = 2¢(tn-1) =
deg th_o=n— 2 Hp induttiva
dove con ¢(t,,) abbiamo indicato il termine di grado massimo di ¢, (x).
Infine, per ricercare le radici, i massimi e i minimi, basta cercare i punti in cui la funzione cos ny
assume rispettivamente i valori 0,1, —1, e ricavarsi la « sapendo che z = cos(yp).

O]
Proposition 6.11. Nel contesto della prop [6.10,pg.40] si ha

1 1 . .
gt = lgamrtn@)l = mwin{ ol s |p € Blsln, p monico |, conn>1

Nota: 2n#,ltn(yc) e’ un polinomio monico.

Example 6.12. Fenomeno di Runge.
Consideriamo la funzione

22n—2



Se la interpoliamo in n + 1 punti distribuiti uniformemente in [—1, 1], otteniamo una pessima
approssimazione di f(z), ovvero esistono alcuni punti « € [—1,1] dove |f(z) — pn(z)| € molto
alto. Al crescere di n la situazione peggiora: si dimostra che per n — oo esistono degli z € [—1,1]
t.c. |f(x) — pn(x)| — co. Vedi figura:

T
Funzione originale
5 nodi
9 nodi
13 nodi

-8.2

-84

=-8.6

-8.8

f(x) € la linea in rosso.

Se invece scegliamo le radici di Chebyshev come punti per I'interpolazione, abbiamo:

1.2

T
Funzione originale
5 nodi
9 nodi
13 nodi
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La miglioria €’ dovuta al fatto che le radici di Chebyshev sono piu’ distribuite verso gli estremi
dell’intervallo [—1,1].
I grafici sono stati prodotti con il seguente script octave:

clf

hold on

xf=[-1:0.002:1]; yf=1./(1+25*xf."2);
plot(xf,yf,’;Funzione originale;’)

nodi=[5:4:16];
steps=2./(nodi-1);

function yi=polyinterp(x,y,xi)
n = length(x);
M = zeros(n);
for i=1:n
M(:,1) = (x.”@E-1))7;

endfor
a=M\y’;
g = ones(1,length(xi)) * a(1);

for i=2:n
g =g+ xi."(i-1*a(i);
endfor
yi=g;
endfunction

for i=1:length(nodi)
xp=[-1:steps(i):1];
yp=1 ./(1+25%xp."2);
Y=polyinterp(xp,yp,xf);
plot(xf,Y, sprintf(";%d nodi;",nodi(i)))
end;

pause

%Chebyshev
clf
plot(xf,yf,’;Funzione originale;’)
for i=1:(length(nodi))
n=nodi(i)
k=[0:n]
xp=cos (pi.*(2.xk+1)./(2*n));
yp=1 ./(1+25%xp."2);
Y=polyinterp(xp,yp,xf);
plot(xf,Y, sprintf(";%d nodi;",n))
end;

Proposition 6.13. Siano fissati n + 1 punti xo,21,...,2, € [a,b]. Sia definita la sequente
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funzione:
L, : C°([a,b]) — R[z],
L, (f) e’ il polinomio che interpola f nei punti (x;, f(x;)) ¥Vi=0,...,n

che e’ ben definita per la prop [6.3,pg.35].
Si ha:

L,, ¢’ una applicazione lineare dello spazio vettoriale C°([a,b])

Proof:

Ln(af + Bg)(x:) = (oof + Bg)(xi) = af (xi) + Byg(xi) = aLn(f)(@i) + BLn(g)(xi) Vi=0,1,...,n
= L,(f)(x) + BL,(g)(x) & un polinomio interpolatore di af + Bg in z; Vi=0,1,...,n
Quindi, per I'unicita’ del polinomio interpolatore (vedi [6.3,pg.35]) si ha
Ly(af + B9) = aLn(f) + BLn(g)

7 Approssimazione polinomiale

Definition 7.1. L’approssimazione polinomiale consiste nel trovare un polinomio p(z) che ap-
prossimi una funzione f(z) € C°([a, b]).

Proposition 7.2. La funzione
I =1 C°(la,b]) — Ry
£l = max [f(z)]
z€Ja,b]

e’ una norma nello spazio vettoriale C°([a,b)).

Theorem 7.3. di Weierstrass.

(R[], | = 1I) e denso in (C°(la, b]), || = I

dove || — || €’ la norma definita in [7.2,p9.44], ¢ (R[z]n, | — 1), (C°([a,b]),|| = ||) sono spazi
metrici indotti da essa.

Theorem 7.4. di Weierstrass I1I.
Daton >0 e f € C%[a,b]), si ha

Jon €R[zln: Vo eR[zln [If —eull < |If — ¢l
Inoltre,
Jm on = f infa, )
dove si e’ intesa una convergenza uniforme.

Definition 7.5. Definiamo il polinomio di Bernstein:

By k(z) = (Z) (1 — z)nF
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Proposition 7.6. Sia B, ;(x) il polinomio di Bernstein, si ha

1. > Bulz) =1
k=0
2. {Bn,0,Bni1;---,Bnn € una base di K[x],}

Proof:
(1) Dim 1.

Theorem 7.7. Data una funzione f(z) € C°([0,1]), e posto

B0 = 321 () Brsto)

st ha

lim B,(f) £ fin[0,1]

n—-+oo

Theorem 7.8. di Faber.
Sia Vi, = {x1,...,2}, con x; € [a,b] Vi, wz; # x; Vi # j. Sia f(z) € C%[a,b]), fi(z) i
polinomio interpolatore dei punti (z;, f(x;)) Vi=1,...,k. Il teorema di Faber afferma che

V{Vider 3/(@) € C((ab]) tale che lim fiw) # f(x)
In altre parole non e’ sempre possibile usare con efficacia un unico schema d’interpolazione per
approssimare una qualunque funzione.

Proposition 7.9. Data f(z) € C°([a,b]) sia L,(f) € Rlx], il polinomio che interpola f in n+1
punti (z;, f(x;)). Si ha:

lim E,(f) £ 0in [a,b]

n—-+oo
lim A, = o0
n—oo

dove

I = e la norma definita in [7.2,p9.44]
E.(f)=f —enll, con ¢, polinomio dato dalla prop. [7.4,pg.44]

A, = A >l di Leb
zlél[%ﬁ]z‘ ()| e’ il numero di Lebesgue

=0
dove \j(x) sono dati da [6.4,pg.35] rispetto ai punti g, x1,..., Ty
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Proof:
1f = LN = 1S = n +0n = La(HIl < If = enll +llon = LalHIl = I = ¢nl + [ Lalen = Nl =

[6.13,pg.43]
= Ea(f) + ILalon = DIl (1
ILn(on = DIl = max [Ln(en = D@ ;g%\;m(x»f(znm(x)\ <
[6.4,pg.35] =

< max Z’ onlx;) — xl))’

i ‘< max Z”(pn — f@)|I|A

@) =

z€[a,b] z€[a,b]
= max [lga(e Xi(@)| = llen(@) = f(@)] mrg[%] (@) =E

Infine, per il thm [7.4,pg.44]

lim ¢, = fin[a,b] = hm E.(f) £ 0in [a,b]

n—-+oo n—-+oo
O
7.1 Spline
Definition 7.10. Sia data una funzione f : [a,b] — R.
L’insieme delle spline di ordine k& e’ definito come:
S = {s € C*1([a,b]) | S|[zi_1,2:] € R[T|p, 31,25 € Ay Vi=1,...,n con A, partizione di [a,b] di n intervallini}

In pratica, s € Sy €’ una funzione, con derivata k — 1 continua, e in ogni intervallino [z;_1, 2 — 1]
e’ un polinomio di grado < k.
Sia s € Sk, definiamo

Spline naturale Se s”(a) = s"(b) =0

Spline periodica Se

Di seguito esamineremo solo le spline naturali di Ss.
Theorem 7.11. L’algoritmo che costruisce la spline naturale s € S3 e’:

1. Si risolve il sequente sistema lineare AM = B, nell’incognita M, usando l’algoritmo Gauss
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naive [5.2,pg.15] (nota®

A c Rnflxnfl’ M,B c Rnflxl
2(hip1 +hi) i=3j

h; j=1+1
Ay =4 j Z.+
h; j=i—1
0 altrimenti
itl-y | yie1—w .
B, =6 Vi=1,...,n—1
( T + I 1 n
AM = B;

2. Si calcolano i sequenti valori:

hi=z;—xi—1 Yi=1,...,n
Ai:(Mi_l_Mi)%_%ij
B; = —§Mihi + y;

3. La funzione s risulta essere

si(z) x € [xo, 1]

s(@) = so(x) x € |21, x9]

sn(T) T € [Xn_1,Ty]
(z —2-1)° M (; —)°

i(x) =M, —
si®) 6h, 6h,

Proof: Sia s € S3, fissiamo un A,, e poniamo
My =s"(zx) Vk=0,...,n
S; = 5\[9&;71,36,-] Vi = 17 B
hl‘:.’L‘i—xi,1 Vi = 1,...,n
Esaminiamo s;
5; € Rlz]z = 5 = ag + a1x + agx? + azaz® = s = 2ay + 6azx
st (x;) = M;
st (xi—1) = Mi—1 = si(x) = M;

; ~ _ Ti— Ti—1 T — Ti1 i h;
deg S; = 1 retta passante per due punti

La funzione s” risulta essere
s{(x) =z € [zo,x1]
sh(z) =z € lxy,x9]

si(z) x € [zp_1,%n)

8in realta’ la matrice A e’ tri-diagonale, e quindi esistono algoritmi adatti che risolvono il sistema in O(5n)
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ed e’ gia’ continua, infatti, se esaminiamo il punto di raccordo x;

lim s”(z) = lim s}(x) = s (z;) = M;
— _ ~—~ 7 7 (3
T . si/(x) e’ continua
lim+ s"(z) = lim sip1(x) = iy (i) = M;
T—] T—T

lim s”’(z) = lim s”(x)

IHIi :l)ﬂl‘i

Integrando s/ (z) ricaviamo s}(z) e s;(z) (nota”):

— 7. 2 )2
() = I T g @2

‘ 2h; 2h;
(x — 371'71)3 (@i — 33)3 / (- xifl)g (z; — 37)3
(@) =Mi—/———+ M1 ——————+ Ao+ B =M————— + M1 ———— + Ai(zr —x;) + B;
si(x) o, + T + Az + B, oh. + T + Ai(x — ;) +
Nota: Imponiamo il passaggio di s; per i punti (x;,y; = f(x;)), (Ti—1,yi-1):
$i(Ti—1) = Yi—1 Ai = (M — M) B — s
si(zi) =y Bi = —¢M;hi + y;
Imponiamo la continuita’ di s'(x) nei punti di raccordo:
lim s'(z) = lim_ s'(z) & si(z;) = st (2) &
(it =y Yo —
& 2 (hig1 + hi) My + hip i M + hiM; 1 =6 W + A (1)
i+1 i

Considerando che stiamo usando la condizione delle spline naturali
s"(a) =5"(b) =0 s"(x9) = 5" (2,) =0 My =M, =0

al variare di ¢ =1,...,n — 1, nella (1) otteniamo un sistema lineare nelle n — 1 incognite M; e
n — 1 equazioni:

A c Rnflxnfl

A — hit1 J=1+1

“ h; j=i—1
0 altrimenti
_ i1 — s R
Bi:6<z+ Yi | Vil y) Vi=1,...n—1
hit1 hi
AM = B;

Poiche’
2(hig1 +hi) > hip1+hy
hi>0
si ha che A e’ a predominanza diagonale stretta e quindi (vedi [5.3,pg.18]) possiamo usare
lalgoritmo Gauss naive (vedi [5.2,pg.15]) per risolvere AM = b. O

9 stiamo sfruttando la seguente proprieta’:

k41 k41
k k Yy (x—a)
—a)kdr = dy — -
/(m @) xv/y Y k+1
y=xr—a
k+1 k+1
k k -y —(a—x)
— )V de = ok dy = =
/(a z) xv/y YT k+1
y=a—zx
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Proposition 7.12. Sia s € S3 la spline naturale di f € C*([a,b]), si ha

£(0) = s(a)| < _max 7€)z (muxhy)! Vo € [z,
hj =Tj; —Tj-1 V]: 1,...,77,

Questo assicura la buona approssimazione delle spline al diminuire di max; h; e quindi all’aumentare
di n.

8 Metodo dei minimi quadrati

Proposition 8.1. 1. Siano m,n € N, m <n

2. Siano dati i punti (z;,y;) € R?, i = 1,...,n e i rispettivi vettori X = (x1,...,2,),y =
(yla s 7yn)

3. le funzioni ;(z) : ICR — R j=1,...,m, conz; €I Vi=1,...,n

4. St a=(ay,...,any) € R™. Poniamo
p(z,a) = Z%%(I)
j=1

5. Sia
¢ € R™™ ik = op(z;)

S e Rm*™ Sjk = Z¢ij¢ik = Z‘Pj(xi)@k(xi), = S = t¢¢
i=1 =1

beR™, b= Z(t¢)jiyi = Z pi(zi)yi, < b="¢y

i=1 i=1

Con ¢F denotiamo la colonna k-esima di ¢.
Supponendo che det S # 0 il sistema

Sa =b < ‘ppa = ¢y

ammette una ed una sola soluzione nell’incognita a. Questa soluzione minimizza la sequente
funzione:

2 m
EV)=lev)lz: R™" —R
Dove
g(v):R™ — R"
e(V)i = yi — (w4, V)
E(v) indica di quanto la funzione p(x;,v) stia sbagliando nell’approssimare i punti (;,y;).

Infatti, se e(v) =0, si avrebbe

yi —p(x,v)=e(v); =0 ¢(z;,v)=y; Yi=1,...,n
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e quindi p(x,v) sarebbe la funzione interpolante dei punti (x;,y;). Poiche’ m < n, in generale

non esistera’ un v tale che e(v) = 0. La soluzione a garantisce pero’ che E(a) sia il minimo
errore, ovvero

E(a) < E(v) Vv eR™
Proof: Siav e R™.

e(V)i =i — P, v) = yi = > _vips(mi) =y — Y 0;bi; = yi — bV

Jj=1 Jj=1
dove ¢; e’ la i-esima riga di ¢ e v e’ inteso come colonna. Quindi
e(v)=y—¢v

Dobbiamo minimizzare ||€(V)H§ Osserviamo che

le(W)|3 = ly — ¢v|2 = d(¢v,y)?

quindi dobbiamo trovare v in modo tale che la distanza tra i due vettori ¢v,y sia minima.
Poiche’
m
v = Z P'v;
i=1

con ¢' la colonna i-esima di ¢
possiamo intepretare ¢v come una combinazione linare dei vettori ¢*, ovvero

T=L(¢",...,¢") ={¢v|veER™}
N——

spazio generato

Se n = 2, mo diventa un piano e il problema si puo’ cosi’ interpretare: trovare quel punto ¢a
nel piano 7y la cui distanza da y (che ¢ un punto dello spazio) sia minima. Intuitivamente,

¢a sembra essere la proiezione ortogonale di y su my. Dimostreremo, nel caso generale, che €’
proprio cosi’.

(1) Sia ¢a la proiezione di y su m,. Si ha

2 2
ly — ¢all; < lly — ¢vl; Vv eR™
OVVero

2 2 m
le(a)llz < lle(v)ll; Vv eR
Infatti,

y — ¢a €’ il vettore che congiunge ¢a con y (x)

¢a € m, ' la projiezione diy < (y—¢a) L, & e(a) L7, < c(a) Lov W eR" &
(*)
& gla)gv =0 ¥YveR™ (1)
——
prodotto scalare

y—¢v=y—gatda—¢v=y—gatdla-v)=c(a)+ola-v) (x
ly — ¢vlls = (y — ¢a)-(y — ¢a) Z_(e(@) + g(a—v))-(e(a) + o(a—v))
()
e(a)-e(a) +2¢(a)-¢(a - v) + ¢(a - v)-d(a—v) = e(a)e(a) +oa—v)ola-v)= le(@)[l5 + loa — V)|
(1)

2 2 2 2 2 2 2 2 2
ly —ovliy = lle(@)ll; + [¢(a - v)l; < lle(@)lly = lly —¢vilz — llo(a = v)ll; = lle(@)ll; < [ly — ovlly = lle(v)ll;
Quindi per Parbitrarieta’ di v si ha la tesi.

(2) Determiniamo a
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Per la (1), e(a) L m,

e(a) L, & c(a) L¢' Vi=1,....ne ¢ c(a)=0Vi=1,....,n <
[GI1,2.23,pg.40]

& pe(a) =0 & 9y — ga) = 0 & ‘pga =gy (2)

(op)in = > (0)jidin =Y _ dijbir = Sjx = '0¢ =S
=1 =1

3

(‘oy); => (9)jiyi=b; =9y =b

7

Il
_

(2) & Sa=b (2.1)
Quindi a e’ soluzione del sistema (2.1). Poiche’ per Hp det S # 0, (2.1) ammette un unica
soluzione.

Nota: il sistema (2) viene chiamato sistema normale.
(3) Dimostrazione alternativa

Se le ¢; sono derivabili e se le ¢’ sono vettori linearmente indipendenti si puo’ procedere
utilizzando il metodo di ricerca dei minimi relativi di una funzione reale:
1. Si impone VE(v) = 0. Con opportuni calcoli si ha
VE(v)=0«<Sa=b
Poiche’ det S # 0 I'unico punto critico €’ a.
2. Si verifica che ’'Hessiana H (a) e’ definita positiva, e quindi a ¢’ un punto di minimo (’unico).
O

Proposition 8.2. Supponiamo di essere nella situazione della prop [8.1,pg9.49]. Stavolta, per
ogni punto (x;,y;) abbiamo a disposizione un numero w; > 0 che rappresenta il peso del punto

stesso. Vogliamo che la funzione ¢(z,a) sia piu’ precisa nei punti che hanno maggior peso. Per
far questo, basta definire un nuovo £(v);:

ew(V)i = wiyi — (i, v))

Ovviamente le quantita’ in gioco cambieranno:

P ER™™, G = pr(;)
Q = diag(wy,ws, - . . ,wy,) € R

S eR™M™, Sl = Zd)kiwiqﬁkj = Z vilrp)pj(zr)wi < S =900
k=1 k=1

b ER™, V= drjwiyr = Y pj(r)wiyr < b =900y
k=1 k=1

Supponendo che det S’ # 0 il sistema
S'a=b" & p00pa = p00y
ammette una ed una sola soluzione nell’incognita a. Questa soluzione minimizza la funzione:

E,(v) = Jeu(v)ll3
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Proof: Procedendo come nella dimostrazione della prop [8.1,pg.49]:
cw(V)i = wilyi — ¢iv)
w(v) = Uy — ¢v)

dove
w; 0 0
- 0 woy 0
000 . ow
lew(W)Il5 = 12y = ¢v)|5 = (Qy — 6v)-(Qy — év)) = (y — ov)'RQ(y — év)
w0 ... 0
00 — 0 w3 ... 0
0 0 .. W

n
Poiche’ w; > 0, M2 ¢’ definita positiva; e’ anche simmetrica. Quindi usando Q) possiamo

definire il seguente prodotto scalare (vedi [GIL,3,pg.56]) e la sua rispettiva norma:
x*xy = X0y

|z, = Va*z
Cosi’ abbiamo:
lew ()12 =y — ov)QQy — ¢v) = (y — V) * (y — ¢v) = |ly — ¢V = du(ov,y)?

2 2 2
lew()llz = lly — ovlli = lle()ILX
Quindi, utilizzando il nuovo prodotto scalare, possiamo ripetere la dimostrazione della prop
[8.1,pg.49]. Ripetiamo qui di seguito, in forma sintetica, tutti i passaggi.
(1) Sia ¢a proiezione di y su m,. Si ha
2 2 m
le(@)[y < lle)Iy Vv eR
Infatti,
y — ¢a e’ il vettore che congiunge ¢a con y (x)
¢pa € m, ¢ la proiezione diy < (y —¢a) Lm, < c(a) Lr, < e(a) Lov VW eR" &
()
Se(@)xgv=0 Vv eR™ (1)
y-¢v=y-dat+da—¢v=y—gatdla-v)=c(a)+o@a-v) (x
2 2 2
ly —ovll = lle(@)]; + llota—v)lIL
2 2 2 2 2 2
le@Il = lly = ovll, = llo(a =)l = lle(@), < ly = ¢l = lle()I[5
Quindi per Parbitrarieta’ di v si ha la tesi.
(2) Determiniamo a
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Per la (1), e(a) L m,
c(a) Lm, ¢ xe(a)=0Vi=1,...,n KD ¢ 00e(a) =0 Vi <
def. di *
& p00e(a) = 0 < YOy — ¢a) = 0 & P'O00¢a = POy (2)
Sia D = 00

(6'20¢) 1 = (¢D¢) 1, =
D¢)ij = Z Dix¢rj = Diitij = wiij

n

= (9)ir(De)r; Z¢kzwk¢kj > ilan)e;(xn)wi = S

k=1 k=1 k=1
(9'09y); = (9Dy); =Y (D) jnyx =
k=1
(‘pD)i :Z )ik Dy = Z¢k7ij ¢jiDjj = Pjiw;
k=1

- Z(bk]wkyk - Z‘Pj Tk kak = b

= k=1
2 )@S’a:b’ (2.1)

Quindi a e’ soluzione del sistema (2.1). Poiche’ per Hp det S’ # 0, (2.1) ammette un unica
soluzione.

O

Proposition 8.3. Supponiamo stavolta di volere approssimare un intero grafico di funzione
(z, f(x)) Vo € I =a,b]. Siprocede analogamente a quanto visto in [8.1,p9.49]:

1. Sia
b
SeR™™ S z/ vi(z)er(z) do
X a
b e R™, bj:/ p;(x)f(z) dx

Supponendo che det S # 0 il sistema
Sa=Db

ammette una ed una sola soluzione nell’incognita a. Questa soluzione minimizza la sequente
funzione:

b
E(v)= / e(z,v)?dz: R™ — R
a

g(x,v): IxR™ — R
e(z,v) = f(z) —p(z,v)
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9 Equazioni non lineari

Proposition 9.1. Metodo di bisezione.
Sia f € C%[a,b]), con f(a)f(b) <0, e posto

apg = a, b():b

o = ar + by
’ 2
(ck»br) flex)flak) >0
(ar11,br11) = 9 (ak, i) flex)flak) <0
non definita  f(ck)f(ag) =0

Si ha che
Jk: flex) =0V lim ¢, = a €la,b|
n—-+00
fla) =0
Ovwvero, o un qualche ¢ e’ uno zero di f(x), oppure ¢, converge a uno zero di f in [a,b].
Nel secondo caso, si ha
|bk 7ak| < 2 = |Ck+1 —a| <e

Dove |cky1 — af e’ Uerrore di approssimazione della radice o dato da cj41.
L’algoritmo che trova cx o una approssimazione di o, con errore < €, e’ quindi il sequente:

While
a+b
S
Se [b—a| <2V f(c)=0:
break
Se f(c¢)f(a) >0:
a:=c
Se f(c)f(a) <0:
b:=c
a:=c

Proof: Se 3k: f(cr) =0 non abbiamo nulla da dimostrare. Supponiamo allora che
Vk fle) #0  (0)
Poiche’ f(a)f(b) < 0 possiamo supporre f(a) > 0, f(b) < 0. Abbiamo allora
(1) flax) >0 Vk
Per induzione.
Caso base:

flao) = f(a) >0
Supponiamo f(ax) > 0. Abbiamo tre casi

1. Se f(cx)f(ak) > 0, allora a1 = ¢. Quindi
flew)flaw) >0 = flex) >0

f(ar)>0
flary1) = fiew) >0
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2. Se f(ex)f(ax) <0, allora agy1 = a e quindi la tesi e’ vera.

3. Il caso f(ck)f(ar) = 0 non si puo’ verificare perche’ per la (0) si ha f(cx) # 0.
(2) fbx) <0 VE

Si procede analogamente a passo 1
Come abbiamo visto, il caso non definito della successione (ag,by) non puo’ verificarsi, quindi
(ak,by) diventa una successione ben definita:

(a1, biss) = {(Ckvbk) fler)f(ax) >0
’ (ak,ck)  flex)flar) <O
a cui possiamo applicare tutti i teoremi di analisi.
<3> a, < by Vk
Caso base: ag < by
Supponiamo aj < b,. Possono verificarsi due casi:
1. Se (ag+1,bk+1) = (ck, bi), allora
ag + bi

Ak41 = Ckp = <bg1 =br < ap + by < 2b & ay, < by vera per Hp induttiva

2. Se (ak+1abk+1) = (CLk,Ck), allora

a b
kTt Ok & 2ak < ap + by & < ap < by vera per Hp induttiva

a1 = ag S bpyr =cp =
<4> Ap41 = ak
Se ax+1 = ay allora la tesi e’ vera.

Se ax4+1 = ¢k, si ha

ar +b
k k > ax < ap + by > 2ax < b > ay, vera per passo 3

k41 = Cp =
(5) bry1 < by
Se bi+1 = by allora la tesi e’ vera.
Se bi+1 = ¢, si ha
ag + by

bpp1 = cr = < br <& ap + b < 2bp & ai < by vera per passo 3

(6) b —ap = 52

b—a
bo —apg = b—a= 20
Supponiamo la tesi vera per k.
Possono verificarsi due casi:
1. Se (ag+1,bk+1) = (ck, bi), allora
b _a — b ¢ 7biak+bkibkfak . I)Q_Taibfa
k+1 k+1 — Uk k — Yk 2 - 9 — 2 - 9k+1
Hp indutt.
2. Se (ak+41,bk+1) = (ak, c), allora si procede analogamente a prima.
Abbiamo:
ap < ap < by < obo (1)
~— ~— ~~—
passo 4 passo 3 passo 5

ax € quindi una successione non decrescente, limitata superiormente, quindi converge ad un «,
che per la (1) €’ in [a, b].
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Analogamente by converge a 5. Abbiamo che a = 3, infatti,

. . b—
limy, 4o bp —an = lim, 1o 5% =0

passo 6 = lim bn = lim Ay <= 00 = 6 (2)
n—-+oo n—-+o0o
an < by
an + by
li n = li = 2.1
N e

Infine, poiche’ f e’ continua in [a,b] e a € [a, b], si ha
lim f(a,) = f(lima,) = f(a) (3.1)
lim f(b,) = f(limb,) = f(a) (3.2)
Per il passo 1 e il passo 2 si ha

flag) >0 Yk = lim f(a,) 2 0 & fla) 20

(3.1)

f(bg) <0 Vk = lim f(b,) <0 & f(a) <0
(3.1
= f(a) =0
che €’ la tesi.
(7) Dimostriamo che

\bk—ak| < 2e = |Ck+1 —a| <e

ar non decrescente = limay = supar < a=supap = a > ap vk
b, non crescente = limby = infar & a =infap = o < b, Vk

¢k € il punto medio di [ak, bi] = ¢ €lak, bi|

a, ¢k €lag, by = |er — o] < |bg — ax|

()

< 2
~—
per Hp

—a 9 b—a
ok T gk
passo 6 (+)

lbw —ar| = <e (%)

< ‘b ‘ = b—a <
—a = — €

> [Ok+1 k+1 ok+1

(+) passo 6 (%)

Proposition 9.2. Metodo di Newton.
Sia

1. f e C?([a,b)

2. fla)f(b) <0
3. f'(x) #0 Y € [a,b]
4. f"(x) >0 Vx € [a,b] oppure f'(x) <0 Vx € [a,b]
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Definita la successione

L f(a)f"(a) >0
T FO) ) >0
r — f(zn)
n+1 n f’(:Z?n)

che risulta essere ben definita (z, € [a,b] Vn), si ha

lim z, =« € [a,b
n—-+4oo

dove v e’ uno zero di f, ovvero f(a)=0.
Geometricamente la successione x,, si puo’ interpretare come seque:

1. st calcola la retta tangente in xy,
2. xp41 e’ il punto di intersezione di tale retta con l'asse y =0

Proof: Supponiamo di essere nel caso f” > 0, f(b)f"(b) > 0, zyg = b. Analogamente si

dimostrano gli altri casi.
() f(ex) >0 Vk

Poiche’ f”(x) > 0 Vax € [a,b], si ha che f e’ convessa in ogni punto (volge sempre la concavita’

verso l'alto, vedi [AL13.1,pg.47]). Quindi nel punto z) abbiamo:

30 >0: flx) > flzx) + f(an)(@ —xx) Yo €lry — 0,z + 0]\ {21}
Vale il realta’ un risultato piu’ forte, la funzione f e’ convessa e si ha:
f(@) > flzp) + f'(ze)(@ — 21) Vo £z (%)
Allora

Tpt1 = Tk — J{’((ii)) & f'(@p)(@her — 2x) + f(@e) =0

Fl@re) > flaw) + fr)(@per —ar) =0
(*)

f(@r1) >0
(2) f € crescente e f' >0

>0, fb)f"(b) >0= f(b) >0 = fla) <0

f(a)f(b)<0
f' >0V f <0 infatti, se per assurdo Jz, 2" :  f'(z)f'(2') <0 =

f’ continua,thm esistenza zeri

3¢ f(€) = 0 assurdo

f'>0V f <0= f monotona
fla) <0, f(b) >0

f monotona
(3) e € [a,b] : f(a) =0, inoltre, a < & < Tpy1 < xp < Tg=b
Poiche’ f(a)f(b) < 0, per il thm degli zeri, 3o € [a,b] : f(a) = 0. Se per assurdo o’ # « :
f(a’) =0, allora
fla) = f(a/) =0, f continua = ¢ € [a,a] : f(€) = 0 assurdo
thm di Rolle

= f crescente = f' >0
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Quindi « €’ unico.

passo 1 = a < T
f crescente
Per i passi precedenti abbiamo f(zy), f/(xx) > 0, e quindi

f(xx) f(xr)

f/($k) >0= Tyl = Th — f/(xk)

1 < xp = {x} € decrescente

< Tp

a <z <xzo=b= {r)} € limitata
=3 lim =z, =1

n—-+o0o
Prendendo il limite in z,41 = 2, — ){,((Z:)), per la continuita’ di f, abbiamo
f(0)
l=1- < f(1)=0
U

Per 'unicita’ di «, si ha l = a.
O

Proposition 9.3. Metodo delle secanti.
Questo metodo e’ analogo a quello di Newton, ma al posto di usare la retta tangente, si usa una
retta secante (che sia abbastanza vicina alla tangente). La successione diventa:

T — Tk—-1

flar) = f(@re-1)

Tpt1 =2k — f(xk)

Proposition 9.4. Metodo misto.

1l metodo di bisezione converge sempre ma e’ molto lento.

1l metodo di Newton non sempre converge, ma e’ molto rapido.
St puo’ pensare quindi di combinare i due metodi. Ad esempio,

1. St usa il metodo di bisezione di per restringere ’intervallo di ricerca
2. Si applica il metodo di Newton, usando un massimo m di iterazioni.

3. Se il massimo m e’ stato raggiunto e lo zero mon e’ stato trovato, si ritorna al punto 1

9.1 Ricerca di punti fissi

Proposition 9.5.

= Ja € [a,b] : o= ¢(a)

¢ : [a,b] — [a,b]
¢ € C°([a, b])
Proof: Sia F(z) =z — ¢(x). Se F(a) =0, allora a = a. Altrimenti
¢(a) € [a,b] = ¢(a) > a < a—¢la) <0 NP a—¢la) <0& F(a) <0

F(a)#0
Se F(b) = 0 allora o = b, altrimenti
o(b) € [a,0] = d(b) b s b—o(b) >0 & b—¢(b)>0s F(b) >0

Allora

F(a) <0, F(b)>0

¢(z) continua = F(x) continua N Fa€la,bf: Fa) =0+ o) = a

thm esistenza zeri
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Proposition 9.6. Sia
1. ¢:]a,b] — [a,b]
2. ¢ € C%[a,b])
3. Si verifica almeno una delle sequenti condizioni:

(a) ¢ e’ Lipschitziana di costante 0 < L < 1, ovvero
|¢(x) — o(y)| < L]z —y| Yo,y € [a, b]
(b) oppure ¢ € C1([a,b]) con

|¢/(x)| < L <1 Vz € [a,b]

4- To € [ava Tk41 = gb(‘%’k)

allora

o € [a,b] 1 a=¢(a)

w e T =
Proof: Per la prop [9.5,pg.58], sappiamo che « esiste. Supponiamo per assurdo che esistano
a1 # ag t.e. ¢(a;) = oy, allora
CAsE: Caso (a): ¢ Lipschitziana

— — — <L — < —
a1 —az| = |p(a1) — dlaz)| < Ly —a] < |ag—ae
L<1, ai#as
lag — ag| < |a; — as|
Assurdo.

CAsE: Caso (b): |¢/(z)| <1 Vx € [a,b]
Poiche’ a1 # g, a meno di riordinare gli indici, possiamo supporre a; < ag. Applichiamo il
teorema di Lagrange:
¢(x) € C*([a, b)) = €lay, ag: dlaz) — dlar) = ¢'(d)(a2 — 1) &
Lagrange
¢(a2) (]5(0[1) _ ¢/(d) PN
o — (] Qg —
assurdo contro ipotesi.
(1) |2 —a] < L"|ro — qf
Per induzione.
Base:

Qg — O

= (@) & ¢ =1

zo — a| < Lozg — «
Passo induttivo:
CaAsE: Caso (a): ¢ Lipschitziana
|1 —al = |p(z,) — p(a)| < Lz, —a| < LL"|zg—a| = L" 2y —

Hp indutt.

Casg: Caso (b)
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Se x, = «a, allora
Tny1 = O(2n) = ¢(a) =
|Zni1 —a] =0 < L™z — af
Supponiamo « < x,,. Applichiamo Lagrange a ¢(z) nell’intervallo [«, 2], ottenendo:
3d €la, a0 dlan) — de) = ¢'(d)(zn — a)
o1 = al = 9(an) = $(0)] = |6 @)z — ol < Ll —al < LL"|o —al = I"fzy —a
Hp indutt.
Poiche’ 0 < L < 1 si ha L™ — 0, quindi prendendo il limite in
0<|xyp —a| < L"zg — «f
abbiamo (per il thm del confronto) che:
lim |z, —a/=0< lim z,=«

n—-+oo n—-+4oo

Proposition 9.7. Sia
1. ¢:]a,b] — R
2. ¢ € C'([a,b]) con
|¢'(x)| > L >1 Vz € [a,b]

3. xo € [a,b], Try1 = o(zk)
4. a€ab], ¢la) =
5. x9#

allora, la successione x,, non converge al punto fisso o. Anzi, la successione x,, non e’ nemmeno
ben definita:

3k i ¢ [a,b]

Proof:
(1) |lzp —al > L™ zg—al >0
Per induzione.
Base: .
|xo —a| > L°|xg — o] = \xofa|\>/_/0
ToFa
Passo induttivo: Per Hp induttiva |z, — a| > 0 e quindi z,, # «. Supponiamo a < .
Applichiamo Lagrange a ¢(z) nell’intervallo [a, x,,], ottenendo:
3d €la, zal: ¢(20) — ¢(a) = ¢'(d)(zn — a)
_ _ / n _ rtn+l
[oars =l = [6an) = 6(@)| = [ @llew =l 2 Lisa—al > LL'eo—al= L™l —a] >0
|¢'(z)|>L Hp indutt.
Quindi:
|t —a| > L™ |xg — a| Vn
e poiche’ L > 1, prendendo il limite, si ha
lim |z, —a|=40c0= lim z,#a«
n—-+oo n—-+oo
Infine, se per assurdo ,, € [a,b] Vn, allora
T, € a,b] Vn = |z, —a| <|b—a| Vn= nll)r-',I-loo|xn —a| < |b—d

assurdo contro lim,_, |z, — | = 400 O
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Proposition 9.8. Sia
1. ¢:a,b] — R

2. ¢ € C'([a,b])
3. o € [a,b], xpt1 = d(xk)
4 a=d)
allora
¢ ()| <1=36>0: (x0€ 5= ngrfmxn =)
dove Is = [a — 6, + §]C]a, b]
Proof:

¢ (a)] <1=3n: | ()] <n<1

e .
{d’ © continua = B>0: |¢@)|<n<lVeels (1)
|¢ (Oé)l <" permanenza del segno
Sia xg € Is. Se 3m : x, = «, allora non abbiamo nulla da dimostrare dato che z,, diventa la
successione costante {a}. Supponiamo quindi che
Vn: x, #«a
(1) Dimostriamo che
Tn € Is, |xn —a| <|zo— o ¥n
|xn - O‘| < 77”|$0 - O‘|
Per induzione.
Base:
2o — af <7’z — a
Passo induttivo:
% € I5C[a,b] per Hp induttiva. Supponiamo z, #be a < z,

seCat) = eeCom) 2 Fdaml o) - oa) = (6@ —a) (4
T Ela,b[, a€la,b], aFz, thm di Lagrange
& €layan[ e a<éy <z, <a+d
a—d<a<é <at+d=¢, €la—da+d=1I;
SN <n <l (o)
(1)

[Znt1 — ol = [d(xn) — o) =_I¢' (E)l|zn —a < nlen—al <
(*) TnFa, (**)
< Pleg —al =" —al < |lzg—al < &
< m"lzo—al=n""zo —a| < |vo—al <
Hp induttiva n<1 ro€ls

|$n+1 — Oé| <i= Tpt1 € I
|Zni1 — af <" Hag — a
Prendendo il limite in
0<|a, —al <nlxg —al
poiche’ 0 <7 < 1, n™ — 0, quindi per il thm del confronto

lim |z, —a|=0& lim 2, =«
n—-+oo n—-+oo
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Proposition 9.9. Supponiamo di volere risolvere ’equazione

Se f ammette linversa, possiamo ricondurci alla ricerca di un punto fisso:

v = f"lg(x) = ¢1(w)

Se g ammette ’inversa, possiamo ricondurci a:
x=g ' f(z) = do()

Scelta ¢1 o ¢2 possiamo cercare di applicare i thm fin’ora visti.
Supponendo che f,g ammettano le inverse, possiamo decidere quale delle due ¢; preferire, infatti

$1(2)] <1 Va € [a,b] & |¢5(x)| > 1 Yz € [a,}]
|¢1 ()] > 1 Va € [a,b] < [d5(x)] <1 Va € [a, ]
Poiche’ vogliamo sfruttare il thm [9.6,p9.59], sceglieremo quindi la ¢; t.c. |@}(z)| <1
Infine, osserviamo che dal problema della ricerca di un punto fisso possiamo passare al problema
della ricerca di uno zero di funzione:
x = hg(z) ricerca del punto fisso
h™(z) = g(x) & h ™ (z) — g(x) = 0 ricerca di zero di funzione
Proof: Basta osservare che

¢1(x) = do~ ' ()

e applicare il thm di derivazione della funzioni inverse (vedi [AL11.3,pg.41]):
& (x) =D [py  (2)] = ———
(@) =Pl = o)
610)| = e
! |95 (015 (x))]
9.2 Ordine di convergenza

Definition 9.10. Consideriamo una successione x,, che converge ad «, e sia e, = x,, — . Per
misurare quanto rapidamente la successione converge, poniamo

_ lent1]
lenlP

n,p

e diamo le seguenti definizioni

def

xn, ha ordine di convergenza (0.C.) 1 & lim E,; <1

n—-+4oo

2, ha 0.C.p & lim B, =1#0, I€R, p>1

. def .
2y € superlineare <& lim E,; =0

n—-+o0o

Proposition 9.11. Sia
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1. ¢:ab] — R

2. xo € [a,b], Try1 = ¢(zk) € [a, )]

3. zp — « € [a,b], a = ¢(a)

4. @ deriwabile n volte, e sia

. min{k eN| ™ (a) £ o}
conl <k<n

5. ¢ (x) continua in o

Si ha
T, ha ordine di convergenza k
Inoltre, se k =1,
|¢' ()| < 1, k =1= x, ha ordine di convergenza 1

Proof: Per la formula di Taylor con il resto di Lagrange (vedi [AIL7,pg.59]) si ha:
dato x,, € [a,b] \ {a} 3&, €|min{x,, a}, max{z,,a}[ tale che

_ ¢'(a) D" g(a)] k1, D" [6(6n)] .
ma per Hp tutte le derivate di ordine < k sono nulle in «, quindi
_ DF[¢(&n)], &
Oen) = () + 2 0, — )t
_ k
o $) —6la) _ DH[(6n)]
(T, — )k k!
Tntl — Q@ D* [¢(¢4)] - |[Tnt1 — o _ 6% (€n)]
(Ty, — )k k! |xn — af® k!

Prendendo i limiti abbiamo

Ty —

. &n —
& €lmin{x,, a}, max{x,,a} [
e | I [ (3] _ 6% (a))|
nkrfoo |z, — a|k o nglfoo k! ~— k! 70
¢(*¥) continua in &,, [AILS.31,pg.87]
Quindi, se k > 1 la successione ha O.C. p.
Supponiamo che k = 1, con |¢'()| < 1 allora
0<[g'(e)] <1 (1)
. ‘xn-&-l — ’
1 — = 1
i o =@l <

e quindi z,, ha ordine di convergenza 1. O

Proposition 9.12. Poniamoci nelle ipotesi della prop [9.2,pg.56], e supponiamo che If" (c).
Allora, 'ordine di convergenza della successione x,, del metodo di Newton e’ 2.
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Proof: Adoperiamo la prop [9.11,pg.62]. Nel caso del metodo di Newton ¢ €’ la funzione

f(z)

M= )

Ricordiamo che nelle Hp della prop [9.2,pg.56], ¢’ (z), ¢'(z) non sono mai nulle.

Calcoliamo le derivate di ¢:

O

oy f"(z)
¢'(a) = 0
f(a)=0
w1 () <_ (f"(@)?* (=)
P =) O T oy T )
v ()
Proposition 9.13. Nel caso migliore, il metodo delle secanti (vedi [9.3,pg.58]) ha ordine p =
1+v5
2,
pP—p—1=0
1l<p<?2

9.2.1 Criteri di arresto

Definition 9.14. In generale, un criterio di arresto e’ una condizione P tale che

P vera = errore < ¢

dove ¢ €’ la precisione di macchina.

Proposition 9.15. Sia 11 = ¢(x,), allora come criterio di arresto possiamo possiamo utiliz-

zare la sequente condizione:

|Tpt1 — xn| <€

Non sempre pero’ tale criterio e’ soddisfacente, infatti, anche se x,, — «, con p(a) = a, potrebbe

accadere che |Tp41 — Tn| — 00 oppure che |e,| = |z, — a| > €.

Se la successione x,, viene usata per la ricerca di uno zero di f(x) (come nel caso del metodo

di Newton), allora un altro criterio e’

|f(zn)| <€

Anche questo criterio puo’ non funzionare a dovere, infatti, anche se |f(z,)| < & potrebbe
accadere che |ey| = |z, — a| > g, oppure | f(x,)] > € e |en| < . Nel secondo caso il metodo non

si arresta, anche se potrebbe, e quindi compira’ calcoli superflui.

Proposition 9.16. Metodo di Aitken.

Consideriamo la successione x, = p(xn,—1) che converge linearmente al punto fisso o = p(«).

Supponiamo che ¢'(a) # 0, x, # « VYn, allora vale il sequente criterio di arresto:

2
x Tp41Tp—1 — Ty, <e
n—
Tn+1 +Tn_1— an

se la condizione e’ verificata, il metodo ritornera’ T, 1.
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Proof: Per la formula di Taylor con il resto di Lagrange (vedi [AII,7,pg.59]) si ha:
dato z,, € [a,b] \ {a} 3¢, €] min{x,,a}, max{x,,a} [ tale che

/ a 2 n
e(xn) = p(a) + ¢1(! )(xn — )+ W(xn —a)? e
/ a 2 n
o ann —a= D g, oy PG e )
Allo stesso modo: ) ) D2 )
T, — Q= ¥ (a) (xn—l _ Oé) + [@(gn—l)] (xn—l _ 04)2 (2)

1! 2!
Poiche’ x,, — o — 0, per n sufficientemente grande, possiamo trascurare il resto nella formula

di Taylor, ottenendo il sistema:
Tnst — @ 9(0) (& — )
{xn — a~ (@) (1 — )
Per Hp abbiamo che ¢'(«) # 0, z, # a Vn, quindi
Tpal — Q Tp — @

(3)

(3) = v —a 1 —a & (Tpy1 — @) (Tp_1 — ) = (2, — a)(z, — @) =
dividendo membro a membro
= o~ xn+1$71—1 - x% _ Ol/

Tn+1 + Xp-1— an
abbiamo cosi’ ottenuto una approssimazione o’ di «, migliore di z,,.
...DA CONTINUARE... O

9.3 Sistemi non lineari

Proposition 9.17. Sia XCR™ e sia

f: X —R™

f@) = (fi(@), ..., fm(2))
fi : R —R

Risolvere f(x) =0 equivale a risolvere il sistema

fl(I17~-~7$m) = O

fm(l‘l,...,l‘m) = 0

Supponendo f € C*(X) la generalizzazione del metodo di Newton diventa:

n:=0
While
J(™) Az = — f(z™) sistema lineare nell’incognita Ax
") = Az + 2™
n:=n+1
Se ||Az|| <e

la soluzione approssimata con errore < € e’ (D

break
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dove
J(x) e’ la matrice Jacobiana di f calcolata in x :

Lﬂx)zz(af> Vi,j=1,...,m
1/ x

Proof: Enunciamo solo la struttura della dimostrazione.

Sia a € X : f(a) = 0. Utilizziamo la formula di Taylor generalizzata:
fla) = F@™) + 5/ ") o~ 20) + JTa— 2 ™) () (o - 2)
dove
f(@™) = J(z™)

a2f.
nogm)y — (20
fiji(€™) <8a:j3xk>g<n>

e trascuriamo il resto poiche’ €’ un termine quadratico:
fle) = F@™) + £ ™) (a - 2™)
Poiche’ f/(z(™) = J(z(™) e f(a) = 0 abbiamo:
0= f(@™) + f'(z™)(a - 2™)
Ponendo Az = a — 2(")| abbiamo cosi’ un sistema lineare. La cui soluzione dara’ la seguente
approssimagzione:

(nota'?)

a—zM™ ~ Az
ar~ Az + 2™
Quindi poniamo z("*1) = Az + z(") e reiteriamo. O

9.4 Massimi e minimi

Per trovare il minimo di una funzione f con derivata continua possiamo usare i metodi forniti
dall’analisi, che consistono principalmente nel trovare gli zeri di f’. Per trovare gli zeri possiamo
usare i metodi visti in [9,pg.54].

In questo paragrafo vedremo dei metodi piu’ generali che si possono applicare anche a funzioni
non derivabili.

Proposition 9.18. Metodo della sezione aurea.
Sia f : [a,b] — R (nota'!) e unimodale, ovvero,

f e’ strettamente decrescente in [a, ]

Jz, € [a,b] : {

[ e’ strettamente crescente in |2, b

wfi’;k € R™MX™MXm o yna matrice a tre dimensioni. In generale, se v € R™3%1 ¢’ un vettore colonna e
A € RM1Xm2Xm3 o yna matrice a tre dimensioni, A; sara’ la i-esima matrice mg xms di A, Av sara’ una matrice
m1Xmg, la cui riga i-esima e’ A;v.

non stiamo richiedendo che f sia continua
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allora il sequente algoritmo restituisce il minimo di f con un errore inferiore a €:

Whale
z1:=a+(1—-r)b—a)
xe i =a+rb—a)

Se f(z1) > f(2) -
a:=1z

Altrimenti:
b:=zy

Se b—a<ce
Tyi=a

break

1
dove r €]5,1].
Come r possiamo scegliere la sezione aurea, ovvero la soluzione positiva dell’equazione:

p2+p—1:O
—-1+V5
P=—5

Cosi’ facendo, nella k + 1-esima iterazione potremmo usare un x1 o To precedente e calcolare
solo un nuovo x| o xh, ad esempio: x| = x1, xe =a+1r(b—a)

Proof: Supponiamo che z, # a, x. # b, allora presi due punti distinti z1,22 € [a,b], con
r1 < T3, abbiamo
(1) f(21) < f(w2) = a4 € [a,22]
Se per assurdo z, €]xz,b], allora
1 < Ty < Ty = = f(z1) > f(x2) assurdo
f decrescente in [a,z.]
Analogamente
(2) f(z1) > f(w2) = s € [21,0]
Se per assurdo x, € [a,z1[, allora
<1 < = = < d
Typ <27 < X f(z1) < f(z2) assurdo
f crescente in [z,,b]
Quindi, prendendo due punti in [a, b] sappiamo decidere in quale sottointervallo si trova il min-
imo. A questo punto, bastera’ prendere due nuovi punti in questo sottointervallo e ripetere la
procedura.
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Sceglieremo in modo opportuno i punti z1, zs:
r1=a+(1-=r)b—a)=b—r(b—a), za=a+rb—a)

1
-1
conre]27 [
b
a<x1<%<x2<b, infatti
b—a
0<(1—T)(b—a)<T<r(b—a)<b—a

1
0<1—r<§<r<1

0<l-r<i @{0<%<r
vera

s<r<l1 s<r<l1
I due possibili sottointervalli sono:
[a, x2], [x1,Db]
ed hanno la stessa ampiezza:
reo—a=b—ayorb—a)=b—a—-(1-r)b—a)=r(b—a)=0=0
Come r possiamo scegliere la sezione aurea: r = =15,
Sia [ak, b] U'intervallo della k-esima iterazione,
Per induzione, si ha che "ampiezza dell'intervallo e’: 7*(b —a) (1)
k
Ty € [ag, bk] = |ex| = |ze — ar] < |bk — ak|\(—’)_/r (b—a) (1.1)
1
e poiche’ 0 < r < 1, per k — 0 la (1) converge a 0, e quindi ay — .
Dalla (1.1) possiamo ricavare anche il seguente criterio di arresto:
|bk — ak| <e
Supponiamo che il nuovo intervallo sia [a, 2], cioe’ @’ = a, b’ = 3. Se vogliamo risparmiare il
calcolo di un punto nella nuova suddivisione, imponiamo che
rh=m&d+rl —d)=a+1—-r)b—a)er(z2—a)=1-r)(b—0a) &

P rirb—a) =1 —-r)b—a)er’*=1—r

sostituendo zo

O

Proposition 9.19. Metodo della parabola.
Si interpola la funzione f in tre punti, ottenendo cosi una parabola. Il minimo della parabola
sara’ una approssimazione del minimo di f.

Questo metodo puo’ essere usato in congiunzione al metodo della sezione aurea.

10 Integrali

Definition 10.1. Data la funzione peso w : [a,b] — R, conw(z) > 0 Vz € [a,b]\ {z1,...,2s}, w(z;)

0 Vi=1,...,s, definiamo 'integrale pesato:

I:C%a,b]) — R

b
1(f) = / w(e) f(z) dx
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Scelti n + 1 nodi x; € [a,b] Vi = 0,...,n, con g < 21 < -+ < Tp, e scelti n + 1 pesi
w; €ER Vi=0,...,n, chiameremo formula di quadratura la seguente funzione:

I, : C%a,b) — R
I(f) = Zwlf(x7)
=0

Proposition 10.2. Dalla proprieta’ dell’integrale definito seque che I e’ una funzione lineare,
ovvero prese f,g € C°([a, b)), o, 8 € R, si ha

I(of + Bg) = al(f) + BI(g)

Anche I,, e’ una funzione lineare.

Definition 10.3. Sia data F : C°([a,b]) — R, allora definiamo la norma di F:

IF] < sup {|F(f)|| £ € COa, b)), |If]l =1}
dove
1f]l = max |f(2)]

si verifica che la funzione appena definita ¢’ una norma e gode delle seguenti proprieta’:

L [P = max {|F(f)| | f € C°([a,0]), [Ifll=1}
2. |[F(HOI< I

Proposition 10.4.
b
1. HI||:/ w(z) dz
2 Ll = 3w
i=0

Proof: Sia f € C%Ja,b]) t.c. |fll=1,
£ = ma |7 =1 @) <1 Vo € 0] (1)

(1) Dim 1.

() =
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(2) Dim 2.
Sia f € C°([a, b)) tec. [If]| =1,

Hl= wif(zi)| < ) lwillf(z:)] < |w;]
> 2 =

(1 =0

<D lwl Vi Ifll=1= L) < Z\wil (4)
=0

Poiche’ zg < 1 < - -+ < x,, possiamo definire la seguente funzione:

=

1 r = w; >0

g(z) =4 -1 T=x; w; <0
9(@)=g(®i-1) (). _ .. ‘ ‘
g(wi—1) + Ti—2; 1 (r—xi21) x €lai—1,mi]

lg(x)] <1 Vz € [a,b], infatti,

lg9(zs)| =1

Sia © €]a;—1, x;[\ [0, - . ., Tn]

Z‘E]$i_1,l‘i[:>0<l‘—l‘i_1 <zi—xi1=>0< # <1 (5)
1 wi—1

9(0)] = [gta 1) + L= 91)

Se g(x;) = g(w;—1) = £1 alloralg(z)| = |g(zi—1)[ =1
Se g(x;) = —1, g(x;—1) = 1 allora
T — Ti—1
1 > =1-2— > 1-2=-1= —-1< <l&e <1
- 9(x) DR 9(x) l9(2)]
5 5

Analogamente se g(z;) = 1, g(x;—1) = —1 si ha |g(x)
Si verifica facilmente che g(z) €’ una funzione continua in [a, ]

L)l = | > wigla)
=0

[ (9)] < (1]l

= Y lwil < 1]l (6)
=0
(4),(6) = | all = Y fwil
=0

T —Ti_1)

| <1
Nota'? Quindi,

= |w
1=0

per costruz. di g

Definition 10.5. Sia I,, : C°([a,b]) — R una formula di quadratura,

I,, ¢ una formula interpolatoria % I, (f) = I(L,(f)) Vf € C°Ia,b])

dove L,, €’ il polinomio che interpola f negli n 4+ 1 nodi di I,,.

Proposition 10.6. Sia I, una formula di quadratura interpolatoria. Si ha

()~ L)< |If - L||/

12Tn pratica, g(x) €’ una spezzata che unisce i punti (z;, g(z;))
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Inoltre, i pesi di I, sono dati da:

b
w; = / w(x)\j(z)dx Vj=0,...,n
dove \;(z) e’ dato dalla forma di Lagrange (vedi [6.4,pg.535])

ovvero,

£ =Y w;f(z;)
=0

Proof: Per semplicita’ con L, (z) indichiamo L, ( f)( . Abbiamo:

1(f) |_‘/ daz—/ w(z) d:c ‘/ ~ Lo(2) dz| <

b
< | lw@)[f(2) = Ln(2)[ dz = w(@)|f(x) = Ln(z)| do <
[ v/
b

b
< [ w@f = Lallde =111 = L] [ wie) do

N~~~ a
[f(2)=Ln(z)|<||f—Ln|| Vo
Usando la forma di Lagrange (vedi [6.4,pg.35]) abbiamo:

N = ] Sh

T;— X
0<i<n, i#j "7 ¢

=Y flzp)Ai(e)
j=0

Definition 10.7. Sia data una formula di quadratura I,, : C%([a,b]) — R,

I,, ha ordine polinomiale m & = max {s e N | I(p) = I,(p), p € R[z]s}
(Notal?) Per indicare che I,, ha ordine polinomiale m useremo la notazione
degl, =m
Example 10.8. Sia w(z) =1

1. La formula dei trapezi:

det f(a) + f(b)

T(f) y

(b—a)
ha ordine polinomiale 1. Infatti, se f e’ una retta, allora ¢’ T'(f) e’ proprio larea sottesa
da tale retta. Il resto e’

(b= a)*
12

L3Ricordiamo che R[z]s e’ I'insieme dei polinomi di R[z] aventi grado < s

R=1I(f)-T(f) = - f"(€),  per qualche € € [a, ]
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2. La formula del punto medio:

M) = o-af (5°)

ha ordine polinomiale 1. Basta notare che ’area calcolata da M(f) e’ uguale all’area del
trapezio calcolata da T'(f)

3. La formula di Cavalieri-Simpson: si ottiene interpolando f nei punti punti (a, f(a)), (b, f(b)), (m, f(m)),
con m = “TH’. Ovvero, se L, € il polinomio interpolatore di f,

def b—a

S = 120 =250 @+ 47 (0) +50)

6

S(f) ha ordine > 2, infatti, se p € R[z] €’ di grado due, per l'unicita’ dell’interpolazione
(vedi [6.3,pg.35]) si ha L, = p e quindi S(p) = I(L,) = I(p).

Proposition 10.9.

I, e’ una formula interpolatoria < degl, > n

Proof: Sia m = degl,

(1) Dim =
Sia f(z) € Rlz],
Per I'unicita’ dell’interpolazione (vedi [6.3,pg.35]) abbiamo L, (p) = p
In(p) = I(Ln(p)) = I(p)
I,, € una form. interp.
In(p) = 1(p) Vp € Rla]n = m>n
def. di ordine polinom.
(2) Dim <

Siano A;(z) 1 polinomi di grado n di Lagrange (vedi [6.4,pg.35])

I()\l> In()\z) = ij)\i(mj) = w;
3=0 Ai(xj)=0;i

NP,
deg I,=m>n=deg \;

3

L.(f) :Zowjf(ﬂfj) :Z(:)I()\j)f(ﬂﬂj) N A@)f(zg) | = I(Lalf))

0 [6.4,pg.35]
L.(f) = I(L.(f)) Yf € C°([a,b]) = I,, ¢ interpolatoria

linearita’ J

Proposition 10.10. Sia I, una formula interpolatoria. Conoscendo i nodi x;, i = 0,...,n si
possono calcolare 1 pesi Tisolvendo il sequente sistema n + 1xn + 1:

b n
/ w(x)z' de = E wiry i=0,...,n
a =0

nelle incognite w; j=0,...,n.
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Proof: Per la prop [10.9,pg.72] si ha deg I, > n, quindi I, € esatta per i polinomi di grado
< n, quindi

I(2") = I,(2") Vi=0,...,n & w(z)x’ dz:ijz? i=0,...,n

Theorem 10.11. Sia
1. fe€C%a,b))
2. {I,} una successione di formule di quadratura qualsiasi
3. limy, 4o deg I, = o0
4. IM >0: |I]| <M Vn>0

allora

lim I,(f) = I(f)

n—-+o00

Proof: Sia m, = degl,. Sia ¢, € Rz,
mente alla funzione f.

il polinomio dato dal thm [7.4,pg.44], relativa-

n

deg pm, <my, =degl, = I(pm,) = L.(om,)
1o (f) = I(O)| = [In(f) = Ln(em,) + L(om,) — L) < In(f) = Ln(om,)| + L (om,) — I(f)] =
= |In(f = em )|+ [L(om, — )l = I llLf = @mn |+ I = mnll = [1f = @mn [ ]+ [[Za]]) (1)

—~—
linearita’ [10.3,pg.69]
lim m, = lim degl,=00 = lim =f= lim — =0 (2
pim M, = gin Ny o om, = f i ||f Pmy, ( )
[7.4,pg.44]

Per Hp la successione ||I,,|| € limitata , [|I]] € R = ||I]| + ||I,] € limitata (3)
1.2, = lm (L)~ 1O < tm [|f o | (] +1L0) =0= lm L,(H)=1(7
O

Proposition 10.12. Calcolo pratico di I,,.

Consideriamo una formula di quadratura I,, : C°([a,b]) — R che approsimi bene la funzione
I.
Per il calcolo di I,(f;), fi € C%([a,b]) Vi=1,...,m, si puo’ adottare il sequente algoritmo:

1. Si sceglie un intervallo o, ]Cla,b] conveniente (ad esempio [0,1]).
2. Si scelgono n+ 1 nodi in [, B].

3. Si pre-computano i pesi w; relativamente all’intervallo [a, B]. Questo e’ il calcolo piu’

pesante, in quanto richiede il calcolo di ff w(zx).
Nota: per una formula interpolatoria, i pesi w; dipendono solo dai nodi (vedi [10.6,pg.70])

4. Per il calcolo di I,(f;):

(a) Si calcolano i nuovi pesi e nodi:

, b—a
’U}j—w]‘ﬁ_a
h—
x :ﬁ_Z(ija)Jra



(b) Si ha la sequente approssimazione:
n
)~ S i)
j=0

Proof: Per ipotesi:

ﬂ n
[ 10 de 1.0 =Y wif@) )

Sia f = f;. Effettuiamo il seguente cambio di variabili:
a

o= pl§) = 56— ) +a €€ laf] a o

in pratica stiamo mappando l'intevallo [, 5] in [a,b], imponendo che { —a:f—a=z—a:b—a

o) = D22
[ o as /ll(b (¢(6)) dt =
() ()

Z [t (Bt - o) | =D usrte)

=0 =0

(x—a)—l—a

O

Proposition 10.13. Formule di Newton-Cotes.
Le formule di Newton-Cotes sono formule interpolatorie ottenute scegliendo una distribuzione
uniforme dei nodi. Si classificano in formule chiuse e formule aperte

Formule chiuse Gli estremi a,b sono dei nodi: xg = a, x, =,

b—a
n
z;,=a+ith i=0,...,n

h =

Formule aperte Gli estremi non sono dei nodi:

_b-a
n42
xi=a+(i+1)h i=0,...,n

Example 10.14. Chiusa Per n = 1 si ottiene la formula del trapezio: infatti, stiamo inter-
polando la funzione in 2 punti, ovvero negli estremi. Il polinomio interpolatore e’ la retta
che passa per i punti (a, f(a)), (b, f(b)). L.(f) € Parea sottostante al alla retta.
Analogamente, per n = 2 si ottiene la formula di Simpson.

Aperta Per n = 0 si ottiene la formula del punto medio.
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Proposition 10.15. Consideriamo una qualsiasi successione {I,} di formule di Newton-Cotes,
allora si dimostra che
n
ngrfmz wil =00 &, lm ]| =00
=0 [10.4,pg.69]

Per questo motivo, non possiamo applicare il thm [10.11,p9.753]. Quindi, non abbiamo alcuna
garanzia sulla convergenza delle formule di Newton-Cotes.

Proposition 10.16. Consideriamo una formula I,, di Newton-Cotes. Si dimostra che

deg I, n n dz'spari
n+1 n pari

Posto R, (f) = I(f) — LI.(f), chiamato resto della formula di quadratura, si dimostra che:

n part:
”*2)( §)
n(f) = Koy h™**, per qualehe € € [a, )
K- xrn ) dz I, formula aperta
Onx I, formula chiusa
n dispari:
(n+1)
R.(f) = Kf(n_’_l()gl)hnﬂ, per qualche £ € [a,b]
K- nfl ( ) dr I, formula aperta
fO ro(z I, formula chiusa
dove
x!
In particolare, per n =0,...,4, R, assume i sequenti valori:
n Chiusa Aperta
0 3h2F2(E)

~

SR AR (I VAR (3]
2 —gh® W) BRI

R L AIGIE-VRIy

S~

o5 fOE) KA FO©)

(0]



Proposition 10.17.
max {deg I, | I, formula di quadratura sun+ 1 pesi e nodi} = 2n+ 1

ovvero, l’ordine polinomiale massimo raggiungibile da una forma di quadratura I, e’ 2n + 1.
In particolare, se I, €’ una formula di quadratura interpolatoria sui nodi g, ..., T, € [a,b] e pesi
wo, ..., Wn, Si ha

Gn L f VfeR[z], = degl, =2n+1

dove
qn(z) = H T -
i=0
Il prodotto scalare usato e’: f-g=1(fg) Vf, g € C°(a,b])

Proof:

(1) Dim. che degI,, < 2n+ 2 per qualsiasi scelta dei pesi e dei nodi
Dimostriamo che esiste un polinomio p di grado 2n + 2 per cui I,(f) # I(f).
I, € una formula di quadratura, quindi

L.(f) = szf(xZ)
1=0

Poniamo .
q(z) = H x —
i=0
p(z) = q(x)?
degg(z) =n+1, degp(z) =2n+2
si ha

q(z;) =p(z;)) =0 Vi=0,...,n

b
10) = [ wle)p(e) da > 0

p(z),w(z)>0 Vze€la,b], IE€[a,b]: w(€)p(€)>0, [AIL1.22,pg.17]
In(p) = > wip(a;) =0
=0

= IL.(p) # I(p)

(2) Dim 2.
Sia f € R[z]2n+1. Dimostriamo che I(f) = I,,(f).
Sia L, (f) il polinomio che interpola f nei punti zg,...,z,. Poiche’ I, € interpolatoria,
abbiamo

Per il thm [6.8,pg.37] abbiamo
f(@) = Ln(f)(@) + flzo, ..., Tn, 2] gn(2)
g(x)
f eR[zlan+1, Gn € Rlz]ny1, Ln(f) € Rlz], = g(z) = flzo,. .., zn, z] € Rz],
gn L h Vh e R[] = gn L g< I(ggn) =0

I(99n)=0
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Definition 10.18. Sia I,, una formula di quadratura,
I,, €' gaussiana « degl, =2n+1

Proposition 10.19. Metodo per il calcolo dei nodi xg,...,x, che rendono la formula interpo-
latoria I, una gaussiana.

Sia 0a(@) = [T —
1. qu(z) = ap + ayx + - - + 2" (Nota: 14)

2. Si risolve il sistema lineare (n + 1)x(n+ 1)
b
/ w(z)zFq,(r) de =0 VE=0,...,n

nelle incognite ag, . .., a,.(Nota'®)
3. Si trovano gli zeri di g, (x). Tali zeri sono i nodi xy,...,x, cercati.

Nota: Per calcolare i nodi in piu’ intervalli [a1,b1],. .., [ar,b,] convien pre-computare xq, ..., x,
in un intervallo fisso (ad esempio [0,1]) e usare la prop [10.12,pq.73].

Proof:
/ w(z)zbq,(z) de =0 I(zF¢,) =0 2Fq, =0 2" L ¢, VE=0,1,...,n

a

Poiche’ 1,z,...,2™ ¢’ una base di R[z],, si ha
qn LaF VE=0,....n & Gn L f Vf eR[z],
[GI1,2.23,pg.40]

Quindi per la prop. [10.17,pg.76] abbiamo la tesi. O
Example 10.20. 1. Per w(z) = 1, |[a,b] = [-1,1], degl, = 2n + 1, I, viene chiamata

formula di Gauss-Legendre

2. Per w(z) = \/1177, [a,b] = [-1,1], degl, = 2n + 1, I, viene chiamata formula di
Gauss-Chebyshev. Si ha:
w; = L ViZO,...,n
n+1

I nodi x; sono le radici di ¢,4+1(z). Vedi [6.10,pg.40]

10.1 Formule composite

Definition 10.21. Suddividiamo lintervallo [a,b] in N intervallini [z;_1,2;] @ = 1,...,N.
Possiamo allora spezzare il calcolo dell’integrale:

N

b N Ti . N .
[ r@aa=> [ j@de=Y 100 da= > 100 enir)

i=1 i=

Cn(f) si chiama formula di quadratura composita.

4, (x) e monico
15Stiamo supponendo w(z) si possa integrare facilmente (ad esempio, w(x) puo’ essere un polinomio). Poiche’
xFgn () ¢ un polinomio, il sistema diventa lineare.
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Proposition 10.22. Formule composite:

1. Formula dei trapezi:

Se x; —xi1 = h =22 allora
N b}

Proof:

1. Trapezi uniforme:

On() =S LT F @) PSS p ) 4 )

=1 - 2 i=1
N N N
Z (f(zi1) + f(z4)) = Z fzio1) + Z fzi) =
z_lel N - = N—-1 N—-1 N—-1
=3 fl@) + > fla) = flwo) + flan) + Y fla) + > fla) = flao) + flan) +2 > fla)
i=0 i=1 i=1 i=1 i=1

on (=14 <f<a:o> INENEE)S f(m) —h (W £y fm))

Poiche’ zg = a, oy = b,x; = a+ih Vi =0,..., N, abbiamo

N—1
Cn(f)=h (W +y f(a—H'h))

i=1

Example 10.23. Per la formula dei trapezi composita:

b—a

R = —Th2f”(§)

dove [a, b] €’ stato suddiviso uniformemente in N intervallini, con h = 252,

Proposition 10.24. Estrapolazione di Richardson.

Sia {In(f,h)},er una famiglia di formule di quadratura. Supponiamo che il resto di I,,(f,h)
sia del tipo:

Ry(f,h) = cthP' + cohP? + - 4 cphP* + ..
pr<p2 <---<pp<...

Scelto q > 1, possiamo costruire la sequente successione di formule interpolatorie:

Fi(f,h) = In(f, h)

Fra(f,h) = qkak(faqiLZ : fk(f’ qh)
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e si ha
I(f) = Frq1(f, h) = O(hPH+1)

Quindi se h < 1, il resto di Fyy1 tende a 0 (per k — o0) esponenzialmente. In altre parole, us-
ando poche iterazioni dell’estrapolazione di Richardson, miglioriamo notevolemente l’accuratezza
della formula di quadratura.

Il calcolo di Fyy1(f,h) si puo’ eseguire in maniera efficiente utilizzando un metodo iterativo
analogo a quello delle differenze divise (vedi [6.7,pg.37]). Si puo’ visualizzare algoritmo cosi’:

Fl(fa h’)
F2(fa h)
Fi(f, qh) F3(f, h)
Fy(f, qh) Fy(f,h)
Fl(fanh) F3<f7qh)
Fy(f,q*h)
Fl (f7 q3h)
Proof:
I(f) = In(f, h) + Ru(f, h) = In(f) + cth™ + O(h??)
I(f) = Fi(f,h) + crb? + O(h*?) (1)
I(f) = Fi(f.qh) + c1(gh)”* + O(h?) (2)
O = IO =R b +0E?) (L)
moltiplicando per gP1
(1.1), (2) = I()(¢" = 1) ="' Fi(f,h) — Fi(f,qh) + O(h?*) =

~—

sottraendo membro a membro

_ PR~ Fi(fah)

P2y — P11y — p2
\j,f(f) 1 + O(h??) = F5(f, h) + o(h"*) = Fa(f, h) + O(h??)
q#1
Procedendo per induzione si ha la tesi. O

Example 10.25. Integrazione di Romberg.
Sia Cn(f) la formula dei trapezi composita uniforme:

T, — Ti_1 = h= N Vi=1,...,N
N—-1

Cn(f)=h (ﬂ“);f(b) +3 f(a—i—ih))
=1

Sia f € C*°([a,b]). La formula di Eulero-MacLaurin afferma che:
I(f) = Cn(f) + c1h® + coh®* 4+ -+ cph® + ...

quindi e’ possibile applicare Pestrapolazione di Richardson ad f (vedi [10.24,pg.78])

Proposition 10.26. Integrazione adattiva.
Sia f € C°([a,b]), I.(a,b) una formula di quadratura che approssima I(f) sull’intervallo a,b. E
sia I (a, b) una approssimazione migliore di I,(a,b) (ad esempio ottenuta tramite ’estrapolazione,
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vedi [10.24,pg.78]).
L’integrazione adattiva si puo’ descrivere semplicemente dall’algoritmo stesso:

IntAdattiva(a, 8) :
M =:IL,(a, )
N =1 (a,3)
Se |[M - N| < ﬁ(ﬁ—a)
I='N
Altrimenti :
Suddividiamo intervallo e calcolando ricursivamente l'integrale composito:

I =: IntAdattiva (a, a ;_ ﬁ) + IntAdattiva (oz—;—ﬁ, ﬁ)

I =: IntAdattiva(a, b)

il risultato I e’ un approssimazione di I(f) con un errore < €.
(!)Bisogna pero’ fare attenzione sulla scelta di I!, (vedi dimostrazione)(!)

Proof: L’integrazione adattiva al k-esimo passo utilizza la seguente formula composita:

21«
Cgk = ZIn(xi,hxi)
i=1
h—
0011h:27ka7 r; =a+ih

Sia 1) = 10)(f) I'integrale esatto di f in [x;_1,x;].
(NSe I/, ¢ sufficientemente accurato(!) abbiamo:

11O — Ly (2o, 20)| ~ [T (xi-1,25) — In(zi1,25)| = [M — N| <
Quindi

€
b_ a(l”i - Iz‘—l)

2k 2k
I(f) = Cor| = [ DT = Ly(ioq, i) < YT = Iy (wi1,24)] <
=1 =1

€ €
<Zb_a(xifxi_1) = b_a(bfa):s

i=1 somma telescopica

11 Formulario
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Sistemi lineari 4. Gauss (pivot): 7. Metodo delle potenze: 3. Newton:

ivot_riga k : j—1
o rlg:a A1l > [A2] = [As] > .. > [Aa] wo(z) =1, wj(z) = H(m — ;)
1. Norme: Staite. |ag|:= zg}ca,x,n laik| zo € C™, 29 #0 i=0
n
.. = Tk
scambio_righe i, k Yk = el Tre1 = Ayg pn(z) = Zf[xo, oo xilwi(x)
p(A) = Anr(A) = max{|A| | A autoval A} pivot_scalato k : k i=0
m ‘akl o = tmkA;vk _ tykxk+1 f(n+1)( )
= Tt T Rp(z) = —w x
Al = oo 3 s Sl e @) = TGy @
- =1 - 2 Az
Al — 11t4 Siait.c. d; = _max d; 20 = X0, zp+1 = Azy, o) = tj . k 4. Chebyshev
1Al = 1Al = . . f k=k tn(z) = cosnp(z): [-1,1] — R
= — im o = lim o}, =
lAlly = VA (FAA) Vk=1, "’T]LC 1 koo BT ploe K ! p(z) = arcosz : [-1,1] — [0, 7]
pivot
Ay = —— N to(@) = 1, t1(z) = @
Am (A4) R Orit. arvesto: A= 6Dyl _ _ £ (%) = 2n—1(2)@ — ta_a(z) Vn > 1
A="A=|Al, = M (A)] ag = a;k oxllyxll degtn(z)=n VYn >0
1 — _
A=ta= ATy = Vi—ktln4l oppure |o+1 — ok| < on=2""1 ¥n>1
m o . . .
p(A) = inf |A] aij 1= Qg5 — Ak Interpolazione radici di ¢n:
* p.q ™ ™
p.qeN 5. Fattorizzazione Cholesky Q= Cos <% + k;) k=0,..,n—1
A € R"™™ simmetrica, definita pos. 1. Lagrange: M (k Qﬂ.) —0
max: My = cos | k— =0,.,n
2. Triangolare superiore: A=R'R, Re&R"™ ™ triang. inf. () = H T —x; n
e J - S
min{i,j} 0<i<n, i#j I T T min: my = cos (kQ—ﬂ + E) k=0,..,n
Ly o aij = Y, RixRjpVij n n.on
b; Zj=i+1 AijZj . . L .
Tp=—————————— Vi=mn,.,1 k=1 p(x) = yiN; () 5. Polinomio di Bernstein:
Qij V=1 " o VY e .
— L ) J= — _ -
Triangolare inferiore: N By k() (k:)x (1-2)
4 i—1 v 1 k=0 "
by — S a4 . Aj(z)(z; — ) =
D > = U RV ria = = 2 e I 3 B =1
Qi =1 =0
Vizj+1.m W)= B =31 (5) st
j—1 n z) = - n, k(T
3. Condizionamento: rij = M 2. Differenze divise: k=0
Tij i U o
. flao] = f(z0) ol Be(f) = Fin 0.1]
6. Gershgorin-Hadamard
Az + Az) =b+ Ab flzo, ., xj] = dove f € C°([0,1])
Az ] aecm ’
Az Ab flor, 2] = flwo, - wj 1] inimi i
—_— - s ) — LA L 6. Minimi quadrati
ERSARAT D ={z €C||z—aul < Ri} py— .
(4) A (PAA) R; = Z gl o(z,a) = Z ajp;(z), ¢€RPX™
p2(A) = F—ee y —
Am(*AA) 7 " Flzol = f(=0) . : (J ; . . .
A . 1] = fo Jro. T v, o, @ bik = er(5), ‘dpa= "¢y, det'pp #0
A=A = po(A) = [Ans] {autoval. di A} C U D; fla1] = (1) P flwg, @1, 2]

2 ..
[Am | i=1 Flz) = f(z2) e(v)i = yi — o(xi,v), |le(a)ll; minima



Zeri e punti fissi

1.
J(@n)
Newton: x =Tn —
n+1 n fl(xn)
Secanti:
Tl — Th—1

Tpq1 = 2k — f(2k)

flzr) — f(wr—1)

Bisezione:
‘While
a+b
T2
Se |[b—a| <2V f(c)=0:
break
Se f(c)f(a) >0: a:=c
Se f(c)f(a) <0: b:=c
a:=c

2. Criterio di arresto di Aitken per suc-
cessioni lineari:

Hp: zn = ¢(zn-1) = o= ¢(a)

Hp: ¢'(e) #0, zn # o Vn

.2

Tn — Int1¥n-1 In <e€
Tp+tl + Tn—-1 — 2y,

3. Minimo di f unimodale:
While
z1:=a+ (1 —-7r)(b—a)
z2:=a+r7r(b—a)

Se f(z1) > f(z2): a:=1z1
Altrimenti: b:=xo
Se b—a<e:
Ty :i=a
break
Integrali
1. Norma

b n
= [ ) do, 1] =3 fu]
a =0

. Formula interpolatoria Ip,:

degl, > n

b
() — In(F) < IIf — Lnn/ w(z) de

b
wj = / w(z)\j(x) de Vj=0,.,n
a

Sistema per il calcolo dei pesi:

b . n .
/ w(z)x' dr = ij:c;- Vi=0,.,n
a ,7:0

. Cambio di pesi e nodi:

zj,w; su [a, ], x;,w; su [a, b]
, b—a
wj :wjm
b—a
:E; = ﬁia(:rjfa)Jra

. Newton-Cotes: formula interpolatoria

su n + 1 nodi uniformi.

Chiusa

b—a
o =a, Tn =b, h = )
n

z;=a+1th i=0,.,n

Aperta
b—a . .
h= ———t zi=a+ (i+1)hVi=0,..,n
n n dispari
deg 1, = P
n+1 n pari
Resto:
n Chiusa Aperta
0 r3r@ e
AL OIS TS O
2 —gntr®e HsrWg
3 =&t rWe 2Rt
T LA Iy LA AL )

5. Formula dei trapezi

det fa) + f(b)

T(f) 5 (b—a)
w(z) =1, degT =1
_a)?
Resto: — uf”(f), € € [a, Y]

12

Composita, con distibuzione uniforme
dei nodi:

N-1
Cn(f) =h <f(“);f(b) s f(a+ih)>
b—a
N
Resto: — 2 —%p2
esto: T 7€)

=1

T, —xTi—1 =h=

Resto di Eulero-MacLaurin:

clh2+02h4+~~~+ckh2k+...

6. Cavalieri-Simpson (formula interpola-

toria)

a+b

Nodi zg = a,x1 = ,x2 =b

st =52 [f@+ar (“52) +50)]

w(z) =1, degS =2

bh—
Resto formula composita: — 7ah4f<4>(£)

[ 1 (7r+,>} .~ 0
Tr; =cos | —— | — 47 1=0,...,n
¢ n+1\2

. Estrapolazione di Richardson:

Fl(fah):In(f7h), h<1

Pe Fy (£, h) — Fy.(f, qh
P (7, 1) = TR = Sl 00)

Per la formula dei trapezi: p, = 2k

. Integrazione adattiva:

IntAdattiva(e, 8) :
M =: In(a, B)
N =:I(a, 8)
Se |M—N| < —(8-0a)
=N

Altrimenti :

I =: IntAdattiva <a, @ ;r 5) +

+ IntAdattiva (a ; s , ,6’)

I =: IntAdattiva(a, b)

2880
bh—
conmi—aci_1:h: a
7. Gauss-Chebyshev:

(@) L et = [~1,1], degLn = 2n +1
w(z) = ——, [a,b] = [-1,1], de =2n
Vi-a? e
w; = il Vi=0,...,n

n+1
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