Serie numeriche

CAPITOLO 7
SERIE NUMERICHE IN R E IN C
E gia noto al lettore come si possano sommare un numero finito di numeri reali o complessi; accade, a volte,
di dover “sommare” infiniti numeri reali o complessi; per poter definire una tale nuova operazione & stato

introdotto, dai matematici, I'importante concetto di serie numerica. Questo capitolo & dedicato allo studio

della teoria delle serie di numeri reali o complessi.

81.11 carattere di una serie.

Sia (ay,),,cy una successione di numeri reali o complessi; se volessimo sommare tutti i numeri di tale succes-
sione la maniera pit naturale di procedere per introdurre questa nuova operazione sarebbe quella di sommare
i primi due elementi, quindi di aggiungere alla loro somma il terzo elemento, quindi di aggiungere alla somma
dei primi tre elementi il quarto elemento, e cosi via, cercando di capire il comportamento di queste somme
man mano che aumenta il numero degli elementi considerati. Questo procedimento empirico viene fissato

nella seguente definizione

Definizione 1.1.5ia (a,), N una successione di numeri reali o complessi (si noti che ¢ possibile che tale
successione non sia definita per alcuni valori di n, ma deve esserlo da un certo posto in poi); indichiamo con
Sn la somma dei primi n+ 1 elementi della successione, cio€ s, = ag + a1 + ... + a,, definendo cosi un’altra

successione (sn), cN, detta successione delle somme parziali. La coppia di successioni [(an), N> (5n),cN] i

chiama serie numerica; per brevita, d’ora in poi, una serie sara denotata con il simbolo

o0
E Q.
n=0
Se la successione (Sn)nGN converge ad un numero S, diremo che la serie converge ed ha per somma S e

scriveremo

i a, = S.
n=0

Se la successione (s,), N C C diverge, diremo che la serie diverge e scriveremo

00
E a, = 00.
n=0
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Se la successione (Sn)nEN C R diverge positivamente (risp. negativamente), diremo che la serie diverge

positivamente (Tisp. negativamente) e scriveremo
oo oo
g a, = +oo | risp. E A, = —00 | .
n=0 n=0

Se una serie converge o diverge essa viene detta regolare o determinata; in caso contrario si dice irregolare
o indeterminata.

Studiare il carattere di una serie vuol dire cercare di determinare se la serie converge, possibilmente calco-
landone la somma, o diverge o € indeterminata; a,, viene detto termine generale della serie.

Presentiamo, adesso, esempi di studio di serie, alcuni di fondamentale importanza

Esempio 1.1. Sia (a,), [y una successione costante. E facile vedere (la dimostrazione viene lasciata al
lettore) che la serie Y. 7 a, converge se e solo se ogni a, vale zero (nel qual caso la somma della serie &
zero), altrimenti diverge (nel caso reale positivamente o negativamente, a seconda del segno di a,,).=

Esempio 1.2. Data (a,),, cN consideriamo la serie, detta serie telescopica, seguente

oo

Z(an — Qny1)

n=0

la cui successione delle somme parziali ha il seguente termine generale s, = ag — a,41 (infatti si ha s, =
(ao —a1) + (a1 —az) + .... + (an — Gny1) = ap — ant1, per ogni n € N); quindi il carattere di una tale serie &
perfettamente determinato da quello della successione (a,),, .y; nel caso in cui tale successione converga, la

somma, della serie e, ovviamente, ag — lim,, a,,.

¢ un esempio di serie telescopica, poiché ——— = L

_ 1 ( 1
n(n+1) n n+1

La serie (di Mengoli) >>° quindi a,, = -

1
n=1 n(n+1)

per n € N;n > 1), che risulta convergente, poiché lim,, a,, = 0, ed ha per somma 1.

Anche I'esame del carattere della serie Y7 f puo essere svolto ricorrendo all’idea che sta alla base dello

n=12/n

studio delle serie telescopiche; infatti, si ha (con p € N)

;2\; zzj ”“ gmfﬁ]:\/ﬁqlﬁ‘im,

Esempio 1.3. Si studi il carattere della serie

i n? 4+ 5n+3
—n(n+1)(n+2)(n+3)

2 N .
z 45243 ; puo essere decomposta in

Dalla Teoria dei Polinomi (Capitolo 3) sappiamo che la funzione FICESN CEII )]

fratti semplici come segue

24+5x+3 1[1 1 3 1
T oT )=2{ Ve e R,z #0,—1,-2,—3.

z(z+1)(x+2)(z+3 E+x+l_x+2+x+3

2
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Segue da cio che il generico elemento della successione delle somme parziali della serie data e

" 171 1 3 1
=32 |= _ n> 1.
° ZQ[k+k+1 k+2+k+3] vneN,n

Tale elemento puo essere scritto come segue
n
1 1 1 1 1 1 1
3"_22Kk_k+2>+<k+1_k+2)+<k+3_k+2)]_
LR N WS U U WY A SRS S WA S B I
Pt ko k+1 k+1 k+2 E+1 k+2 k+3 k+2/)]

) P D T [ (L N R VneNn>1
2 ntl 2 n+2 2 nt2 n+3 3 neERHn =L

5
g..

La serie assegnata risulta allora convergente con somma
Esempio 1.4. Consideriamo la serie Y ° jaq", detta serie geometrica di ragione ¢ (supponiamo ¢ # 1,

altrimenti ricadiamo nel caso descritto nell’Esempio 1.1); dal Capitolo 2 sappiamo che il generico termine

n+1

della successione delle somme parziali ¢ s, = a171q_q per ogni n € N e, dal Capitolo 5, sappiamo che tale

successione converge se e solo se |g| < 1 con limite l%q; possiamo concludere che la serie geometrica converge

se e solo se la sua ragione verifica la condizione |g| < 1, nel qual caso la somma della serie ¢ il numero

l%q; se, invece, a,q € R, g > 1, la serie diverge positivamente se a > 0, negativamente se a < 0, mentre e

indeterminata se a,q € R,a #0,¢ < —1.m

Vediamo come la serie geometrica puo essere usata per trovare la frazione generatrice di un numero reale

decimale infinito periodico con periodo non uguale a 9. Sia o = ag, a102....0p0p+10p12.---Gptn 1l DUMero
in esame; ¢ noto (Capitolo 5, Esercizio 4.4) che « ¢ il limite, per h — oo, della successione (a;)5°; dove

Qap = g, A142....0p Qpt-10p42---OptnGpt1Gp42- - Optp oo -Qpt 1 Qpt2...-Aptn , Per ogni b € N, h > 1. D’altra parte

h ""blocchi’ api1api2....Qpin

ap+1ap+2....ap+n.

apt1a2....ayp + Ap4+1Qp42----Ap4n Ap4+1Ap42---.Apyn

ap = + +

10p 10p+n 10p+2n 10p+hn '
quindi aj, — #4722 & il termine generale della successione delle somme parziali di una serie geometrica
di ragione 1.%; tale serie deve quindi convergere e, dopo aver fatto tendere h ad co, deve aversi

0001020 Opq10pi2...Upin 1

10p 10pt+n 1--L
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da cui segue che

_QpG1G2....4p | Gpy1Gpy2....Opin 1

10p 10p 10m -1

apa1as....ap(10" — 1) + apy1Gpi2....0prn  Q0A1G2....0pAp1 10y 42....0ptpn — G0G1G2....0yp
(10" — 1) x 107 99..9 x 107
=

n volte

che ¢ la nota formula che da la frazione generatrice.n

In maniera analoga (la dimostrazione viene lasciata al lettore) si puo giustificare la seguente convenzione:
dato un numero decimale periodico di periodo 9, conveniamo di considerarlo uguale al numero decimale finito
ottenuto eliminando il periodo ed aggiungendo una unita alla cifra che precede il periodo.m

Esempio 1.5. Consideriamo la serie seguente » - %, detta serie armonica. Per studiarne il carattere

ricordiamo che si ha (1 + %)n < e, per ogni n € N,n > 1; ne segue che
\" 1 1
log|1+—) <1l=log|l1+—)<— VneN,n>1;
n n n
possiamo cosi scrivere che
1 1 3 1
Sp = 1+§+....+7 >log2+log§+...+logi =log(n+1) YneN,n>1;
n n

poiché lim,, log(n+1) = +o00, anche lim,, s,, = +00; la serie armonica risulta, allora, divergente positivamente.n

Esempio 1.6. Si provi che Y ., n(n+1)(n_f e ﬁ, per ogni p € N.

Si ha

P p+n—n

n(n+1)(n+2)..(n+p) nn+1)(n+2).(n+p)

1 1
it Dnt2)ntp—1 @+ Dn+2)..(ntp) vn€N,n 2 1.

Da tale uguaglianza applicata alla successione delle somme parziali della serie in esame segue facilmente la
tesi.m

Dal momento che il carattere di una serie dipende da quello della successione delle sue somme parziali e
lecito attendersi che i risultati del Capitolo 5 possano avere importanti conseguenze per lo studio delle serie;
questo ¢ in effetti vero come si vedra nel seguito. Enunciamo, per iniziare, il seguente risultato la cui semplice

dimostrazione viene lasciata al lettore
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Teorema 1.1.Condizione necessaria e sufficiente affinché una serie Zzozo an a termini complessi converga
¢ che convergano y ., Rea, € > " Ima,. In questo caso si hay oo qan =Y oo Rean +i> oo Imay,.

Da quanto oservato in questo primo risultato potrebbe sembrare che e sufficiente fissare al nostra attenzione
solo sulle serie a termini reali, che quindi potrebbero sembrare piu importanti di quelle a termini complessi;
in realta cio non e vero, perché le due teorie sono entrambi importanti, con risultati analoghi, ma anche con
molti risultati differenti ed in particolare le serie a termini complessi si sono rivelate anch’esse di fondamentale
importanza nello sviluppo dell’Analisi Matematica e delle sue applicazioni; per accorgersi di cid occorre pero
andare avanti con gli studi. Noi ci occuperemo, finché potremo, delle serie a termini complessi, trattando le
serie reali solo quando & possibile ottenere risultati che non hanno analogo per le serie in C.

Esercizio 1.1. Provare che le due serie reali

+oo —+oo
E p" cosn, E p" sinnx
n=1 n=1

convergono per ogni p € [0, 1] ed ogni = € R, calcolandone la somma.n

Ragionando sulla idea intuitiva di serie convergente si € portati a pensare che affincheé una serie converga
deve necessariamente accadere che i suoi termini devono, definitivamente, essere “piccoli”; ma un attento
esame dell’Esempio 1.5 rivela che cio, anche se necessario per la convergenza di una serie, non e sufficiente,
poiché, sebbene ogni termine della serie possa essere definitivamente “piccolo”, considerando un “gruppo”
di termini consecutivi della serie la somma di tale gruppo di termini puo essere “grande”, di modo che,
dovendo sommare infiniti gruppi di questo tipo, la somma finale della serie non sard un numero (con gli
stessi ragionamenti dell’Esempio 1.5 il lettore dimostri che % + n#“ 4.+ % > log2, per ognin € N;n > 1);

quanto qui osservato in maniera intuitiva ¢ il contenuto del seguente

Criterio di Cauchy.Sia data una serie Y. a,. Essa converge se e solo se vale la sequente Condizione di

Cauchy
Ve>0 3w eN taleche YneNn>v,peN risulta |an+ anii+ ...+ Gngp| < e.m

Dimostrazione. Il risultato € una conseguenza immediata del Criterio di Convergenza di Cauchy per le
successioni (Capitolo 5) da applicare alla successione (s,,) delle somme parziali, una volta che si osservi che
Qp + Qg1+ oo+ Apgp = Spyp — Sp—1, Perognin € Nyn > 0,p € Nm

Sappiamo gia che la serie armonica non converge e quindi essa non puo verificare la Condizione di Cauchy,

come in realta osservato prima dell’enunciazione del Criterio di Cauchy; e possibile dimostrare anche in altro

5
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modo che la Condizione di Cauchy non é soddisfatta dalla serie armonica; infatti siano € = %, neNn>2

e p=mn;siha

1 + 1 + n 1 - 1 n 1 + n 1 1
—_—t — + ... — — 4+ — 4+ ... — =—=c
n+l n+4+2 2n 2n  2n 2n 2

n volte

che & quanto volevamo.s
Una importante conseguenza ¢ la seguente condizione necessaria per la convergenza di dimostrazione imme-

diata, che viene pertanto lasciata al lettore

Corollario 1.2.S5ia data una serie ZZOZO an. Essa converge solo se lim,, a,, = 0.
Ribadiamo che il precedente Corollario 1.2 € solo una condizione necessaria per la convergenza come dimostra
I’Esempio 1.5; infatti la serie ivi considerata diverge anche se il suo termine generale é infinitesimo.

Altra interessante conseguenza e data dal

Corollario 1.3.5ia Y .~ a, convergente con (a,) non crescente (risp. non decrescente) e a, > 0 (Tisp.
an <0), per ogni n € N. Allora na,, — 0.

Dimostrazione. Supponiamo che (a,) sia non crescente e a,, > 0, per ogni n € N, lasciando al lettore la
prova della tesi nel caso (a,) non decrescente con a,, < 0, per ogni n € N. Sia n = 2h, h € N; abbiamo cosi

che

n
gan = hagp = asgp + agp + ... +agp < asp + ... + apt1;

h  wolte

applichiamo adesso il Criterio di Convergenza di Cauchy per le serie: fissato € > 0 esiste p € N tale che, per
h > p e p € N arbitrario, segue che ap11 + .... + apyp < €; scegliendo quindi kA > p,p = h dalla precedente

formula otteniamo che Fa, < e. Adesso, sian =2h +1,h € N; si ha

n
500 < (h+1asht1 = aopy1 + opg1 + oo + @241 < @2pp1 + oo+ Qpga;

h+1 wolte

ripetendo il precedente ragionamento si ricava facilmente che $a,, < € per h sufficientemente grande. La tesi

& cosl acquisita.m

Dal precedente risultato segue facilmente che la serie Y-, n% non converge per alcun a < 1 cosl come non
logPn
n(l

converge la serie >~ , per p €]0,00[, €]0,1].

Esercizio 1.2. Data una serie >~ a, e fissato k € N, si chiama serie resto k-esimo la serie Y, a,, che

viene usualmente denotata con Ry. Provare che Y °  a, converge (risp. diverge o ¢ indeterminata) se e solo

6
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se esiste una serie resto che converge (risp. diverge o ¢ indeterminata) se e solo se ogni serie resto converge
(risp. diverge o € indeterminata). Dimostrare, poi, che una serie converge se e solo se limy R, = 0. »
Esercizio 1.3. Provare che il carattere di una serie non si altera se si cambiano un numero finito di termini
della serie.m

I risultati contenuti nella successiva Proposizione 1.4 sono immediati dalla Definizione 1.1 e da noti risultati

sulle successioni (Capitolo 5,83 e §9)

Proposizione 1.4.Siano date due serie numeriche Y .~ g an, > veobn € due numeri o, 3 € C. Si hanno i
sequenti risultati

i)sed gan=A,> " by=DB alloray. " (ca,+ Bby) converge con somma o A+ B

ii) se > oo a, converge e Y by, diverge, allora Y., (ca, + Bby,) converge se 3 =0, diverge se 3 # 0
i) se Yy oo, an € regolare € > 0 b, ¢ indeterminata, allora Y ;- (aa, + Bby,) ¢ indeterminata se 3 # 0
w) sea,B €R, ZZO:O an € reale e converge e ZZOZO by, ¢ reale e diverge positivamente (risp. negativamente),
allora Y~ o (can + Bb,) diverge positivamente (risp. negativamente) se 3 > 0, diverge negativamente (risp.
positivamente) se 5 < 0

v) se Y an e Y. by sono reali e divergono positivamente (risp. negativamente) e a8 > 0, allora
S o(aa, + Bby) diverge positivamente (risp. negativamente) se o > 0, mentre diverge negativamente
(risp. positivamente) se o < 0

vi) se Y7 jan ¢ reale e diverge positivamente, Y

neo bn € reale e diverge negativamente e o3 < 0, allora

Ziozo(a an + Bby,) diverge positivamente se a > 0, mentre diverge negativamente se o < 0
vii) se > oo o an € Yooy by divergono nulla si puo dire sul carattere di > oo (can, + Bby,) senza ulteriori
1potest.

Osserviamo che la serie considerata nell’Esempio 1.3 puo essere studiata attraverso la Proposizione 1.4 una

volta che si osservi che essa pud essere vista come combinazione lineare delle tre serie Y - | (l - ) ,

n n+1
ZOO 1 1 Z‘X’ 1 1
n=1 \ n+1 n+2 ? n=1 \ n+2 n+3 ) °

§2.Serie_a termini reali di seqgno costante.

In questo paragrafo fisseremo la nostra attenzione su una particolare classe di serie; analizzeremo dettaglia-

tamente le serie a termini reali di segno costante poiché per esse sono stati ottenuti dai matematici tanti

7
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buoni teoremi, che non hanno senso per le serie a termini complessi; grazie alla Proposizione 1.4 possiamo
studiare solo le serie a termini non negativi, cosa che faremo nel seguito. L’importanza delle serie a termini

reali di segno costante ¢ dovuta al fatto che esse sono sempre regolari

Teorema 2.1.S5ia ZZOZO an una serie a termini non negativi. Allora essa converge oppure diverge positiva-
mente.

Dimostrazione. E facile vedere che la successione (sn) delle somme parziali della serie & non decrescente; il
Teorema sul Limite delle Successioni Monotone (Capitolo 5) implica allora che essa converge oppure diverge

positivamente.m

oo 1
n=1 no>

Esempio 2.1. Si consideri la serie ) a > 0, detta serie armonica generalizzata; dopo il Corollario

1.3 abbiamo notato che essa non puo convergere, se a < 1; dal Teorema 2.1 segue che tale serie deve divergere

logPn

positivamente; analoga osservazione pud essere fatta per la serie Y~ , dove p €]0,00[, €]0, 1].m

Esempio 2.2. Si studi la successione ag = a €]0,4+00[, an+1 = an|sinn|, per ogni n € N, e quindi la serie

ZZO:O Qn-

Innanzitutto, notiamo che la successione ¢ a termini non negativi e che
Apt1 = aplsinn| < a, Vn eN
quindi (a,) converge ad un certo numero ! € [0, +oo[. Adesso, osserviamo che

Upt2 = Apt1|sin(n + 1)| = a,|sin(n + 1) sinn| =

1 1 1
an = |cos1 —cos(2n+1)| < anﬂ;
2 2
passando al limite per n — oo si ha
1 1 1 1
1<1=TE s 020 poiché 0< 2

Inoltre, per induzione si vede facilmente (la dimostrazione viene lasciata al lettore) che

y A2n+1 S aq Vn € N7

1+cosl]™
2nt2 < a2 []

1+cosl1]”
2
le ultime disuguaglianze implicano che, detta (s,) la successione delle somme parziali della serie da studiare,

si ha

n
Sop42 < Z(al + as)
h=0

Vn € N;

1+cosl h
2
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1""327051 < 1, la precedente disuguaglianza implica che (s2,) converge e quindi

poiché, come gia osservato, 0 <
anche (s,,) converge; la serie data ¢ allora convergente.m

Una prima fondamentale conseguenza della regolarita delle serie reali a termini di segno costante & il seguente

importantissimo

Teorema di Confronto.Siano Y " an, Y o obn due serie a termini non negativi tali che esista v € N
per cui a, < by, per ognin € N,n > v. Allora,

. 00 (%)

i) se Y by converge, anche )~ a, converge

ii) se > " a, diverge, anche Y by, diverge.

oo
n=v

Dimostrazione. Consideriamo i resti n-esimi A, = an, B, = ZZO:V bn; € noto che essi hanno lo stesso
carattere delle serie di cui sono resti e poiché la successione delle somme parziali di A, & regolare ed e
maggiorata termine a termine dalla successione delle somme parziali di B, che & regolare, la tesi segue dal
Teorema di Confronto relativo alle successioni (Capitolo 5).

Osservazione 2.1. Notiamo che se, nel precedente Teorema di Confronto, a, < b,, per ogni n € N,
allora (se Y. b, converge, anche Y. a, converge ed in pilt) la somma di >~ ; a,, non supera quella di

o0
3% o bym
M A0

Applicando alcuni dei risultati finora provati dimostriamo che il numero ”e” ¢ un numero irrazionale, facendo

+oo 1
n=0 n!’

uso della uguaglianza e = provata nel Capitolo 5 . Per assurdo si supponga che e = % dove p,g € N
con q > 2 (se fosse ¢ = 1, avremmo che e € N; ma poiché e €]2,3[ cido non puo verificarsi); calcoliamo come
segue, utilizzando anche 1’Osservazione 2.1
q q 400
1 p 1 1
OSQ*ZEZQ*ZEZ > =
n=0 n=q+1

n=0 ’

1 (1+ Pt 1 * : + ><
@+ D'\ T g2 @t 2@ +3) @+ agra) =

1 1 1 1 1 1
<q+1>!(+q+1+<q+1>2+<q+1>i’>+ """ ) (GrDi1- L

Ne viene che

(@)
IN
ESHRS]
|
[~]=
3|
I
I3
|
7~ N\
—
+
—_
+
| —
+
| —
+
L
| —
N———
IN
‘»—‘
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q'  q 1
0<p(q—1)!—<q!+q!—|—2!+3!—|— ..... +1)<q<1;

poiché ognuna delle frazioni del tipo Z—!!, h = 2,3, ...q, che compaiono nell’ultima relazione ¢ un numero intero,
abbiamo provato che esiste un numero intero compreso fra 0 ed 1, fatto che ¢ impossibile. Quindi e € R\ Q.
Dalla precedente dimostrazione segue anche che 0 < e—3 7 _/ % < ﬁ, maggiorazione per mezzo della quale

» 0.

riusciamo a valutare la ”velocita” con la quale la serie Z:i% % approssima il numero ”e”; osserviamo, anche,

che si hanno le seguenti disuguaglianze (valide per n € N,n > 2)

n +oo n
1 1 1
e— |1+ — = — — |1+ - =
n h! n
h=0

o R G | I O

9 L

da quanto adesso osservato segue che la successione {(1 + %)n} approssima il numero ”e” molto piu lenta-

mente di quanto non faccia la serie ZZS% % Sempre utilizzando la disuguaglianza 0 < e — i:o o <

1
qlq

calcoliamo il lim, g sin(2meq!). Innanzitutto osserviamo che da essa segue subito che

q
1 2
2meq! — 27 [Z'] qlg—ﬂ VgeN,g>1;
n q

n=0

d’altra parte e > ZZL:O % + ﬁ per ogni ¢ € N, da cui segue che

27 1
—— < 2meq! — 2 —1 q! Vge N, g > 1;
1 S 2o WLz_:On!]q geN,q>
ne segue che
o7 1 2
gsin < gsin ¢ 2meq! — 2w Z— q' p < gsin — Vg eN,q >4
g+1 = n! q
poiché [>°? L] ¢! € N si deduce che
2 2
gsin Fl < gsin(2meq!) §qsin—7T Vq € N,q > 4;
q

10
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dal momento che

. . 2w . .27
lim g sin =limgsin — =27
q qg+1 q

possiamo concludere che
limgsin(2req!) = 2m.»
q

1
nZ

converge perché ﬁ <

1

wngT) Per ogni n € Nyn > 1. In modo analogo

Esempio 2.3. La serie > -,

si pud provare che la serie armonica generalizzata - n% converge per o > 2.m

Il precedente Teorema di Confronto ha importanti, perché utili, corollari
Corollario 2.2.Siano Y2°  an, >, bn due serie a termini positivi tali che esista lim,, § =1 € ]0, +oo] .
Allora le due serie hanno lo stesso carattere.

Dimostrazione. E sufficiente osservare che, fissato € €]0,[, si ha, definitivamente,

l—6<%ﬁ<l+6®(bfﬁn<an<mu+d

applicando quindi il Teorema di Confronto e la Proposizione 1.4.m

La serie armonica generalizzata viene spesso usata come serie campione per applicare il Teorema di Confronto
o qualcuno dei suoi Corollari, come possiamo vedere nell’Esempio 2.4 successivo

Esempio 2.4. Si studi la serie Y, ([1+ ﬂa —1),a €]0,00].

Poiché, per uno dei limiti del Capitolo 5 (§7), si ha

lim
n

sl 1
Ll a0
n

la serie data ha lo stesso carattere della serie armonica e quindi diverge, qualunque sia il valore di a.m

Corollario 2.3.Siano ZZOZO y, ZZOZO b, due serie a termini positivi tali che lim, ‘g—n = 0. Allora valgono i
sequenti fatti
i) se Y oo by converge, anche > 7 a, converge

i) se > " a, diverge, anche Y by, diverge.

Dimostrazione. E sufficiente osservare che, definitivamente, si ha

a
2L <1lea, <b,
bn

applicando quindi il Teorema di Confronto.s

In maniera analoga si dimostra il

11
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an __

Corollario 2.4.Siano ZZOZO Qs ZZO:O b, due serie a termini positivi tali che lim,, 3 = Foo. Allora valgono
i sequents fatti

i) se > " a, converge, anche Y b, converge

ii) se > " by diverge, anche Y " a, diverge.

Infine, si ha la seguente conseguenza

an+1 < bn+1

Corollario 2.5.5iano Y " an, > ooy by due serie a termini positivi tali che , definitivamente.
Allora valgono i sequenti fatti

i) se .o~ o by converge, anche Y " a, converge

i) se Yy~ an diverge, anche Y~ b, diverge.

Dimostrazione. Per ipotesi esiste v € N tale che

a b a a
n+1 S n+1 N n+1 § Yn Vn Z v
(29 bn bn-i,-]_ bn

da cui segue

Ap+1

a a
<L San < —by1 Vn>w
bn—i—l by by

E allora sufficiente usare il Teorema di Confronto e la Proposizione 1.4 per avere la tesia

Sul Teorema di Confronto si basa la dimostrazione dei seguenti Criteri

Criterio del Rapporto (D’Alembert).Sia ZZO:O an, una serie a termini positivi. Supponiamo che esistano
veN, K €]0,1] tali che ”*1 < K, per ognin € N,n > v; allora, la serie converge. Se, invece, esiste v € N

an+1

tale che > 1, per ogni n € N;n > v, allora la serie diverge.

Dimostrazione. Dall’ipotesi %
n

< K per ogni n € N;n > v, segue che

an+1 < Kay, vneN,n>v.
Procedendo per induzione & facile vedere (la dimostrazione viene lasciata al lettore) che
pt1 < Kntl=vg, YneN,n>v

disuguaglianza che significa che la serie data ¢ maggiorata termine a termine definitivamente dalla serie di
termine generale K"*17"a,, che ¢ una serie geometrica convergente perché con ragione K €]0,1[. Dal

Teorema di Confronto segue la tesi, nel primo caso. Se, invece, esiste v € N tale che > 1 per ogni

An41
Qn
n € N,n > v, allora la successione (a,) ¢ definitivamente non decrescente e quindi non pud convergere a

zero; allora, la serie non puo convergere e deve necessariamente divergere.m

12
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. : [ee] n! ] Apt1 1 . . . .
Esempio 2.5. La serie )~ X converge perché si ha . < g perognin e N (la dimostrazione viene

lasciata al lettore).m

11 Criterio di D’Alembert ha il seguente corollario

Corollario 2.6.5ia Y.~ a, una serie a termini positivi. Si hanno i sequenti fatti

i) se L = limsup % < 1, allora la serie converge
n

i) se | = liminf #4L > 1, allora la serie diverge.
Dimostrazione. Sotto 'ipotesi (i), dalla prima proprieta caratteristica del massimo limite segue che per ogni

€ > 0 esiste v € N tale che

an+1
Qn

<L+e Vn > v.
Poiche L < 1 possiamo scegliere € €]0,1 — L] in modo che

Il Lie<1  VYn>w

2
La tesi segue allora dal Criterio del Rapporto. Sotto lipotesi (ii), dalla prima proprieta caratteristica del

minimo limite segue che per ogni € > 0 esiste v € N tale che

an+1
Qn

>[—c¢ Vn > v.

Poiche [ > 1 possiamo scegliere € €]0,7 — 1[ in modo che

An+1
an

>l—e>1 Vn > v.

La tesi segue allora dal Criterio del Rapporto.s
Osservazione 2.2. Nel caso (ii) del precedente Corollario 2.6 non & possibile sostituire il lim inf con il lim sup

come dimostra il seguente esempio; sia data la serie ZZO:O a, dove a,, = % senepariea, = % se n e dispari;

c 12 1
poiché a, < 5%

per ogni n, la serie considerata converge; tuttavia ¢ facile vedere che lim sup % >1m
Esercizio 2.1 E possibile sostituire limsup con lim inf nella (i) del Corollario 2.6 7a

An 41

Esercizio 2.2. Sia ) 7 a, una serie a termini positivi tale che esista lim, “
- n

= 1; ¢ possibile derivare
da tale fatto informazioni sul carattere della serie? m

Esempio 2.6. Proviamo che lim, ‘2—: = 400, per ogni A > 1,b > 0, utilizzando tecniche differenti da
quelle adoperate nel Capitolo 5; consideriamo la serie Zf;l Z—i; grazie al Corollario 2.6 ¢ facile vedere (la

dimostrazione viene lasciata al lettore) che essa converge; quindi per il Corollario 1.2 il suo termine generale

13
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¢ infinitesimo; ne segue facilmente asserto grazie ad una delle proprieta delle successioni (Capitolo 5). In
maniera analoga si pud dedurre il seguente (gia noto) limite notevole lim,, AT? =0,perac€R.u

Dall’esame di questo Esempio 2.6 si deduce che una (possibile) strada da seguire per provare che una
successione (a,) ¢ infinitesima ¢ quella di provare la convergenza della serie Y " ap.

Esercizio 2.3. Dire se la seguente affermazione ¢ concettualmente corretta: “se ¢ €]0, 1] la convergenza
della serie geometrica di ragione ¢ puo essere stabilita solo attraverso 'uso del Corollario 2.6, cioé senza far
uso del procedimento seguito nell’Esempio 1.4 o di altro procedimento” .=

Esempio 2.7. Si studi la serie Zi’f’:l n"—,'L 22", cercando di determinare i valori del parametro x € R per i
quali essa converge.

Notiamo che si ha convergenza per x = 0, mentre se x # 0 ogni termine della serie & positivo. Applichiamo,

per x # 0, il Corollario 2.6 ottenendo

n+1)! n
(n(+J1r)T)+1 g2+l 22 n " aﬁ
n—+1

!
n: xQ’I’L e

nn

relazione da cui segue la convergenza della serie per x €] — /e, /e[ e la sua divergenza per |z| > \/e. Se

e

n! en)oo

|z| = /e, otteniamo la serie seguente > °° 2 e) 1

ne1 nw € che non pud convergere dal momento che (

non decrescente, come si pud provare facilmente (la dimostrazione viene lasciata al lettore), e quindi non

puo essere infinitesima.m

Criterio della Radice (Cauchy).Sia ZZOZO an, una serie a termini non negativi. Supponiamo che esistano
veN K €]0,1] tali che {/a, < K, per ogni n € N,n > v; allora, la serie converge. Se, invece, esistono
infiniti ay, tali che /a, > 1, allora la serie diverge.

Dimostrazione. Dall'ipotesi /a, < K per ogni n € N,n > v segue facilmente che a, < K" per ogni
n € N,n > v, cosicché possiamo affermare che la serie data ¢ maggiorata termine a termine definitivamente
dalla serie di termine generale K™, che & una serie geometrica convergente perché con ragione K €10, 1].
Dal Teorema di Confronto segue la tesi, nel primo caso. Se, invece, {/a, > 1 per infiniti indici, allora
la successione (a,) non puo convergere a zero; la serie data non pud convergere e deve necessariamente
divergere.m

Il Criterio della Radice di Cauchy ha il seguente corollario

Corollario 2.7.Sia ZZO:() a, una serie a termini non negativi. Si hanno i sequenti fatti

i) se L =limsup {/a, < 1, allora la serie converge

i) se I =limsup {/a, > 1, allora la serie diverge.

14
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Dimostrazione. Sotto l'ipotesi (i), dalla prima proprieta caratteristica del massimo limite segue che per ogni

€ > 0 esiste v € N tale che

Yan, < L+¢€ Vn > v.

Poiche L < 1 possiamo scegliere € €]0,1 — L[ in modo che
Ya, < L+e<1 Vn > v.

La tesi segue allora dal Criterio della Radice. Sotto l'ipotesi (ii), dalla prima proprieta caratteristica del
minimo limite segue che per ogni € > 0 esistono infiniti termini della successione ( {/a,) maggiori di L — ¢;
poiché possiamo scegliere € > 0 in modo che L — € > 1 la tesi segue dal Criterio della Radice.m

Facendo uso del Corollario 8.5 del Capitolo 5 ¢ facile vedere (la dimostrazione viene lasciata al lettore) che
se sono verificate le ipotesi del Criterio del Rapporto sono anche verificate quelle del Criterio della Radice;
ne viene che il Criterio della Radice & piu generale di quello del Rapporto. Il seguente esempio mostra che il
Criterio della Radice puo essere applicato allo studio di serie alle quali non e applicabile quello del Rapporto,

di modo che possiamo affermare che i due criteri non sono equivalenti.

34(=D)"

Esempio 2.8. Consideriamo la serie Y/ “z

, che converge come puo essere visto facilmente applican-

7

do il Corollario del Criterio della Radice; invece, il Criterio del Rapporto non & applicabile perché a;—:l =1

Apt1 l . .
~4. = j ber ogni n parim

per ogni n dispari e
Esercizio 2.4. E possibile sostituire limsup con liminf nel Corollario 2.7 7=

Esercizio 2.5. Sia ZZO:O a, una serie a termini non negativi tale che esista lim,, {/a,, e sia uguale ad 1. E
possibile dire qualcosa sul carattere della serie 7=

Dimostriamo adesso il seguente Criterio di Kummer, un risultato di natura molto generale, come vedremo
nel corso del paragrafo; esso infatti estende il Criterio di D’Alembert ed implica anche la validita di altri
interessanti criteri, il Criterio di Raabe ed il Criterio di Gauss; le condizioni contenute nel successivo risultato

sono, inoltre, tanto generali da risultare anche necessarie per la convergenza e/o la divergenza di una serie a

termini positivi, come sara provato dopo

Criterio di Kummer.Sia data la serie ZZOZO an a termini tutti positivi. Supponiamo che esistano una

successione (pn) di numeri positivi, un numero p > 0 ed un indice v € N tali che per n > v si abbia

- pn+1 Z p-
1

15
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Allora la serie ZZO:O a, € convergente. Se, invece, per n > v accade che

Qn

Pn —Pnt+1 <0

Ap+1

. [e’s) 1 . . [ee) \ .
e se la serie ), " o= diverge, allora la serie 3~ a, ¢ divergente.
Dimostrazione. Supponiamo che esistano una successione (p,) di numeri positivi, un numero p > 0 ed un

indice v € N tali che per n > v si abbia

Qn

D — Pn+1 = P

n
an+1
Allora si ha, sempre per n > v,

Pnln — Pn+10n+1 Z Pln+1 > 0

fatto che implica che la serie Zf;;o %(pnan — Dn+1Gn+1) € una serie a termini positivi; studiandone la
successione delle somme parziali, si vede facilmente che essa ¢ superiormente limitata, cosicché la stessa serie
converge; poiché il suo termine generale maggiora definitivamente quello della serie data, quest’ultima deve
allora convergere. Questo conclude la prima parte della dimostrazione. Per completarla osserviamo che se,

per n > v, risulta

G,
Pn —Pnt1 <0
Ap+1
si ha allora, sempre per n > v,
P @nt1
pn+1 (079

Dal momento che la serie ZZO:O p% diverge per ipotesi, si ottiene la divergenza della serie data grazie al
Corollario 2.5.m
Immediata conseguenza ¢ il seguente utile

Criterio di Raabe.Sia data la serie ZZO:O an a termini tutti positivi. Supponiamo che esistano un numero

K > 1 ed un indice v € N tali che per n > v si abbia

n( an —1) > K.
a77,+1

Allora la serie ZZOZO a, € convergente. Se, invece, per n > v accade che
a
n < L 1> <1
An+1

16
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Dimostrazione. Per dimostrare la prima parte della tesi (caso della convergenza) basta applicare il Criterio
di Kummer con p,, = n per ogni n € N e p =K — 1. Per dimostrare la seconda parte della tesi (caso della
divergenza) basta applicare il Criterio di Kummer con p,, = n per ogni n € N.m
Come per il Criterio del Rapporto e della Radice & possibile dare un Corollario del Criterio di Raabe (la

dimostrazione viene lasciata al lettore)

Corollario 2.8.S5ia data la serie Zf;o an a termini tutti positivi. Supponiamo che si abbia

liminfn< an —1> >1

n Ap+1

allora la serie ¢ convergente. Se, invece, accade che

limsupn< an —1> <1

n Ap+41

allora la serie ¢ divergente.

Esercizio 2.6. Facendo uso delle serie Y ° ja, ¢ Y_.° b, dove

Vn € N

2=n n pari an n pari
An = y by = {

3" n dispari 3n n dispari

dimostrare che nel Corollario 2.8 non & possibile sostituire lim inf con limsup e limsup con liminf .=

Esempio 2.9. Studiamo attraverso il Corollario 2.8 la serie armonica generalizzata > oo, —

n=1 no?

per a €

[0, +00[, # 1; a tal fine si ha

n—00 n—oo

1 1ye

== 1++) —1

lim n( = 1) = lim 7( ”1) = q;
(n+1)« n

possiamo quindi concludere che la serie armonica generalizzata converge se e solo se a > 1, mentre diverge

seesolose a<1lm

o) 1

Esercizio 2.7. Studiare il carattere della serie )~ | 7o —logn

al variare del parametro reale positivo a.m
I seguenti due esercizi, assieme ad alcuni dei successivi criteri, dimostrano la forza del Criterio di Kummer
Esercizio 2.8 Sia ) ° | una serie a termini positivi per la quale esiste una costante L €0, 1[ tale che “2+ <

L. Provare che esistono una successione (p,,) C]0,400| ed un numero positivo p tali che p,

an
Ant1 *pn+1 Z D,

per ogni n € N.m

Esercizio 2.9 Sia > ° ) una serie a termini positivi tale che “+ > 1. Provare che esiste una successione
- n

(pn) C]0,400[ tale che S°° L diverge, mentre p, -%2— — p, 41 < 0, per ogni n € N.u

n=0 p,, Ant1
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Possiamo, adesso, dimostrare un Criterio dovuto a Gauss che puo essere usato abbastanza agevolmente nel
caso in cui il Criterio di Raabe non abbia efficacia; anch’esso utilizza il Criterio di Kummer
Criterio di Gauss.Sia Y.~ a, una serie a termini positivi. Siano p €10,+o0o[, K € R, (¢,,) una succes-

sione limitata tali che, definitivamente, si abbia

an, K Un

:1+;+n1+p'

anJrl
Allora, se K > 1 la serie converge, se K <1 la serie diverge.

Dimostrazione. Innanzitutto supponiamo che sia K # 1; dall’ipotesi otteniamo che, definitivamente, si ha

n( n —1>:K—|—w";
Ap41 np

poiché il secondo membro di tale uguaglianza ha limite uguale a K, possiamo concludere che

limn( dn_ _ 1) = K,
n An+41

la tesi segue adesso dal Corollario 2.8. Sia, adesso, K = 1. Applicheremo il Criterio di Kummer scegliendo

pn, = nlogn per ogni n € N;n > 2; si ha

Qn

Yn

nitp

an

1
Dn — pnt1 = nlogn — (n+1)log (n+1) =nlogn [1 + - + } —(n+Dlog(n+1)=

an+ 1 Ap+41

n 1 1 1\" n
(n+ D)flogn —log (n+ 1)] + L2108 _ _ntl,, (”* ) L Unlogn
np n n nP
dal momento che k;% — 0 (Capitolo 5,54); quindi
2% ..
DPn — Pn+1 <0 definitivamente;
Ap+41
poiché >, pi =>, @ diverge (si veda il successivo Esempio 2.10), possiamo concludere che anche

>0 o an diverge.m
Un altro interessante risultato, di diversa natura rispetto ai precedenti, ¢ il seguente criterio dovuto ad Abel

. . . - o0 - - - e . - . . . .
Criterio di Abel.Sia )~ a, una serie a termini positivi, la cui successione delle somme parziali viene

[eS) e
=0

denotata con (s,). Sep € ZN]— 00,0], allora dalla convergenza di ), an seque quella di 2~ P
nte

) an,
n=0 sp4p"

oo (2
N=—p Spip’

mentre, se p € N, dalla convergenza di ZZOZO an seque quella di »_ Viceversa, se >

(oo} An

con p € ZN] — 00,0, converge, allora anche Y - a, converge. Se, invece, y o -

conp € Nyp > 1,

converge, nulla puo dirsi sul carattere della serie Y, .
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Dimostrazione. Lasciamo al lettore il facile compito di provare la prima asserzione, sotto 'ipotesi di conver-

genza della serie > a,,. Adesso, si supponga che Y° | 9= converga e che, per assurdo, Y7 a, diverga;
- =0 5 -
innazitutto si osservi che per ogni n,k € N si ha
Ap+1 + Ap+2 + + An+k >1— Sn (2 1)
5n+1 Sn+2 Sn+k - Sn+k

Dal momento che s,, — +00, per ogni n € N & possibile determinare k,, € N tale che

Sn

1
25, < Sptk, = < >

5n+kn

scrivendo la (2.1) per ogni n € N e per il corrispondente k,, si ricava che

Ap+1 Ap+2 An+k
A R e

Sn+1 Sn+2 SnJrkn

> Vn € N,

N | =

disuguaglianza che contraddice la validita del Criterio di Cauchy per la convergenza. L’assurdo ottenuto
permette di provare la seconda parte della tesi, quando p = 0; lasciamo al lettore la facile dimostrazione

della tesi per i valori negativi di p € Z. Infine, si consideri la serie z:f;o(n!)2 che diverge e si osservi che, al

oo (2
n=0 sp41

(o) QAq,
n=0 s,4p

contrario, » converge e, quindi, anche converge, per p € N;p > 1. La dimostrazione ¢

conclusa. =

Come gia annunciato, si vuole, adesso, sottolineare che le condizioni contenute nel Criterio di Kummer sono
anche necessarie per la convergenza o divergenza di serie a termini positivi, come la seguente Proposizione
(che utilizza anche il precedente Criterio di Abel) dimostra

[eS)
=0

Proposizione 2.9.5ia )" a, una serie a termini positivi. Si supponga che essa sia convergente. Allora,

Rp41
an

posto p, = n € N, (Ry resto k-esimo) si ha py,

Qn

“11 — Pnt1 = 1, per ogni n € N. Se, invece, si suppone
3

che .7 qan sia divergente, posto p, = =2,n € N, (s termine k-esimo della successione delle somme

ap’

a

s Dyl = —1, per ognin € N.

parziali) si ha Y o pi divergente ed anche py -

La dimostrazione, molto semplice, viene lasciata al lettore.

Proponiamo, anche, il seguente interessante

Esercizio 2.10. Sia ) a, una serie a termini positivi convergente. Sia Ry, il resto k-esimo della serie data.

o [£27%
n=0 R,

an

L SR ; ; 1 _
4= converge (si osservi che lim,, T = +00).m

Provare che la serie ) diverge, mentre la serie >

Altro fondamentale risultato per lo studio di ampie classi di serie a termini non negativi e il seguente
Criterio di Condensazione di Cauchy.Sia data una serie Y . a, a termini non negativi tale che la
successione (an) sia non crescente. Allora, la serie data ha lo stesso carattere della serie Y - 2" agn.
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Dimostrazione. Notiamo che dalle ipotesi fatte segue (la dimostrazione viene lasciata al lettore) che, per
ognin € Nyn > 1, si ha

agn + + Aon+1_1 S 2”@271

da cui segue facilmente che se la serie Y a, diverge anche > °° (2" agn diverge; mentre, se > > /2™ agn

oo

»—o Gn converge. D’altra parte (la dimostrazione viene lasciata al lettore) si ha

converge, anche

Aon—141 + ...+ asn 2 2”@271

DN | =

per ogni n € N,n > 2; ne viene facilmente che se la serie Y~ a, converge anche la serie > 2 2" agn
[eS) n . 00 .
converge, mentre, se »_ - 2™ asn diverge anche ) " a, divergem

Esempio 2.10. Si studi la serie Z+°° —L o al variare di o, B €0, 400

n=2 nonf n

Poiché la serie data € una serie a termini positivi ed a,, > a,1 per ogni n € N,n > 2, possiamo utilizzare il
Criterio di Condensazione di Cauchy; dobbiamo allora studiare la serie seguente

= on = 1

7; (27) In” (2n) - Z (20-1)npf 1P 2

n=2
che puo essere agevolmente studiata con il Corollario 2.6; si ha

1
nt1 @O (nt)fmP2 1 ( n )B

On 1 T 9a-1\p41

(20=1)nnB Inf 2

da cui segue che

. a 1 1
lim —2+

no Qp 20-1"
Ne viene che la serie in esame converge se a > 1, con [ arbitrario e diverge se o < 1, con 3 arbitrario; se
« = 1 nulla possiamo dire utilizzando il Corollario 2.6; tuttavia, per o = 1, sempre applicando il Criterio di
Condensazione, si ricava facilmente che la serie da studiare ha lo stesso carattere della serie
- 2" - 1
n; P (2n) 2::2 I’ (27)

che, come si vede facilmente, ha lo stesso carattere della serie armonica generalizzata; concludiamo, quindi,

che la serie da studiare converge per a = 1,3 > 1, mentre diverge per a = 1,0 < 1.u

83. Maggiorazione dell’errore.
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I termini della successione delle somme parziali di una serie convergente forniscono una approssimazione
del valore del numero somma della serie stessa; e chiaro che sarebbe auspicabile, in ogni caso, conoscere
una stima di tale approssimazione, ottenere cioé quella che viene comunemente chiamata maggiorazione
dell’errore che si commette sostituendo al valore della somma di una serie convergente un opportuno ter-
mine della successione delle somme parziali della stessa serie. In tale paragrafo vogliamo osservare che
maggiorazioni simili possono essere ottenute per serie a termini positivi convergenti, qualora esse verifichino
le ipotesi del Criterio del Rapporto o della Radice oppure quelle del Criterio di Raabe; infatti, un’analisi
attenta delle loro dimostrazioni prova che nei primi due casi il resto n-esimo della serie viene maggiorato,
definitivamente, dal termine generale di una serie geometrica, mentre nell’altro caso esso viene maggiorato,
sempre definitivamente, dal termine generale di una serie telescopica, serie delle quali sappiamo calcolare la
somma; cosicché possiamo maggiorare la quantita |S — s, |, definitivamente, con quantita che permettono la
valutazione dell’errore. I seguenti esempi illustrano quanto detto

Esempio 3.1. Consideriamo la serie > % e dimostriamone la convergenza attraverso 1'uso del Criterio

di Raabe; a tal fine si ha

L 3_ .3 2
n< n 1>n(n+1) n :371 +3n+1>3 VneN,n > 1.

1 n3 n2

(n+1)3
Dalla dimostrazione del suddetto Criterio segue che il termine generale della serie data ¢ maggiorato dal
termine generale della serie telescopica seguente Y | 1 (n# —(n+ 1)@); allora detta S la somma di
tale serie si ha

I S S N N (RN N P S
- n:1n3_ n3 — 2\n2 (n+1)2) (p+1)2 b

n=p+1 n=p+1

che ¢ la maggiorazione richiesta.m

Esempio 3.2. Consideriamo la serie Y > 7% ed applichiamo ad essa il Criterio del Rapporto; sappiamo
gia che
1
Intl < - Vn € N;
an 2

ne viene che (si veda la dimostrazione del Criterio del Rapporto)

1
Apyp < 2—pan Vn,p € N

e quindi, detta S la somma di tale serie, si ha che

L e ! 1 I |
0£5-3 R Y =S s s m
n=1 n=p+1 h=1 1
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che ¢ la maggiorazione richiesta.m
Osserviamo anche che per avere una maggiorazione dell’errore € in realta sufficiente essere in grado di
maggiorare, per ogni n € N, il resto n-esimo della serie data con una serie della quale sappiamo calcolare la

somma; in questo modo € stato provato che il resto g-esimo della serie ZZO:O % puo essere maggiorato con

1.

a17; e viene che vale la disuguaglianza seguente

"11
T

che, ancora una volta, permette di valutare l’errore che si commette sostituendo al reale valore di

” ’7

; se, per esempio, si vuole calcolare ”"e” a meno di ﬁ ¢ sufficiente fare in modo che

nn

il numero Y7

q—}q < 04, il che avviene per ¢ = 7 (primo intero per cui la precedente disuguaglianza ¢ vera); allora siamo
sicuri che
7
1 1
0se=d i <im

ottenendo cosi 'approssimazione cercata.
Esempio 3.3. Trovare una maggiorazione dell’errore per la serie 220:1 #, che, come é noto, converge.

Notiamo che si ha

1 1 1 1 1 1
§4:( —) Vn e N,n > 2.
n—1 n

Detta S la somma della serie si ha cosi

Pl 1
_ZE SF

1 VpeN,p>2m
n=1 p

84. Convergenza assoluta. Proprieta Commutativa. Proprietd associativa..

Se i termini di una serie reale non sono di segno costante o se abbiamo da studiare una serie a termini
complessi possiamo utilizzare pochi dei precedenti risultati. In questo paragrafo vogliamo, innanzitutto,

illustrare una condizione sufficiente per la convergenza di serie generali.
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Definizione 4.1.Data una serie numerica ZZOZO an diremo che essa converge assolutamente se converge la
serie Yoo |an|.
Lo studio della serie Y |an| pud essere effettuato pitt agevolmente dello studio della serie iniziale perché
essa € a termini reali non negativi e quindi possiamo utilizzare un buon numero di Criteri; la convergenza
di >°7°  lan| implica, poi, la convergenza di Y a,, come il seguente risultato di immediata dimostrazione

prova

Teorema 4.1.0gni serie numerica ZZOZO a, assolutamente convergente é convergente.
Dimostrazione. La dimostrazione ¢ immediata conseguenza dell’applicazione del Criterio di Convergenza di

Cauchy alle serie Y7 jan e > " |ay|, una volta che si tenga conto della ben nota disuguaglianza

lan + ant1 + oo+ anap| <lan] + lant1] + oo + |@npl Vn,p € N.u

[e%e] 2™

n—0 o7 converge assolutamente per ogni z € C.m

Esercizio 4.1. Provare che la serie
Lo studio della serie Y - |a,| non ha, invece, alcuna utilita per lo studio di Y>> ; @, quando > - |a,| =
400, come il seguente esempio dimostra

oo (=)™
n=0 n+1

Esempio 4.1. La serie > converge, come dimostreremo fra poco, ma non assolutamente; consi-

deriamo la successione (s,,) delle somme parziali di tale serie, cioé la successione di termine generale

1 =4
n=1—=4+=— — Y N
S + 3 il n e
ed osserviamo che
1 1
S2p42 = S2p + Vn e N;

Mm+1 2n+2

1

T si deduce che

. 12 1
poiché > 573

Son42 > San Vn € N;
quindi la successione (sg,) € crescente e puod solo convergere o divergere positivamente (Capitolo 5); in
maniera analoga (la dimostrazione viene lasciata al lettore) si prova che la successione (s2,41) € decrescente

e puo solo convergere o divergere negativamente (Capitolo 5); d’altra parte

1 n—oo

Son+1 — S2n = m

fatto da cui segue facilmente che né (sa,) né (s2,+1) possono divergere; quindi entrambi queste successioni

devono convergere ed anzi esse devono convergere allo stesso numero; poiché ogni termine della successione
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delle somme parziali appartiene a (sa,) oppure a (S2,+1), possiamo concludere che (s,,) deve convergere che
¢ quanto volevamo dimostrare.m

Esempio 4.2. Determinare i valori del parametro x € R per i quali converge la serie Y - n (e% — 1) z".
Innanzitutto, osserviamo che essa converge per x = 0; quindi consideriamo la serie dei valori assoluti ed

applichiamo ad essa il Corollario 2.6

e"-l*-ll —1 ‘x|n+1
n+1

- — |z se n — 0o

et |z

(si noti che si ¢ fatto uso di un limite notevole provato nel Capitolo 5); quindi la serie data converge se

|x| < 1; possiamo, anche, dire che la serie diverge per « > 1, mentre per x < —1 si ha n (e% — 1) |x|™ — oo,

1
cosicché la serie non pud convergere; studiamo adesso la serie per |z| = 1, osservando che lim,, <=L = 1;
5

possiamo concludere che la serie non puod convergere per |z| = 1.

Una nozione molto importante, strettamente legata a quella di assoluta convergenza, ¢ la seguente

Definizione 4.2.S5ia ZZOZO an, una serie numerica reale o complessa e sia m : N — N una applicazione
S . 0 . Lo ) . 00 .

biunivoca; la serie ) " ar(n) 80 chiama riordinamento della serie data. La serie )~ a, viene detta

incondizionatamente convergente se ogni suo riordinamento converge (in questo caso, si dice anche che
o0 . \ .

Y om0 Gn gode della proprieta commutativa,).

Si ha il seguente importante risultato

Teorema 4.2.5ia Y, a, una serie assolutamente convergente. Allora, essa ¢ incondizionatamente con-
vergente. Inoltre, ogni suo riordinamento ha la stessa somma.
Dimostrazione. Innanzitutto, supponiamo che a, > 0 per ogni n € N. Sia 7 : N — N una applicazione

biunivoca e sia ZZO:O e (n) il relativo riordinamento; detta A la somma della serie, si ha che
Ar(0) + r(1) + oo+ Arim) < A Vm € N;

quindi la successione delle somme parziali della serie ZZO:O ar(n) € monotona e superiormente limitata; allora

converge e il suo limite B non supera A; d’altra parte, la serie ZEOZO an puo essere vista come riordinamento

o0

nep On @ termini di

della serie > ar(n); si ottiene cosi che B > A, da cui segue che A = B. Sia, ora, )

segno arbitrario; posto

= max(a,,0), a,

a n

= max(—an, 0), ai(n) = max(ar(n),0), ar(ny = max(—anr(n),0) Vn €N,
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si ha

0<at,a, <|anl, Vn € N.
Dalla assoluta convergenza segue allora la convergenza delle serie
o0 o0
+ —
> an ) e
n=0 n=0
. 7 o0 + oo — —
Poiché >~ , ariny © Yoo a,(, sono riordinamento delle serie S pat e >0 a,, rispettivamente, es-

se convergono con somma uguale a quella delle serie di cui sono riordinamento, per la prima parte della

dimostrazione. D’altra parte si ha

Vn € N

—at —a- gt -
Un = Qg = g5 Qr(n) = Q) = Opiyys

uguaglianza da cui segue facilmente la tesi.m

L’ipotesi di assoluta convergenza non puo essere tolta dal precedente risultato come dimostra I'importantis-
simo

Teorema di Riemann-Dini. Sia Z;’;O a, una serie reale convergente, ma non assolutamente convergente.
Allora, per ogni o, 3 € R,—o00 < o < 8 < 400 esiste un riordinamento >~ Qr(n) di >0 o an tale che,

detta (0,,) la successione delle somme parziali della serie riordinata, si ha
liminf o, = «, limsup g, = 5.
n n

+ _ . . N
Dimostrazione. Le serie >~ ja}, > a, sono entrambi regolari, ma nessuna delle due pud converge-
re; infatti, se fossero entrambi convergenti, allora ZZO:O a, sarebbe assolutamente convergente, mentre se
una sola convergesse allora Y a, sarebbe divergente. Siano (k,), (hn) sottosuccessioni crescenti della

successione (n), . tali che ag, > 0,as, < 0,n € N; allora o gk, = +00,>. 0" jap, = —oo. Siano

(o), (Bn) C R tali che
fo>0,an =, Bp = fran Sa< B <Py Vn € N.
Siano ng, mg € N i piu piccoli interi tali che
no no mo
> ak, > 6o, Y ak, + Y an, <ap;
n=0 n=0 n=0

siano, poi, n1,m1 € N,ny > ng, mp; > mg, i piu piccoli interi tali che

Zak +Zah + Z akn>ﬁ1,zak +Zah + Z ay, + Z an, < ai;

n=nog+1 n=no+1 n=mo+1
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in generale, per ogni p € N, siano ny, m, € N,n, > n,_1,my, > m,_1, i pitt piccoli interi tali che

Zak +Zah T S S P o 1

n=ng+1 n=mo+1 n=ny_1+1
p Myp
E ag, + E ap, + E ag, + E + ...+ E ag, + E ap,, < Qp.
n=0 n=ng+1 n=mo+1 n=np_1+1 n=myp_1+1

Si ottiene quindi un riordinamento della serie data tale che

0< Zak +Zah + Z ag,, + Z et i ak, | = Bp =

n=nog+1 n=mo+1 n=np_1+1
np

E ag, + E ap,, + E ag, + E Qp,y + e+ E Ak, = A, | — Bp + ak, < ak,

n=no+1 n=mo+1 n=np_1+1

np ’mp
0<ay — E ag, + E ap,, + E ag, + E e F g ay, + E ap, | = ap—
n=0 n=ng+1 n=mo+1 n=np_1+1 n=myp_1+1
Np Myp

E ar, + E ap,, + E Ak, + oo F E ag, + E Ah, =y, | = Ohy,y < =0y

n=no+1 n=np_1+1 n=mp_1+1

per ogni p € N,p > 1; poiché a,, — 0, si pud concludere che esistono due estratte di (o,,) convergenti, una
ad «, laltra a (. Inoltre, se si considera una qualunque altra estratta convergente di (o,) ¢ facile vedere
(la dimostrazione viene lasciata al lettore; si usi la minimalita degli indici ny,, myp) che il suo limite non puo
essere inferiore ad a né superiore a (3, cosicché la tesi € acquisita.m

Esercizio 4.1. Enunciare, e poi dimostrare, la versione complessa del Teorema di Riemann-Dini.m

Accanto alla proprieta commutativa € naturale considerare la proprieta associativa per le serie numeriche.
Definizione 4.3.Diremo che una serie Zf;o an gode della proprieta associativa se raggruppando in maniera
arbitraria un qualunque numero finito di suoi termini consecutivi si ottiene una serie che ha lo stesso carattere
di quella iniziale.

Le serie regolari godono della proprieta associativa, mentre essa non vale per le serie non regolari, come il

seguente teorema ed i seguenti esempi provano

Teorema 4.3.5ia Y.~ an una serie regolare. Se (k) denota una successione crescente in N, con ko = 0,

la serie
o knt1—1
E b, dove b, = E ap
n=0
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ha lo stesso carattere della serie data; in particolare Y " an =Y "o by.

Dimostrazione. La tesi segue immediatamente dall’osservazione che la successione delle somme parziali della
serie Y, b, € una sottosuccessione della successione delle somme parziali della serie Y7 a,,.m

Esempio 4.3. Si consideri la serie > 2 ja, = >, ,(—1)", che & indeterminata. E semplice vedere che la
serie Z:O:O(agn + agn+1) converge ed ha somma 0, mentre la serie ag + Z?:O(agnﬂ + agnt2) converge ed
ha somma 1.=

Esercizio 4.2. Data la serie dell’Esempio 4.3 dire se ¢ possibile associare i suoi termini in modo che la serie
cosi ottenuta sia indeterminata; dire anche se ¢ possibile associare i suoi termini in modo che la serie cosi
ottenuta sia divergente.m

Esercizio 4.3. Dire se esiste una serie Y~ a,, indeterminata tale che sia possibile associare in due differenti

modi i suoi termini in modo da ottenere una volta una serie convergente ed una volta una serie divergente.m

§5.Serie del tipo > an by,

In questo paragrafo studieremo una classe di serie molto interessanti, cioé le serie del tipo ZZOZO an b, dove

(an), (by) C C. Per lo studio di tali serie & particolarmente utile la seguente Formula di Sommazione per

Parti (di Abel) (dove A, = >} _jan,n € N)

q q—1
D anbn =Y (An = Ap-1)(br — bagr) + (Ag — Ap1)by VgpeN,p=1,g=p
h=p h=p

che utilizzeremo per provare alcuni Criteri di Convergenza; si ha, per ¢ > p > 2,

q q q q
Z anby, = Z(Ah —Ap_1)by = Z Apby, — Z Ap_1by =
h=p

h=p h=p h=p

q g—1 qg—1
Z Ahbh - Z Ahbh+1 = Z Ah(bh - bh+1) - Ap—lbp + Aqbq =
h=p h=p

h=p—1
g—1 qg—1
Z Ah(bh — bh+1) + Aqbq — Z Apfl(bh — bh+1) — Apflbq =
h=p h=p
qg—1
Z(Ah —Ap_1)(bp, — bpy1) + (Ag — Ap_1)byg Vg,p eN,p>1,9>p.
h=p
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Dimostriamo subito il primo dei Criteri annunciati, notando che la Formula di Sommazione per Parti serve
non solo per garantire la convergenza della serie data (sotto opportune ipotesi), ma anche interessanti

maggiorazioni dell’errore per serie trattabili con i Criteri seguenti

Criterio di Dirichlet.Siano (ay), (b,) C C, A, = >, _, ap con (A,) limitata da M > 0 e (b,) a variazione
totale limitata (cio€ tale che >, |bn — bry1| converga) ed infinitesima; allora la serie y ;- ap by converge

e si ha la sequente maggiorazione dell’errore

Zahbh §2M2|bh—bh+1| Vp eN
h=p h=p

Dimostrazione. Applicando la Formula di Sommazione per Parti si ha facilmente che
q q
Zahbh §2MZ|bh—bh+1|+\bq| Vp,q € N,q > p;
h=p h=p
fissato, adesso, € > 0 esiste m € N tale che

q
€
Z|bh_bh+1|<m Vp,aeN,g>p>n

h=p

€ —

grazie alle ipotesi; da tali disuguaglianze segue la convergenza della serie data. La maggiorazione dell’errore
si ottiene facendo tendere ¢ — oo nella Formula di Sommazione per Partim

Esercizio 5.1. Dimostrare che ogni successione reale monotona e convergente ha variazione totale limitata.m
Esercizio 5.2. Siano Y .-, &y, Y .o Yn Successioni reali assolutamente convergenti ed a €0, +oo[. Dimo-

strare che la successione (a,) C C, dove

1+ z,)*+ iy, n=2h,heN
an = Vn €N
1 n=2h+1,heN

ha variazione totale limitata.m
Una importante conseguenza del Criterio di Dirichlet e il seguente Criterio di Leibnitz, che si utilizza molto

spesso per determinare la convergenza di serie numeriche reali con termini di segno alterno

Criterio di Leibnitz.Sia (z,) una successione di numeri reali non negativi, non crescente ed infinitesima.
Allora la serie a segni alterni Y .- (—1)"z, converge. Inoltre, detta S la somma della serie e (s,) la

successione delle somme parziali, si ha la seqguente maggiorazione dell’errore

o0

|S = spa1| = Z(_l)hzh <ap VpeN,p=>1

h=p
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Dimostrazione. E sufficiente applicare il Criterio di Dirichlet con a, = (—1)",b, = z, per ogni n € N
per avere la convergenza; inoltre, dalla Formula di Sommazione per Parti segue facilmente la maggiorazione
richiesta dopo aver osservato che A — A,_; puo assumere solo i valori —1,0, 1.
Esercizio 5.3. Dare una dimostrazione del Criterio di Leibnitz basandosi sulla tecnica usata nello studio
della serie Y7, # dell’Esempio 4.1. Detta, come uso comune, (s,) la successione delle somme parziali
della serie in esame, dimostrare anche la maggiorazione dell’errore ottenuta nel suddetto Criterio utilizzando
la monotonia di (sa,,) € di (s2/,41)m
Criterio di Abel.Siano (ay),(b,) C C, A, = >.)_yan con (Ay,) convergente, (b,) a variazione totale

limitata; allora la serie Y anb, converge. Inoltre, si ha la sequente maggiorazione dell’errore

oo
E anby,
n==k

Dimostrazione. Applichiamo la Formula di Sommazione per Parti ottenendo facilmente quanto segue

< sup [Ap — Apal (2D (b — baga| + (x|
heN,h>k n=Fk

q q
> an by SiI;P|Ah*Ap—1| > b = bagal + [bgl | 5
Zp

h=p h=p

la prima parte della tesi segue subito se osserviamo che la quantita in parentesi tonda e limitata, diciamo
da k > 0, e che fissato € > 0 esiste m € N tale che |4}, — A, 1| < &% per ogni h > p — 1 > 7. Per quanto
riguarda la maggiorazione dell’errore, direttamente dalla maggiorazione e dalla semplice maggiorazione |b,| <

ZZ:,, |br, — bpg1| + |bp| si ricava che

q q
> anbn < sup Ay, — Ay 23 " |bn — baya| + [by]
Zp

h=p h=p

da cui, per ¢ — 00, la seconda parte della tesi.m

Esempio 5.1. Si studi la serie Y ., sinnd con i parametri 6 € [0, 27), o €]0, 4-00[,n € N,n > 1.

ne

Se a > 1 la serie converge assolutamente, poiché “;‘L—fﬂ < n% per ogni € [0,27]. Se, adesso, o < 1,

supponendo 6 # 2hm, h = 0,1,2, possiamo applicare il Criterio di Dirichlet con a, = sinnf e b, = n%,
. . . . . n N . . . .

se riusciamo a far vedere che la successione di termine generale A, = >, ;| aj ¢ limitata (si noti che tale

successione non puo convergere per i valori di € in esame, altrimenti lim,, sinnf = 0, mentre sappiamo che

(sinnd) non converge (Capitolo 5,89); quindi non possiamo applicare il Criterio di Abel); a tal fine si ha

Z(COS h + isin ho) = Z(COSG +isin@)" = (cosf + isin ) x
h=1 h=1

1 — (cosf + isinf)"+1
1— (cos@ +isinf)

1 — (cos(n+1)0 +isin(n + 1)0)
1— (cosf +isind)

= (cosf + isin0)
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da cui segue

z":( b0+ i sin h8) \/(1 — cos(n + 1)6)2 + sin®*(n + 1)6
cos isin = =
h=1 \/(1 —cosf)? +sin? 0
2-2 1
V' cos(n + 1)0 < 2 Vn € N;

V2 —2cosf V2 —2cosb

poiché
n

Z(cos hé + isin h) = Z cos hf + i Z sin hf
h=1 h=1 h=1

ricaviamo che

n n 2
sin hl| < coshf +isinhf)| < ———— Vn € N
}; - 2( = V2 —2cosb

da cui la richiesta limitatezza; osserviamo infine che se 8 = 2hw, h = 0,1,2, la serie converge perché con
termine generale nullo.m

Esercizio 5.4. Studiare la serie oo | <22¢ con 6 € [0, 27], o €]0, +oo[.m

Esempio 5.2. Sia (s)) la successione delle somme parziali della serie armonica, cio€ sia s, =1+ 3 + 3 +

s ]l?,p € N,p > 1; si studi la serie

e n

ns
n=1 n

al variare del parametro reale x.

Osserviamo subito che per x = 0 la serie & convergente; possiamo quindi supporre x # 0 e studiare, per

cominciare, la serie dei valori assoluti; cio equivale ad analizzare la serie data per x positivo. Applichiamo il

Corollario 2.6, ottenendo

wn+1

(it Dsnta n Sn n 1
o =z =z 1-— — T se n— oo
. n+158,11 n+1 (n+1)sn41

la serie data convergera allora assolutamente per |z| < 1, mentre non convergera (e quindi divergera) per
x > 1. Studiamo, adesso, la serie per x = 1; la serie data diverge, come segue subito applicando il Criterio
di Abel del §2. Se adesso x = —1 otteniamo una serie a segni alterni, che converge per il Criterio di Leibnitz
(la dimostrazione viene lasciata al lettore). Infine, proviamo che la serie data non converge per x < —1,
dimostrando che per tali z il termine generale della serie non tende a zero; scriviamo il valore assoluto di

tale termine come segue
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ed osserviamo che 2—‘: — 00 poiché |z| > 1 (si usi uno dei limiti notevoli studiati nel Capitolo 5), mentre

22 — 0 grazie al Teorema di Cesaro relativo al limite della Media Aritmetica di una successione (Capitolo

n
5); quindi % — +00; possiamo cosl concludere che la serie data converge se e solo se x € [—1,1[.=
LSn

Infine, dimostriamo un semplice, ma interessante, risultato relativo alle serie con termini di segno alterno
Proposizione 5.1.5ia data la serie > - (—1)"a, a termini reali e si supponga che (ay) ¢ definitivamente
monotona. Allora la serie data non puo divergere.

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che possiamo supporre che (a,) sia monotona non solo definitiva-

mente, grazie all’Esercizio 1.3. Si ha
Sop = Qg — (a1 — CLQ) — (a3 — 0,4) — e — (agn_l — Clgn) Vn € N,

Sopt1 = (ao — al) + (CLQ — 0,3) F o + (agn — a2n+1) Vn € N,

se (ay,) € non decrescente (risp. non crescente) si ha so, > ag (risp. s2, < ag), cosicché (s, ) non puo divergere
negativamente (risp. positivamente); se (a,) & non decrescente (risp. non crescente) si ha sa,11 < 0 (risp.
Son41 > 0), cosicché (s,) non puod divergere positivamente (risp. negativamente). La tesi & cosi acquisita.m
La serie Zf;l % dell’Esempio 5.2 ¢ indeterminata per < —1 (il lettore provi che la successione che genera
tale serie ¢ definitivamente monotona, per |z| > 1).

oo

Esempio 5.3. Si studi il carattere della successione {(Z)}
@
n

el e

- . . ! . .
quindi se a > 0 la serie data converge assolutamente e si ha anche (n) — 0. Esaminiamo, adesso, il caso

e della serie > (g), al variare del
n=0

parametro o € R\ N.

Innanzitutto, consideriamo la serie Y -, e la studiamo attraverso il Criterio di Raabe; per n tale

che n — a > 0 si ha

a < 0; osserviamo, intanto, che

@
n+1 n—ao
«a n+1
n
quindi, se a < —1, la successione {’ ( ) ‘} & non decrescente e quindi non infinitesima; allora la serie
oo
oo (67 N N N . o
Do ,, | lOn puo convergere, cosi come non puod essere regolare la successione n che, essendo
n=0
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con termini di segno alterno (la dimostrazione viene lasciata al lettore), se fosse stata regolare avrebbe
potuto aver solo limite nullo; inoltre, applicando la Proposizione 5.1 possiamo concludere che la serie data

¢ indeterminata. Adesso proviamo che la successione da studiare € infinitesima per —1 < a < 0; a tal fine

. «
osserviamo che n

mentre negativo se n e dispari; quindi {< 20:1 )}

o0
} ¢ decrescente, come gia provato, e che ogni suo termine ¢ positivo se n € pari,

n=0
o0

o0
¢ decrescente, mentre @ ¢ crescente;
2n+1

n=0 n=0

allora esistono [, € [0, 4+00], I4 € [—00,0] tali che

. « . «
lp‘42n<2n> Jd“%p<2n+1>’
.. « . o
hmnlnf (n) =lg, hm:up (n) =l.

Usiamo adesso il Teorema 8.1 di Cesaro (Capitolo 5) per ottenere

quindi

i inf ala=1).(a=n+1)+1) —ala—1)...(a—n+1)

<l <
n (n+1)! —n! ==

(a—1D.la=(n+1)+1)—ala=1)..(a—n+1)
(n+ 1) —n!

«
I, < limsup
n

equivalente a

(a—1)...la—n+1l)a—-—n-1
n! n+1-1

. yala=1) . (a—n+l)a—-—n-1 . !
hnhmf ] P — gldglpghmnsup

cioé

n n n

—n-1 —n-1
lim inf (Z) a-n=- <lqg <1, <limsup (2) a-n=-

da cui segue che

_ldgldglp § _lp

e quindi che

lg =1, =0;

quindi la successione data € infinitesima se e solo se @ > —1; nel caso —1 < a < 0, da quanto sin qui ottenuto

si ricava facilmente, attraverso il Criterio di Leibnitz, che la serie da studiare converge.m

86. Prodotto secondo Cauchy di due serie.
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In questo paragrafo facciamo alcune osservazioni relative ad un particolare modo di moltiplicare due serie,

dovuto a Cauchy e percio detto prodotto secondo Cauchy di due serie numeriche.

Definizione 6.1.Siano fozo Qn, Zf:o b, due serie numeriche; chiameremo serie prodotto secondo Cauchy
delle due serie date la serie E:O:o cp dove ¢, = Z:o ap bp—n, per ognin € N.

La definizione di prodotto secondo Cauchy potrebbe a prima vista sembrare “strana” ed inutilmente com-
plicata; tuttavia chiediamo al lettore di accettarla, senza porsi, per il momento, troppe domande; quando
si studieranno le serie di potenze (Capitolo 17) si capira il vero motivo di tale definizione; per il momento
possiamo limitarci ad osservare che il prodotto cosi definito ha alcune buone proprieta, che fra poco illustre-
remo. Avendo introdotto il prodotto di due serie & del tutto naturale chiedersi se il prodotto di due serie
convergenti (assolutamente) & convergente (assolutamente) e se, una volta acquisita la convergenza della
serie prodotto di due serie convergenti, la somma di tale serie prodotto non sia il prodotto delle somme delle
due serie fattori; purtroppo (o fortunatamente ?) non tutto quanto ¢ desiderabile accada si verifica, come il
seguente esempio dimostra.

Esempio 6.1. Presentiamo un esempio di serie convergenti il cui prodotto secondo Cauchy non converge.

—1)" . . S . . R
Sia data la serie Zn 0 \/7 che & una serie convergente, poiche il suo termine generale verifica, come &
facile vedere, tutte le ipotesi del Criterio di Leibnitz per le serie a termini di segno alterno. Proviamo che
il prodotto secondo Cauchy di tale serie per se stessa non converge; ricordiamo che il termine generale della

serie prodotto di due serie date Y7 an, > oo by € il numero ¢, = > _y apbp_p, cosicché si ha

n 1)n—h
n — a b’l’L* == 7L V?’L E N.
h;h " Z\/thl\/n h+1 Z\/h+1n_h+)

Operiamo adesso come segue
0<(Wh+l—-Vn—h+1)2=(h+1)+n—-h+1)=2/(h+1)(n—h+1)=
n+2)—2/(h+1)(n—h+1) e n+2)>2/(h+1)(n—h+1) <

2 1
< vn € N.
n+2 7 /(h+1)(n—h+1)

. n 1 . 4
Ogni addendo della somma ), TrmeTm ¢ allora minorato dalla stessa quantita, cioé — +2, cosicché
possiamo scrivere, per n pari,

1 S 2n +1

RPN (v e R
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se la serie prodotto convergesse, dovremmo avere lim ¢, = 0, fatto che sicuramente non puo verificarsi, dal
momento che liminf ¢y, > 2.m

Esercizio 6.1. Provare che la serie prodotto secondo Cauchy delle serie Y7 (;Jlr)ln ed. ", % non

converge.m
Visti gli esempi precedenti e visto che sarebbe naturale pretendere la convergenza della serie prodotto di due
serie convergenti, ci si chiede quali condizioni vanno aggiunte alla semplice convergenza delle due serie per
ottenere la convergenza della serie prodotto; enunceremo due di tali condizioni, la prima delle quali & forse

la piu nota

Teorema di Mertens.Siano date due serie Y .- an, Y oo bn convergenti, una assolutamente. Allora la
serie prodotto converge.

Dimostrazione. Indichiamo con (A4,), (By,),(Cy) le successioni delle somme parziali delle serie > a,,
oo 0 bns Done €, rispettivamente e con A la somma della serie Y 2 a,. Ricordiamo che, a norma di
definizione, si ha

Co = aobo
C1 = a0b1 + a1b0
co = agbs + a1by + aszbg

Ne segue che per ogni n € N si ha

C,, = agbg + agb1 + a1bg + agbs + a1b1 + azbg + ....... +
agby, + a1bp—1 + agby_o + ... + ap—1b1 + apby =

aan + aan_l + a2Bn_2 + + CLnBQ
e quindi

C, =aoB, +a1Bp_1+a2Bp_2+....... + a,Bg =
ao(Bp, — B+ B) 4+ a1(Bp—1— B+ B)+a2(Bn—2— B+ B)+ ... +an,(Bo— B+ B)=
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(ao + a1 +ag + ... + an)B —+ ao(Bn — B) + al(Bn_l — B) + ag(Bn_Q — B) + -+ an(BO — B) =

BAn - aoRn+1 - aan - aan,1 — . aan

dal momento che BA,, — BA, la tesi sara acquisita una volta che faremo vedere che agR,+1 + a1 R, +

asR,_1+ ...+ a,Ry — 0; a tal fine si ha, intanto,
lagRy+1 + a1 Ry + a2Rp—1 + ... + anR1| < |aoRp41] + a1 Ry| + |aeRp—1| + ... + |an R4 ]| (6.1).

Per ipotesi sappiamo che esiste A* € R che & somma della serie Y |a,| e che lim,, R,, = 0 (Esercizio 1.2)

cosicché esiste L € R tale che |R,,| < L per ogni n € N; fissiamo, adesso, € > 0; esiste v; € N tale che

ed esiste v, € N tale che
€
lant1] + |anta] + |ants| + ... + |antp| < T 1L Vn>wvy,peNp>1 (6.3);

applicando alla (6.1) le relazioni (6.2) e (6.3) otteniamo, scegliendo n > vy +v5 (da cui n — vy + 1 > 1vs)

lao Ryt 1+a1 Ry +agRy—1+...+an Rl < (|aol [Rnt1]+-.+|an—u, [ [Ro 11]) +([@n—r; 41| [Ro, [+ Flan] [Ra]) <

€ € € €
- + L(lan—v a) < A* L -

(laol + v + I ) (A1) =

L’ultima disuguaglianza & quanto si voleva ottenere.m

Teorema di Hardy.Siano fo:l Qs Zzo:l b, due serie convergenti con somma A, B, rispettivamente, e sia
>0 ¢n la loro serie prodotto secondo Cauchy. Supponiamo che le successioni (nay), (nb,) siano limitate.
Allora la serie > -, ¢, converge (ad AB).

La dimostrazione di tale Criterio viene postposta di poco, poiché essa utilizza alcune osservazioni che servi-
ranno anche per provare il successivo Teorema di Abel.

Risultati totalmente positivi si ottengono, invece, quando si considera la convergenza assoluta o quando
si cerca di calcolare la somma della serie prodotto (convergente) di due serie convergenti come i teoremi

seguenti dimostrano

Teorema di Cauchy.Siano Y~ an, > oo by due serie assolutamente convergenti. Allora la serie prodotto

secondo Cauchy Y.~ ¢, converge assolutamente.
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Dimostrazione. Osserviamo che si ha

n n

D lenl =2

h=0 h=0

(3500 ) (350) = () (350 ==

da cui, per il Teorema di Confronto relativo alle successioni, segue la tesim

n h
< ZZ|akth—k| <

h=0 k=0

h
Z arbn—x

k=0

Sotto le ipotesi dei tre precedenti risultati e possibile applicare il seguente Teorema di Abel che permette di

conoscere la somma della serie prodotto di due serie convergenti, note le rispettive somme
Teorema di Abel.Siano date due serie Zf;o Qs fozo b, convergenti ad A, B € R, rispettivamente. Sup-

poniamo che la serie prodotto secondo Cauchy Y . ¢, converga a C € R. Allora AB = C.

Dimostrazione (dovuta a Cesaro). Con le stesse notazioni del Teorema di Mertens si ha, per ogni n € N,
C, =aoB, +a1Bn—1+a2Bp_2+....... + a, By

e quindi

Dividiamo adesso per n+ 1 sia il primo che I'ultimo membro della precedente uguaglianza, ottenendo quindi

Co+C1+Cy+....... +Cn_1+Cn_

n+1 N
AnBO + An—lBl + An_QBQ + + Aan_l + A()Bn
n+1 ’

Ricordando adesso il Teorema sulla Successione delle Medie Aritmetiche (Capitolo 5,§8) possiamo conclu-

Co+C1+Co+....... +Cn-1+Chn

dere che P — (', mentre ricordando il Teorema 8.3 del Capitolo 5 abbiamo che
AnBo+An_1Bi+An_2Bat....... A1B,_1+AoB, - .
ot An_1 Bt Qn_i;r tbnat 2080, AR, relazioni da cui segue che AB = C.a

Possiamo, adesso, presentare la prova del gia enunciato Teorema di Hardy; ad essa premettiamo i seguenti

lemma

Lemma 6.1.Siano >~ | an,> .. 4 by, due serie convergenti con somma A, B, rispettivamente. Sia ) >~ ¢y

la loro serie prodotto secondo Cauchy e sia (C,,) la sua successione delle somme parziali. Posto C, =

Soh i ke, siha che 300 | ¢, converge se e solo se lim,, <= = 0.
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Dimostrazione. Si prova facilmente (la dimostrazione viene lasciata al lettore) che

= Cn

n n

VneNn>1.

@ n-+1 _C1+CQ+...+Cn
n

Ricordando la dimostrazione del Teorema di Abel di questo paragrafo si ha che

C Ci+Co+ ...+ C,
lim =

n n

AB.

Se, allora, Y > | ¢, converge, la successione (C),) converge proprio ad AB, per il Teorema di Abel appena

citato; quindi, lim,, % = 0. Viceversa, se lim,, % = 0 esiste lim,, C}, e vale proprio AB.=
Lemma 6.2.5iano Y .- | an, > .o b, due serie e sia Y., ¢, la loro serie prodotto secondo Cauchy; si
denotino con (Ay,), (By), (Cp) la successioni delle somme parziali diy .o | Gny Y gy by 2 opeq Cn, Tispettiva-

mente. Posto A,, = Shoikag, B, = Sor_i kb, C, = Sh_ikck, siha
én + Cn = a1§n + azgn_l + ...+ an_1§2 —+ an§1 + blzn + bgzn_l + ...+ bn_lzg + bnzl

Dimostrazione. La dimostrazione sara fatta per induzione sun € N,n > 1. Per n = 1 la tesi ¢ banale, poiché

61 +C1 =a1b; +a1b; = a1§1 + blzl. Sia n = 2; si ha

Cy 4 Cy = arby + 2(arbs + ashy) + a1by + (a1bs + asby) =

[a1(61 + 2b2) + agbl] + [bl((ll + 20,2) + bgal] = (11?2 + a2§1 + blzg + ngl.

Supponiamo la tesi vera per n e la dimostriamo per n+ 1; sappiamo, allora, che Cp, +C,, = a1 B, +a2Bn_1+
ot an_1Bo+anBi + 0 A, +bsA,_1 +...+b,_1As +b,A;. Al fine di provare tale uguaglianza per n + 1

si noti che

Cri1+Cri1=Cpn+(n+1)cpy1 +Cn +cnrr =
a1B,, +asBy_1+ ...+ apn_1Bs+apnB1 + b1 A, + b4, 1+ ... + bp_1As + b, A1+
(n+ D]aiby + (a1ba + azb1) + (a1bs + asbe + aszby) + ... + (a1bpt1 + a2y + ... + anbay + any1b1)]+
[a1b1 4 (a1b2 + asby) + (a1bs + agbs + asby) + ... + (a1bpt1 + a2by, + ... + anba + api11b1)] =

a1(Bn + (n+ 1)byy1) + az(Bp_1 + nby) + ... + an(B1 + 2ba) + anp1b1+
bi(An + (n+ Daps1) +ba(An_1 +nay) + ... +b,(A1 + 2a2) + bpi1a; =
a1§n + agﬁn_l + ...+ an_1§2 + an§1 + blzn + bgzn_l + ...+ bn_lzg + bnzl.l
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. oo
Lemma 6.3.5iano >~ | an, > no; by, due serie convergenti con somma A, B, rispettivamente e sia ). | ¢

la loro serie prodotto secondo Cauchy; si denoti con (Cy,) la successione delle somme parziali di Y - | cy,.

Posto A, = _ kag, Bp =34 kb, Crn=>1_ kci €

n=1

Xn = alﬁn + aggn_l —+ ..+ an_1§2 + an§1 y Yn = blzn + bgzn_l + ...+ bn_lzg + bnzl

. 0o
la serie )"~ | ¢, converge se e solo se

X, +Y,
lim == + 0.
n n
Dimostrazione. Dal Lemma 6.2 segue che
7:77+; VneNn>1.
n n n

Se > | ¢, converge si ha C,, — AB (Teorema di Abel in questo paragrafo) ed anche Z= — 0 (Lemma 6.1);

Xnt+Yn —0- CrntChy .
Satin = 0; allora, === — 0;

XntYn
n

dalla precedente uguaglianza deriva che lim,, = 0. Viceversa, sia lim,,

GrtCotetln _, AP, esiste una successione infinitesima (7,) tale che

poiché come gia osservato risulta lim,,
Ci+Cy+ ...+ C, =n(AB + 7,), per ogni n € N;n > 1; ne segue che (la dimostrazione viene lasciata al

lettore)

da cui deriva che €= — 0 e quindi la tesi (Lemma 6.1).m

Finalmente, arriviamo a provare il Teorema di Hardy, che viene rienunciato

Teorema di Hardy.Siano Y > | an, > o, by, due serie convergenti con somma A, B, rispettivamente, e sia

>0 1 ¢n la loro serie prodotto secondo Cauchy. Supponiamo che le successioni (nay), (nb,) siano limitate.

Allora la serie Y, | ¢, converge (ad AB).
Dimostrazione. Siano X,,,Y,, le quantita definite nel Lemma 6.3. Utilizzando la Formula di Sommazione di

Abel con p=1,g=n,a9 = by =0,bx = n+1 , Si puo scrivere che

n = blA + 2[)2147, 1+ ...+ nb A1 , n = alB + 2&2Bn 1+ .. +nanB1

Se, poi, a, = A, — A, 3, = B, — B, per ogni n € N,n > 1, si ha o, — 0, 3,, — 0; inoltre (la dimostrazione

viene lasciata al lettore) per n € N risulta

n — AETL + blan + 2()20{”_1 + ...+ nbnal 5 Yn = an + alﬁn + 2a2ﬁn_1 + ...+ nanﬁl.
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Posto X, o = bioy, + 2bsap—1 + ... + nbpa, Yy g = a18n + 2a28n—1 + ... + na,B1, per ognin € Nyn > 1, si

ha

X, +Y,

Z’I’L Xna Yn
An  Anat Ing Vn e N,n > 1.
n

n

Dimostriamo, adesso, che B— — 0, — 0. Ovviamente, bastera provare una sola di tali relazioni di limite,

poiché Daltra ¢ analoga. Dalla convergenza di Y °-, a, segue che per ogni € > 0 esiste v € N tale che per

n=1

ogni n > v,p € Nsi ha |ani1 + anyo + ... + angp| < §. Allora, si ha

Apip <ot 2a3 + ... + va, v+ 1Dayt1+ W +2)apyo + ... + (V+plavyy
v+pl| vV+p v+p o
a1 +2a2 + ... +va,| v+1 apy2 +2ap43+ ...+ (p— Davsp
Ayl +ayi0+ ...+ a, + <
T p V+p\ +1F Gy +p| -
a1 +2a9 + ... +va, lavt2 + oo+ augp| Atz + oo+ augpl A lay4p—1 + Quipl n lay4p|
vV+p v+p vV+p vV+p V+p
p—1 addendi
a1 + 2as + ... + va, e p—1c¢e .
- - <e per p sufficientemente grande.
vV+p 3 v+p3

Ma si ha anche

X Y,
R N - = B
n n n n
Da tutte queste relazioni di limite discende che % — 0. Il Lemma 6.3 permette di concludere che la

serie prodotto converge, come si voleva.m

Esempio 6.2. Si determini una serie numerica avente per somma il numero e2.

+oo 1

Sappiamo gia che e = » ;/ ~ 7, con convergenza assoluta, perché la serie ¢ a termini positivi; per i precedenti

2.

risultati di Abel e di Cauchy, la serie prodotto di tale serie per se stessa converge al numero e“: cerchiamo

di individuare il termine generale ¢, di tale serie prodotto; a tal fine si ha

n

~ 1 1 1
:};mmzznvm nvbzmnf -

h=0

1 — on
Z( >_ 1+1)" == Vn € N
7’L n.

da cui segue che
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+oo pt

Esercizio 6.2. Dimostrare che e? = ) '~ &5,

perognip € N;p> 3=
Esempio 6.3. Come applicazione del risultato del precedente Esercizio 6.2 dimostriamo il seguente interes-

sante limite

.onle”
lim = +o0.
n nn

Osserviamo che dalla uguaglianza provata nel suddetto Esercizio 6.2 segue che
e”>zp— Vp,k,s € Nys > k.

Fissato M € N scriviamo la precedente disuguaglianza per p = k = n,s = n+ M, con n € N, ottenendo

quindi
n 1 2 M
T o T T T
n 2 M
T nil * (n+1T)L(n+2) ot (n+1)(n—f2)...(n+M) vneN
ed ancora
nle” n? nM

n
> 1 Vn €N
T A T e T T i D+ 2) (kM) "

disuguaglianza da cui segue che

| ,n 2 M

lim inf >lim |1+ " " "

Lt = e Y D) T s Dt YT

L’arbitrarieta di M € N permette di acquisire quanto si voleva.m

87. Alcuni esempi ed esercizi.

In questo paragrafo finale vogliamo presentare alcuni interessanti esempi di studio di serie e quindi proporre
alcuni esercizi al lettore

> | 2% converge se |a| > 1 (la dimostrazione viene lasciata al lettore); vogliamo

n=1 a»

Esempio 7.1. La serie )

calcolarne la somma S. A tal fine si ha

> n 1 > n 1 “n+1
S=Y mmat X m et e
n=1 n=2 n=1
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e quindi

S 1 “n+1 = n

g:§+z itz :Zan+1;

n=1 n=1
ne viene che
S 1 =n+l &2 1 X1 <111 1
ng:gJ“Z 1 7Zan+1 :g+zan+1 :Zan-H Ta1-I 4a-1
n=1 n=1 n=1 n=0 a
da cui segue facilmente che
a
S=——.
(a—1)2

E possibile determinare una maggiorazione dell’errore per la serie qui studiata?s

Esempio 7.2. Dimostriamo che la serie

> {1 n—l—l]
> |5 -
n n

n=1

converge. Infatti, dalla nota disuguaglianza

1 n 1 n+1
<1+> <e<<1+> Vn € N
n n
segue che
1 1 1
7<logn+ < — Vn € N;
n+1 n n

ne viene innanzitutto che la serie data € a termini positivi e quindi o converge o diverge positivamente; detta

(sn) la successione delle sue somme parziali si ha

1 2 1 301 n+l 1
pt——=1-(log=— =)~ (log2—2) —..— (1 - 1 ¥n € N
e —— (°g1 2) (OgQ 3) <°g n n+1)< ne

disuguaglianza dalla quale segue che (s,) non pud divergere. La tesi ¢ cosi acquisita. La somma di questa

serie e solitamente denotata con v e si chiama “costante di Fulero-Mascheroni.” Notiamo che il termine
generale della successione delle somme parziali della serie in esame € s,, =1+ % + ...+ % —log(n+1),neN
(la dimostrazione viene lasciata al lettore) e che in alcuni testi la costante di Eulero-Mascheroni ¢ definita
proprio come il limite di tale successione. Dimostriamo, anche, una semplice maggiorazione dell’errore

relativo a tale serie. Sfruttando il fatto che tale serie ha successione delle somme parziali crescente e le

disuguaglianze —— < log

n+1 1
n+1 <

n n’

valide per ogni n € N,n > 1, possiamo scrivere

1 1
+ 4+ ...+
n+1l n+2 n-+p

0<sp+p—58n= —log(n+p+1) +log(n+1) =
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1 1 1 n+1 n+1 n+2 n+p+1 n+1
——+t .+ —Flog——— <1 1 ot log————+log———— =
n—|—1+n—|—2+ +n+p+0gn—|—p—|—1 8 n +Ogn+1+ tlog Ogn+p+1
1 1 1
lo ntpt nt = nt < — YneN,n>1,peN;
n+p+1 n
ne segue che
1
|y —sn| < = VneN,n>1.
n

Utilizziamo quanto provato per calcolare la somma della serie studiata nell’Esempio 4.1; precisamente dimo-

streremo che

o0
—1)n
Z (=1) = log 2.
n+1
n=0
Abbiamo gia visto che tale serie converge, cosicché rimane solo da calcolare la sua somma. Si ha

1 1 1 1 1

1 1 1
:1+++...+—log(2n+1)+10g(2n+1)—2{++...+ =

Sop—1=1—5+ 5 —

1
23 7 o 2 "3 m 2 4 om|

2 3 2n 2 3

1 1 1 1 1 1
[1+++...+—1og(2n+1)] - [1+++...+n—1og(n+1)} —log(n+1) +log(2n+1) =

2n+1
n+1

> — v—7v+log2 =log2m

1 1 1 1
[1+2+...+271—10g(2n+1)}—[1+2+...+n—10g(n+1)]+10g<

Esempio 7.3. Studiamo la serie ipergeometrica
o0
:L.'!L
> an
n!
n=0

dove
ala+1)...(a+n—1)bb+1)..(b+n—1)

YneN,n>1
e+ Dofctn—1) e

ag=1, a, =

al variare di a,b,c € R\ (ZN] — 00,0]) ed € R (si noti che per a = ¢,b =1 si ottiene la serie geometrica).

Per iniziare tale studio notiamo che

a(a+1)...(a+n)b(b+1)...(b+n)
Q41 _ c(c+1)...(c+n) _ (a’ + n)(b + n) VneN.n>1:
O, a(a+1)...(a+n—1)b(b+1)...(b+n—1) c+n V=
c(c+1)...(c+n—1)

dal momento che
(a+n)(b+n)
c+n

>0 definitivamente
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possiamo affermare che gli «,, hanno definitivamente tutti lo stesso segno; grazie alla Proposizione 1.4 ed al
risultato dell’Esercizio 1.3 non e restrittivo supporre che ogni a,, sia positivo, cosa che, quindi, faremo nel
seguito. Iniziamo ora lo studio del carattere della serie data cercando di applicare il Corollario 2.6 alla serie

n
Zio:o Qnp %, supponendo che z # 0, dal momento che ¢ ovvia la convergenza della serie se x = 0; si ha

‘.7,‘|"+1

Qnp 1 x0T b
NG _ e nOrn), (7.1);
ay 2T (c+n)(n+1)

quindi se |z| < 1 la serie converge assolutamente, mentre diverge se > 1; se x < —1 si ottiene una serie
n

a segni alterni nella quale la successione (an %) risulta, definitivamente, crescente, grazie alla (7.1); &

facile vedere che tutte le ipotesi della Proposizione 5.1 sono verificate, cosicché si puo asserire che la serie

ipergeometrica ¢ indeterminata per x = —1. Rimane da analizzare il caso |z| = 1; iniziamo ponendo z = 1

o0 . . .
. in un primo momento supponiamo che

ed cercando di applicare il Criterio di Gauss alla serie )~ &;

esistano K € R, p €]0,+00[ e (¢,,) limitata tali che, almeno definitivamente, si abbia

S K,

an! =1+ =+ 7.2
(nﬁl)! n nttp ( )
cercando quindi di determinare sia K che p e (,,); dalla (7.2) deriva
1
oy )b
(a+n)(b+n) np
n?+ (c+1)n+c—ab— (a+bn—n? n:KJr% —
ab+ (a + b)n + n? np
(c+1—a—0bn?+(c—abn Py,
=K+ — 7.3);
ab + (a + b)n + n? o (7:3);
passando al limite nella (7.3) per n — oo si ricava che deve essere
K=c+1—-a—b;
tenendo conto di cio, sempre dalla (7.3) si deduce che
(c+l1—a—-bn*+(c—abjn—(c+1—a—bn*—(c+1—a—bJab— (c+1—a—b)a+bn _ Pn PN

ab+ (a + b)n + n? n?

nlc—ab—(c+1—-a—-"0b)(a+0b)]—(c+1—-a—blab 1,
ab+ (a+b)n+n? e

n**Plc—ab—(c+1—a—b)(a+b)]—(c+1—a—>blabn?
ab+ (a + b)n + n?

:q/Jn
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da cui segue facilmente che, se p €]0, 1], (¢,,) & convergente e quindi limitata; si puo cosi concludere che,

posto

n**Plc—ab—(c+1—-a—b)(a+b)]—(c+1—a—0blabn?
K:CJrlfafb,pE]O,l]’ ab+(a+b)n+n2 :1/%7

il Criterio di Gauss puo essere applicato; ne deriva che la serie ipergeometrica converge se © = 1 e K =
ct+1l—a—b>1<= c>a+b, mentredivergesex =1le K =c+1—a—b <1 <= ¢ < a+b. Vediamo, adesso,
quale comportamento ha tale serie se £ = —1; notiamo subito che per ¢ > a + b essa converge assolutamente
(per quanto appena visto nel caso x = 1) ed allora occorre solo esaminare il comportamento della serie

oo o (=)™ S+ quando ¢ < a + b; studiamo la monotonia di (07‘77), a tal proposito si ha, definitivamente,

Olp 41
(n+1)!
Qn

ab+ (a+b)n +n?

> 1<
- n2+(c+n+c

>l<=ab+(a+bn+n*>n*+(c+1)n+c (7.4);

n!

sea+b>c+1oppurese a+b=c+1,ab> cla (7.4) & vera definitivamente; quindi, in questo caso, (%) e

definitivamente monotona non decrescente; poiché, come detto all’inizio, ogni a,, € stato supposto positivo

definitivamente, concludiamo che (%) non puo essere infinitesima e quindi la serie non puo convergere

(Corollario 1.2); dalla Proposizione 5.1 segue, poi, che la serie € indeterminata. Sia, adesso, a+b = c+1,ab =

c; la successione (07‘,—7) ¢ allora costante e quindi la serie data ¢, ovviamente, indeterminata. Infine, si supponga

(273

che a +b < ¢+ 1 oppure che a +b = ¢+ 1,ab < ¢ di modo che (?) sia non crescente definitivamente;

proveremo che, in certi casi, la serie non puo convergere utilizzando il Corollario 1.3 (dobbiamo quindi far

vedere che n 7% = % non ¢ infinitesima), cosicché dalla Proposizione 5.1 seguira che essa € indeterminata,;

po
si ha

Ap41 (679
n!l — (n—1)!

<~ ab+(a+b—c)n >0 (7.5);

la (7.5) & vera, definitivamente, se a + b > ¢ oppure se a + b = ¢,ab > 0; in questi casi la successione

(n F) ¢ definitivamente non decrescente e quindi, essendo definitivamente a termini positivi, non puo essere

infinitesima, come si voleva; per completare lo studio occorre solo esaminare il caso a + b = c,ab < 0.
Qy

In questo caso si ha che la successione (n, ) € non crescente definitivamente; inoltre, anche la successione

("7‘3,”) = (ﬁ) ¢, definitivamente, non crescente e quindi superiormente limitata da un certo H € R; ne

viene che

=

OgnO‘"<H<:>0§%<— VYn e N

n! n
da cui segue che (O‘—’;) ¢ infinitesima; per il Criterio di Leibnitz la serie ipergeometrica, con a+b = ¢, ab < 0,¢

n

dunque convergente.m
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(71)n+1
n+1

Esempio 7.4. Consideriamo il prodotto secondo Cauchy della serie ZZOZO per se stessa e proviamo

che la serie prodotto converge; detto ¢, il termine generale della serie prodotto si ha

n

n (_1)h+1 (_1)n—h+1

- 1 1 1 1
= = (—1)"t2 =(=1)" =
=2 T aohgt - Y Z;UHJNn—h+1) ( )g;n+2[h+1+nh+1J

[ WE I\ U WU W FESE ST O |

1
1+ -+ -+t ——+=+

2(=1)™ 1 1 1 1
T vn € N.
n—|—2[ 2 3 n—1 n n+1} "
Dimostriamo, adesso, che ¢,, — 0; infatti, si ha
1+%+...+%+#1+ﬁ27(1+%+...+%+%+1) 1
= 0:
n+3—(n+2) ntz

quanto affermato segue allora dal Teorema 8.1 di Cesaro (Capitolo 5). Dimostriamo, adesso, che |¢c, 41| < |en],

per ogni n € N; potremo quindi concludere, grazie al Criterio di Leibnitz, che la serie converge; si ha, per

neNn>1,
pptppty L 2 by v
n+2 2 7 ' n n+4+1| " n+3 2 7 n n+1 n+2
I+i++Liy 4L ==
n+3Z 2 . n 1n+11n+2 14 1 S 14 i n+21 .
n+2 I+5+.+5+7 n+2 I+5+.+5+7
1> 1 :
= 1 1 T
1+§+"'+ﬁ+n7+1

poiché 'ultima disuguaglianza & vera, possiamo concludere che la serie converge.m
. . o (=niv7l
Esempio 7.5. Provare che la serie )~ “——— converge.
Innanzitutto cerchiamo di capire come sono fatti i termini della serie; osserviamo che, fissato n € N; i termini

con indice compreso fra n? e (n + 1)2 — 1 hanno tutti lo stesso segno; quindi possiamo scrivere la serie nel

seguente modo

1 1 1+1+1+1+1+1 1 1 1 1 1 1 1+ n
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 77

1 1
I V(D g N VD
(=1) n2+( ) n2+1
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che suggerisce di studiare la serie seguente

E 1)Vl - -
n:l( 2 [nQ Jr712—!—1 ot (n+1)2-1 (7.6).

La serie (7.6) ¢ una serie a segni alterni, dove a,, = ng + + m, n € N;n > 1, ¢ il termine

P e

generale di una successione non crescente ed infinitesima; infatti, dalla nota catena di disuguaglianze - <

log (1 + %) < %7 n € N,n > 1, si deduce (la dimostrazione viene lasciata al lettore) che

n?+2n n+1\? (n+2)2 -1
Oganglogﬁﬁo,aHZIOg <n> > log <(n+1)2_1)>an+1 YneN,n>1,

da cui quanto asserito; per il Criterio di Leibnitz la serie (7.6) converge; notiamo adesso che la successione
delle somme parziali (o,,) della (7.6) ¢ una estratta dalla successione delle somme parziali (s,,) della serie
data; se S denota la somma della (7.6), proveremo che S & anche la somma della serie oggetto dell’Esempio;
infatti, fissato n* € N,n* > 1, esiste nj, € N,ny, > 1, tale che n} < n* < (ny+1)?—1; quindi (la dimostrazione

viene lasciata al lettore)

1 1 1
-S| < 54+ —-+ ... + —— )
O (4121 = S| < i T T =1 (7.7);
dalla (7.7) segue facilmente che
Sy, — S.

Lasciamo il compito di derivare una maggiorazione dell’errore al lettore.m
Concludiamo, come al solito, presentando alcuni esercizi lasciati al lettore

Esercizio 7.1. Determinare il carattere delle serie seguenti

Z(+3)§+5)1 +2n+11 S (2n + 1) Q,Z ) Z s
n 1277’ 2+§) 2+Z) (2—"_%) n=1 24’”73 [(ni]‘)!] n=1 n”"‘ n=0

= 1 > 1 > (n+2)‘+2”

S 135...(2 )1 . > 1 = 1

n; 246.. E 22 ’ n; (logn)2n ’ n; (log n)lesn’

Quando possibile si determinino maggiorazioni dell’errore.m

Esercizio 7.2. Dire per quali valori del parametro x € R convergono le serie reali

> 2 2 |z 2" 4 3" ad 1 1 5, ~—= a2
log (14 =) a" —_ n I+ =+t — )™ —_—
;og<+n>x ,;1+‘x|n,;3n+4nx ,;(—i—e—i- +en>x ’;rﬂ—logn
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=11 1 > 1 1 1
-1 14 = n log2 — [ —— e — .
;{n Og< +n>}z ’Z{Og <n+1+n+2+ +2n>}x

n=1

Quando possibile si determinino maggiorazioni dell’errore.m

Esercizio 7.3. Studiare il carattere della serie

i ala+d)...(a + nd)
— b(b+d)...(b+ nd)
al variare dei parametri reali a, b, d €]0, +00[. Se possibile si determini una maggiorazione dell’errore.m
Esercizio 7.4. Studiare la convergenza e la convergenza assoluta delle serie
oo n o0 n oo 2
nz::l [e— (1—1—71) ] ", T;)l(—;i)zmz , ;{{log<l+;) —&—1} —1} "
al variare del parametro reale x. Quando possibile si determinino maggiorazioni dell’errore.m

Esercizio 7.5. Per ogni x €] — 1,1] trovare una serie avente per somma il numero ﬁ E possibile

determinare una maggiorazione dell’errore?m

o gk

n—0 7> dimostrare che

Esercizio 7.6. Detta f(x),z € C, la somma della serie >

f@+y) = f(2)fy) Yo,y € C.m

Esercizio 7.7. Trovare una serie la cui somma ¢ il numero /c.m

) . o0 . . . e e .
Esercizio 7.8. Sia ) " ;a, una serie a termini positivi. Provare che

o0 o0 a
n
E a, converge < E converge.
¢ 1+a,
n=

n=0

E vero che
o0 oo
An,
E a, converge <= E TTnZa. converge ?
na
n=0 n=0 n
E vero che

oo oo
Qn
Z an, converge < Z 2 converge ?
1+ a
n=0 =0 n

Esercizio 7.9. Studiare il carattere delle serie seguenti
> 1 [1 1
Z(—l)[z] [ —log (1 + )}
—~ n n

= PNEY 1 1 _J1 n pari
Z( 1)la - log 1—|—n a, dove a, "2/3 1 dispari

n=1
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Esercizio 7.10. Sia Z?:o ay, una serie a termini positivi; supponiamo che esistano K € [0,1][,p € N,p >
2,v € N, tali che % < K, per ogni n > v; provare che la serie converge.m

Esercizio 7.11. Sia (d,) C R con infd,, > 0. Studiare il carattere della serie ) al variare del

B n
n=0 1+n>d,
parametro reale positivo o.m

Esercizio 7.12. Determinare il carattere della serie

1 _

— g, "= .
Z( ) a ove a L o h e N1 "
n=1 VT n=dhhelNhz

Esercizio 7.13. Data la successione seguente definita per ricorrenza ponendo
ayp = 1
— ___Gan
Unt+l = ~Tiaz neNn>1
studiare il carattere della serie 220:1 a,. La serie in esame converge assolutamente 7 m

Esercizio 7.14. Determinare il carattere della serie

il

* (—1)&n]
Zf% -

Esercizio 7.15. Determinare il carattere della serie
oo
Z (a\ﬁﬂ/*nq _ 1) nb
n=1

al variare dei parametri reali positivi a, b.m

Esercizio 7.16. Dato h € N, determinare il carattere della serie

0 nh
(—1)'”7(” TR -

n=1
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