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1 Risoluzione di equazioni

1.1 Equazioni reciproche

Un’equazione apz™ + a?i1 +---4+a, =0 ¢’ detta reciproca di prima specie

quando
ap = an, ai =ap—1, a2 =0ap_2,

. E’ invece di seconda specie quando

ag = —0apn, a1 = —Gp-1, G2 = —0Upn-2,

Nota: quando il monomio e’ nel caso a; = —a;, allora a; =0

1.1.1 Proprieta’

Nelle equazioni reciproche di prima specie, se esiste una radice « allora esiste la
radice é

1.1.2 Terzo grado prima specie

aox?’ + a1x2 +a1x+ag=0

xr = —1 €’ una radice di questa equazione.

1.1.3 Terzo grado seconda specie

a0x3 + a1m2 —axr—ag=0

x = 1 ¢’ una radice di questa equazione.

1.1.4 Quarto grado prima specie

aoa:4 + alx?’ + a2x2 +a1x+ag=0
Per risolvere questa equazione si adotta questo algoritmo:

1. Si divide tutto per z2:
ag

a
ar® + a1z +az+ — + — =0

x oz

2. Si mettono in evidenza i coeflicienti uguali:
1 1
2

+ =)+ +—-)+az=0

ap(x xz) ay(x m) as

3. Si pone:

1
y2—2=x2+—2
T

4. Si riscrive ’equazione in funzione di y:
ao(y®> —2) +ary+az =0
5. Si trovano le soluzioni della y

6. In base alla [1] si trovano le soluzioni della .



1.1.5 Quarto grado seconda specie

3

a0x4—|—a1x —ax—ag=20

x = 1 €’ una radice di questa equazione.

1.2 Disequazioni irrazionali
Dati due polinomi A(x), B(z), le disequazioni:
YV A(r) < B(x)
VA(X) > B(X)
Se n €’ pari, si risolvono con questi sistemi equivalenti:
A(z) >0

VA(r) < Bx) & B(z) >0
A(x) < B(x)"

VA > B(X) e {‘;i‘gig v {A(‘”)>B(x)n

1.3 Formule varie

1.
((l + b)m — Zm <Z) an—kbk
k=0
2. B
2=yt = -y 2" Ry
k=0
3.

arccosy = g —arcsiny Yy € [—1,1]

Proof: arccosz,arcsinx hanno le derivate opposte, quindi per il cor.
di Lagrange, si ha che arccos x, — arcsin x differiscono per una costante k.
Scegliendo una particolare x (ad esempio x = 0), si scopre chi €’ k, ovvero,

k=1,

O



2 Funzioni iperboliche

Siano date le seguenti funzioni, che vengono chiamate funzioni trigonometriche
iperboliche (vedi figura [2,pg.8])

sinhz:R— R

€T —x

—e
2
coshz : R — [1, 00|
e’ +e7 "
2
tanhz : R —] — 1,1]

x

sinhz =

coshz =

et —e”

tanhy = ———
et e~ %

Le loro inverse sono:
arcsinhy = In(y + Vy? + 1)
arccoshy = In(y + /y2 — 1) y>1

1 1
arctanhy = 3 log (1—’_3) -l<y<l1



Valgono le seguenti identita’ (!nota! ')

coshz >1 Vo € R\ {0}, coshz=1 V=0
sinhz >0 Vz >0, sinhz<0 V<0, sinhz=0 Vzr=0
cosh? z — sinh?z = 1 identita’ fondamentale
sinh(—z) = — sinh(z)

h(—z) = cosh(x)
= sinh x cosh ¢y + cosh z sinh y

= sinh x cosh y — cosh x sinh y

cosh(z 4+ y) = coshx coshy + sinh x sinh y
cosh(xz — y) = coshx coshy — sinh z sinh y
cosh(2z) = cosh? z + sinh? z

cosh? z — 1+ co2sh(2m)

sinh? 7 — -1+ C(2)sh(2x)

Dimostriamo lidentita’ cosh? z — sinh?z = 1

Proof: ) 5
et +e " _ et —e " _
2 2 N

er + 672[6 + 2T~ 621 + 672x ) P

4 4

O

Calcoliamo 'inversa di sinh & (per I'inversa di cosh z, tanh  si procede analoga-
mente):

Ltutte le identita’ date si possono ricavare da quelle trigonometriche utilizzando la regola
di Osborne, che consiste nelle seguenti sostituzioni:

cosx — coshx

sinx — sinh

sin?z — —sinh?z
Ad esempio:

22=1—>cosh?z —sinh?z =1

cos? x + sin
Questa regola deve essere usata con le dovute cautele, ad esempio, anche se
. 7T .
sin(z + 5) = sin(z)

non e’ vero nella versione iperbolica:

sinh(z + g) # sinh(z)



Proof: Dobbiamo risolvere la seguente equazione in x:
xr —T
et —e

Y= D)

allora
20=ce T
dex:er_l

2 —2yt—1=0 cont=e"

t=y++y2+1

e =y—+/y>+1 imp. perche’ y — /32 +1<0

e =y+vVy2+1 = z=In(y+Vy>+1)

O
Dimostriamo la formula di addizione:
Proof:
sinh(z 4+ y) = sinh x coshy + coshz sinhy <
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=4 §em+y — §€_m_y = (561 — 56—1)(5834 + ie_y) + (iez + ie_r)(iey - ie_y) A
1 1 1 1
=4 §€$+y — ieimiy = 56m+y — ieimiy <0=0
O
Da quest’ultima e dalla sinh(—z) = —sinh(z) si deduce la formula di sot-
trazione.

3 Punti angolosi e cuspidali
Data f : (a,b) — R,z €]a, b, continua in ¢ e #f'(x). Chiamiamo derivata

destra questo limite:
o= Lim f(x) — f(xo)
xﬁmar T — To
e la derivata sinistra:
5t L) = Sa)
T—T) T — o

3.0.1 Punto angoloso

Se a, 8 € Ry # B3, allora pg = (zof(zg)) viene chiamato punto angoloso e le
rispettive tangenti destra e sinistra sono:

y — f(z0) = a(z — x0)
y — f(zo) = Bz — o)

Ad esempio, f(z) = |z, (0,]0]) ¢ un punto angoloso e le tangenti destra e
sinistra sono y = x, y = —.



3.0.2 Punto angoloso con tg distinte

Se a = 00,0 € R (o viceversa), allora py = (zof (o)) viene chiamato punto
angoloso con tangenti distinte e le rispettive tangenti destra e sinistra sono:

y — f(x0) = a(z — zo)
r = X9
(o viceversa)

Ad esempio,

2 <0

f(x)Z{ﬁ =0

(0,0) €’ il punto angoloso e le tangenti sono gli assi cartesiani.

3.0.3 Punto cuspidale

Se a = +00, = —a (cioe’ sono tutte e due infiniti ma con segno opposto),
allora pg = (zof(x0)) viene chiamato punto cuspidale per f. e le rispettive
tangenti destra e sinistra sono:

r = X9
Tr = X9
Ad esempio,
fla) = Va?

(0,0) €’ il punto cuspidale e @« = 400, = —00.

3.0.4 Punto di flesso

Se a = 8 = +oo, allora pg = (zof(xo)) viene chiamato punto di flesso a tg
verticale per f e le rispettive tangenti destra e sinistra (verticali) coincidono.

Ad esempio,
f@) = 5
(0,0) € il punto di flesso e @ = = 400

3.1 Lagrange e derivata destra e sinistra

Data f : (a,b) — R, continua in [a, b] e derivabile in Ja, b[\{xo}, dove x¢ €]a, b],
allora valgono per Lagrange le seguenti proprieta’:

1.

T— g x*mrrf T — X9 fL"}[L‘g»

3 lim f'(z) = lim
Ovvero la derivata destra di o €’ uguale a lim,__+ I (x):

Fileo) = lim f'(x)
IHQTO
Proof: Considerando il teorema di Lagrange, per le z > x(, abbiamo:
f(l’) B f(.TQ) _ f/(c)

Je €]z, z[: P
— o



Quando x — x4+, per il teorema del confronto, anche ¢ — xg+, quindi:

f 1@) = o)

= lim f'(c
z—sxd T —Xo c—af f ( )
Ovviamente questo vale solo se Jlim,__,_+ (o). O
2.
3 lim f'(z) = lim f@) = flwo) _ lim f'(x)
T——xy T——xy €T — To T—xy

. e . , . 1N,
Ovvero la derivata sinistra di xg €’ uguale a hmré%f f(x):

f(wo) = lim f'(x)

3. Se i due limiti di sopra sono equivalenti, allora:

f(@) = f(=o)

Jfinito  lim f'(z) = lim f'(z)=1 = lim —————— = lim

f(z) — f(zo)

I*’T_o*— T—xy z—xg r — o T—xg T — X9

= 3f'(x0) =1

4 Appendice
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Figure 1: Potenze
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Figure 2: Funzioni trigonometriche iperboliche
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