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1 Introduzione

Questi appunti digitali fanno riferimento a i relativi appunti cartacei che sono stati acquisiti e
inclusi nell’appendice.
Notazione:

1. [QUA,0ssX.Y.Z,pg.123] €’ un riferimento alla proposizione OssX.Y.Z che trovate nell’appendice
B, a pagina 123.

2. [RE,OssX.Y.Z,pg.123] €’ un riferimento all’appendice A.

3. [AC,4.7,pg.72] € un riferimento agli appunti di Complementi di Algebra (vedi gli altri
appunti su ).

4. [AL,7.13,pg.46] €’ un riferimento agli appunti di Algebra Lineare.

2 Varie

Lemma 2.1. Sia 8 € U, con U, gruppo delle radici n-esime dell’unita’, allora
B#L= 0+ 4+ 0" =0
Proof:
" —1=(z -1 +z+a®+---+2"71) (1)
BelU,<F"—1=0 \<:>/ 1+8+4--+8"1=0

(1), B#1
O

Proposition 2.2. Sia G € kxn la matrice generatrice del codice lineare CCK™, dimC = k.
Sia H € n — kxn, con p(H) =n — k,

H e’ una matrice di controllo per C < H -G'=0

Inoltre, se i vettori colonna hy,...,hs sono una base dello spazio vettoriale {x € K™ | Gx = 0},
allora
hi
hot
H=| .
het

e’ una matrice di controllo di C (nota').
Nota: questa proposizione e’ utile per calcolare H a partire da G.

Proof:
g1

G=| 1 | generatrice di C = {g1,...,9x} base di C' (1)
9k

H e una matrice di controllo per C < H -G'= 0

lesihas=n—k
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infatti,
p(H)=n—k = lerighe di H, Hy,...,H,_j, sono Li. (2)

H di controllo per C & H generatrice per C+ < {Hy,...,H,_;} indipendenti, , H;,g; =0 Vi,j -

[QUA,prop3.3.1,pg.4] (1)
& Hiyg; =0 Vi,j & HG'=0
(2)

(2) Dim 2.
reCter . gg=WiesGr=0szec{zrecK"|Gr =0}
=Ct={zcK"|Gz=0} (2
Siano le colonne hq,...,h, una base di C* e sia
hy
H=1":
ht
allora

(2) = hi'-g; =0 Vi,j & HG'=0

dimCt=n—dimC=n—k=s=n—k

{h1,...,hp—i} base = {hq,... hyp_i} Li
\:/>_/ H ¢’ di controllo per C

passo 1

3 MDS

Proposition 3.1. Costruzione di codici MDS.
Sia S = [y1,...,7] CFy, |S| =n, e sia k < n, allora il codice lineare

C={(f(n),---, flm)) | f € Fylz]p-1}
e’ un codice M DS con dimC = k.

Proof: Sia f = (f(7),...,f(7)). Si ha:
feFzlko1=degf<k—-1V f=0 (1)
f#0 = f puo’ avere al piu’ k — 1 radici (1.1)
m
(1) C €’ lineare e dimC =k
Consideriamo ’applicazione:
¢ Flalgr — C

f=1f
@ €’ lineare perche’ la valutazione di polinomi e’ un omomorfismo di anelli. E’ surriettiva per
definizione di C.
Im ¢ = C, ¢ lineare = C spazio vett.
E’ iniettiva:
kero={f|f(y)=0Vi=1,....,n} = ={0} = ¢ iniettiva
(1.1)
¢ isomorfismo = dim F,[z]x—1 = dimIm f =dimC < dimC =k



(1.1) = al piu’ si annullano k¥ — 1 coordinate di f = n —w(f) <k—-1ow(f)>n—k+1 (2)

(2) = d(C) = minw(C*) >n—-k+1 (3)
[QUA,0Oss3.1,pg.1]
d(C) < n—dmC+1=n—k+1
<~
[QUA,Prop3.3,pg.1]

=dC)=n—-k+1< C e MDS

Proposition 3.2. Sia CQF&I un codice lineare e sia
7:C— C' =7(C)
(c1y..vyen) = (C1y.veyCm)
la proiezione che tronca le ultime n — m componenti.
Sen—m < d(C), allora,
w e’ un isomorfismo vettoriale
C"Qqu e’ un codice con dimC = dim C’
d(C") =2 d(C) = (n—m)
C MDS = C' MDS

wN e

Nota: la 2. vale per un codice C qualsiasi

Proof:
(1)

7 e’ surriettiva (per definizione), ma e’ anche iniettiva, basta infatti applicare la dimostrazione

di [QUA,prop3.3,pg.1], sostituendo d — 1 con n — m.
7 €’ chiaramente lineare.
7 lineare, biettiva = 7 isomorfismo vettoriale = dim C’ = dim C
(2)

Sia c € C,

d(C) \:// minw(C*) = w(zT) (1)
[QUA,0ss3.1,pg.1]

d(C") = minw(C™) = w(n(y)) (2)
w(m(c)) =w(e)—|{i|c;#0, i=m+1,...,n}|

>
~—
(1

N2

1.
d(C)—(n—m) = n—dimC’' +1—n+m=m—dimC’ +1
4)
d(c" < m—dimC’ +1
~~
[QUA,prop3.3,pg.1]
= d(C")=m—dimC’'+ 1= C’" MDS

—
w
=

d(C) — | {i|e; #0, i=m+1,...,

n}|=d(C) -

(n—m)



Definition 3.3. Sia CQF;I codice lineare, m < n, e sia

€:{C€C|Cm+1:CerQ:"‘:cn:O}
sia data la proiezione
7:C — w(C)
C1, 7Cn) = (Clv 7Cm)

allora, la funzione

7: P(F) — P(E™)

Cw— m(C)

viene chiamata operazione di shortening. w(C') viene chiamato m-shortening di C.

Proposition 3.4. Sia CCF}' codice lineare e sia C' = 7(C) lo m-shortening di C.
Sen—m <k, allora

1. H = (hy,...,hy) matrice di controlo di C = H' = (h1,...,hy) di controllo di C', (h; colonna)
2. C MDS di tipo [n, k] = C" MDS di tipo [m,k — (n —m)]

Proof: E’ chiaro che 7 €’ un isomorfismo vettoriale, quindi
7 isomorfismo = dimC’ = dimC (0)

Sia H = (hy, ..., hy) una matrice di controllo di C, con h; colonna.
(1) H" = (h1,...,hy) € di controllo per C’
(1,...,0p) €C" & (21,...,2m,0,0,...,0)€C & H-(21,5,2,,0,0,...,0)'=0 &
def di 7

zihi+ -+ Tphy =06 H - (21,...,2) =0

CMDS =d(C)=n—k+1, k=dimC = s=n—k, ogniinsieme di < s colonne di H €’ 1i.

[QUA,prop3.2,pg.1]
= ogni insieme di < s =n — k colonne di H' e’ 1.i. (2)
—

H'=(h1,0 s him)
(2) = n — k colonne di H' sono l.i. (2.1)

Ny

m>n—k per Hp
H di controllo = H € n —kxn = H' €n—kxm (3)
(2),38)=pH)=n—k=dmC' =m—-(n—k)=k—(n—m) (4)
dC)=s+1=n—-k+1 = n—(dimC +(n—m))+1=m—dimC’ + 1= C’" MDS
(2) (4)
O

Proposition 3.5. TODO/Domanda: conoscendo H matrice di controllo di C, qual’e’ la matrice
di controllo di C' ottenuto tramite puncturing? (Hint: usare H in forma standard).
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4 BCH e Reed Solomon

NOTA: in questa sezione supponiamo sempre (n,p) = 1.

Definition 4.1.

def

C ¢ un codice BCH & C = {c(z) € Fylz],—1 | c(a?) = c(a®) = ---

dove U,, = (a) = {1,a7a2,...,a"}, b,6 >0, 6§ <n.
Lemma 4.2. Sia C un BCH, allora

sono tutte distinte fra loro

Proof: Sia0<i<j<§d—2
0<i<j<di—-2<di<n=i<j<n=j—i<j<n (1)
b+i

bt = o

n=|U,|=o(a) j—i<n

Proposition 4.3. Sia C' un codice BCH, allora

1. C e’ ciclico

2. d(C) > 6

Proof:
(1) Dim 1.

Basta applicare la [RE,Prop4.6,pg.24] alla definizione, considerando che

a€elU,=a €U,
(2) Dim 2.
Supponiamo per assurdo che d(C) < 4,

_ C(ab+572) _ 0}

& b4j=bA4iZ, iz ch)n/j—i o joi=0esj=i

d(C) < ¢ NP Je(z) € C\ {0} : w(e(x)) <d (1)

[QUA,Oss3.1,pg.1]



Si ha

c@)=cot+cx+-+cp 12"t eC & c(a)=0Vi=bb+1,....b+5-2%

(3)

a1
a?is—1

def.
1 ab a?? e ar=1)p Co
1 a(b+1) a2(b+1) . a(nfl)(b+1) e
s |, .1 =0(2)
i al+o=2)  (2046-2) o (n=1)(b+5-2) Cn.—l
w(c(z)) < § & esistono al piu’ § — 1 componenti non nulle, ¢;,,...,¢;, , di ¢(x)
(2) =1 00H1+61H2+"'+Cn,1Hn =0 &< CilHi1+1+ci2Hi2+1+"'+Ci5_1Hi,;_1+1 =0
H,; colonna (3)
ai? at2b atsb .. ate—1b ci
1
qfr(b+1) af2(0+1) Qs (b+1) e (b+1) Ciy
& =0 (4)
ail (b+5—2)) aiz (b+5—2) a23(b+6—2) . ai(;fl(b-'rts—Q) Ci571
Sia A 'ultima matrice, si ha:
1 1
ah a2
det A = 2n i

altbaib o qli-ibdet | @
~~~ .

mettendo in evidenza dalle colonne

Q0= o (6-2)iz

_ irb_inh is_1b i i
= a"’a’’ .« H (a9 —a'™) (5)
Vandermonde 1<j<h<é—1
det A#£0 < o' #a™ Vj# h questo e’ vero per la [4.2,pg.5]
(5
= A e invertibile = ¢;, =---=¢;;_, =0 & c(z)=0
~— ~~

(4) (3)
ma questo e’ assurdo contro ¢(z) € C\ {0}

Definition 4.4. C' ¢’ RS (Reed-Solomon) <« C ¢’ BCH e inoltre n/q -1
Proposition 4.5. Sia C di Reed-Solomon, allora

1. U, = (a)CF,
2. Poin (ai, Fq) =zr—a'
b+5—2 _
3. C e’ generato da g(z) = H x —a' € Fylz], ovvero:
i=b

C ={q(z)g(x) | q(z) € Fy[z], degq(z)+degg(z) <n—1 oppure g(x) =0}

4. d(C) =46, dimC=n—-0+1, degg(z)=05—-1
ovvero C e’ MDS di tipo [n,n — & + 1, 9]

Proof:
(1) Dim 1.

a(6_2)i571



C RS :>n/q—1 N U,CF,
[QUA,Oss4.4.1,pg.18]
(2) Dim 2.

ot e U,CF; = Puin (ozi, Fq) =z—ad
(3) Dim 3.
Per la [RE,Prop4.6,pg.24] si ha .
g(z) :mcm(Pmin (a’,Fq) |i:b,b—|—1,...,b—|—5—2) = mcm(av—ozz |i:b,b+1,...7b+5—2) (1)
2.
{ai} distinte per la [4.2,pg.5], degz —a'=1= {x — o/} coprimi fra loro = mcm €’ il prodotto

(4) Dim. 4.
Si ha
degg(z) = -1 = dimC =n—degg(x) =n—0+1 (1)
3., [4.2,pg.5] [RE,Prop4.3,pg.21]
Inoltre,
dimC=n-9§+1
—0+1 = dimC < —dO)+1 < —i+1=
n im < n () < n {5 — (o
(1) [QUA,Prop3.3,pg.1] [4.3,pg.5]

O

Proposition 4.6. Sotto le ipotesi di [4.5,pg.6], sia g(x) = go+gi1x+---+gs_12°~1 il generatore
di C, allora

L. {Az'g(z)|i>0, A€ Fr} c{e(x) € C | w(c(x)) = d(C)}
Clioe’, gli elementi di )\xig(x) hanno peso minimo. Domanda: vale O ¢
2. 951 =1, gn=(-1)0°"17" Z Oy Oy o 0y, Yh=0,...,0—-2
11 <in < <ig_1-p
dove: {aq,...,a5_1} = {ai |i=10b,b+ 1,...,b+(5—2}
3. g:#0 Vi

Proof:
(1) Dim. 1.,3.
(L.1) w(g(z)) =d(C)
é

degg(z) = 0—-1=g(x)=go+gz+ - +gs—12°" (1)
[4.5,pg.6]

w(g(x)) = [{i | g # O} |

)
<~
(1)

[4.5,pg.6]
, = w(g(z)) =0 =d(C) (2)
Inoltre, z*¢g(x) € g(x) “spostato”, ovvero, 4
g(m) = (907915 e 795717()’07 e 50) = ng(x) x~ (9i79i+1a ey )



e poiche’ C' e’ ciclico, 2'g(z) € C.

Infine,
(2) = g: #0 Vi (3)
Agi=0 < A=0
<~
9i#0
(2) Dim. 2.

g(z) monico = gs_1 =1
Gli altri coefficienti si ricavano applicando le formule di Viete’ (vedi [AC,4.7,pg.72]) alla
[4.5,pg.6]
O

Proposition 4.7. Sia w la proiezione che tronca le ultime n — m componenti:

7 F" — F™, m<n

(a1, an) — (a1, .., am)
Se C e’ RS, si ha

w(C) e’ un codice MDS di tipo [m,n — 0 + 1,6 — (n —m)], ovvero:
dim7(C) =dimC=n—-4d+1, d(n(C))=d— (n—m)

Questa proposizione permette di costruire codici MDS a partire dai codici MDS di Reed-Solomon.

Proof: Nota: questa proposizione e’ una diretta conseguenza di [3.2,pg.3]. Diamo qui di seguito
una dim. alternativa.
Sia C" = w(C)

(1) m e surriettiva e lineare

(2) Dim. che d(C') =0 — (n—m)
Per la [3.2,pg.3] si ha
d(C") 2 d(C) — (n —m)
Sia g(z) ~ (90,915 ---,95-1,0,0,...,0) il generatore di C' (vedi [4.5,pg.6]),
glz)eC = a"gx)eC
C ciclico

2" g(x) = (0,0,...,0,90,91,---,95-1) = g(z) spostato negli ultimi posti

w(x”_dg(x)) =(0,0,...,0,90,91, -+, 95-1—(n—m)) (1)
gi # 0 Vi vedi [4.6,pg.7] (2)
(1), (2) = w(r(z" 4g(z)) = (6 =1 - (n—m)) +1=d(C") = minw(C"™) <5 — (n—m) =
\;;,?? d(C") =6~ (n—m) (3)
(3) dim €’ = dim C
Per la [4.5,pg.6], dimC =n —d + 1.



Per la [RE,prop4.3,pg.21], una matrice generatrice per C €’

g 91 -y go-1 0 0 0
0 go g1 ceey gs—1 0 ce 0
G=10 0 ) g1 ey gs5—1 0 o Ol en—641xn
0 0 ce 0 go g1 ceey gs—1
G generatrice per C = G di controllo per C*
—~

[QUA ,prop3.3.1,pg.4]
_ 1 N o
CRS = CMDSd(C)=0 = CLMDS d(CY)=n—d(C)+2=n—5+2 (4)

[4.5,pg.6] [QUA,prop3.4,pg.2]
d(ct) = s+1 = s=n-—0+1= qualsiasi insieme di s colonne di G €’ Li. =
—~— —~—
[QUA,prop3.2,pg.1] (4)

= qualsiasi minore di ordine n — § + 1 €’ invertibile (5)

G
G2
G= . , G riga
Gn75+1
m(G1)
G =7(G) = : en—3d+1xm (6)
F(Gn—é-&-l)
(5)
(6) = lerighe di G’ sonol.i. = dimC’ > dimC
n—06+1<m 7(G)EC!

7 lineare e surriettiva = dim €’ < dim C
= dimC’ =dimC
O

Example 4.8. Vogliamo costruire un codice con n = 8 (parole di 8 caratteri), e = 2 (correzione
di due errori), MDS.

d—1
— = e=2=d=5
2 ~~
[RE,prop2.1,pg.10]

MDS=k=n—-d+1=8-5+1=4

Quindi cerchiamo un codice di tipo [8,4, 5].
Come campo scegliamo Fy. Costruiamo un RS con b =1



RS = d=06=degg(x)+1

Fs|x . .
Fy=F3 ~ (9323—[0-]1) ~ F3li] ={a+ib|a,be F3}
Fy ciclico , |F§| =8 = 3! sottogruppo di ordine 4 ed €’ (i) = {1,4,—1,—i}

~—

biezione tra i divisori di |G| e i sottogruppi
L’unico sottogruppo di ordine 2¢’ {1, —1} C (i)
14+id @), 1+i#tl=o(l+i)=8= Ff =(1)+i
Siaa=1+41
o(a) =8 = Us = ()
deg g(z) = 0—1=5-1=4 = g(z) = (x — a)(z — a®)(z — ®)(z — o) =
[4.5,pg.6] [4.5,pg.6]
=@—i—D(x—-2i)(z—1-20)(z+1)
C(z) ={q(x)g(z) | ¢(x) € Fy[z], degq(x) < 3 oppure g(z) = 0}

4.0.1 Trasformata di Fourier
Definition 4.9. Trasformata di Fourier finita.
Sia U,, = (), supponiamo sempre (n,p) = 1, , con p = char F, e inoltre che U,,CF, & n/q -1
La trasformata di Fourier finita, relativa a (3, ¢’ la seguente applicazione:
Sp: Fylzln-1 — Fylz]n
v(z) =vg + vz + - F v 2" =0t (x) = v(B%) Fu(B)z + - F (B et
Nota? In termini vettoriali:
Sp: by — F}
v=(v0,.,Vn 1) v* = (v(8°),...,0(8" "))
dove v(37) = v - ((87)°,(B7)", (B7)%,.... (3" 1) =v- (B°, 7, %,...,80 19
Notazione:

ot F(v)
Ve df T (w)

Proposition 4.10.

1. Fourier e’ un isomorfismo vettoriale.

2Se il campo in cui operiamo e’ C, allora
;2 27 L. 27
B =e"n =cos— +isin —
n n

per questo motivo 'applicazione sopra definita si chiama Trasformata di Fourier Finita
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2. La matrice associata e’ la matrice di Vandermonde

Ajj =B Vi, j=0,...,n—1
A€ nxn

(in questo caso numeriamo gli elementi di A a partire da 0.

v* = Av, dove v*,v si intendono come colonne

3. Linversa di § e’:

41
L ®s) " = g

2. w, Y Fmi(w) = (w(BY), w(B L), wB2), ..., wB ")) = (W), W), w(B2),
3 (A_l)ijZ%ﬁ_”
Nota>.

Proof:

(1) Dimostriamo che § €’ lineare ed invertibile
Calcolare un polinomio v(z) in un elemento v(a) equivale a effettuare un prodotto scalare.
Per questo motivo possiamo esprimere § direttamente con una matrice:

v(3)
v(Ah)
vt = v | =
~~ .
def. di § :
U(ﬁ”fl)
B9,39,89,...,8°-
e I I A &
(82, (8Y,(82)° ..., (B®V)?) v .
i (ﬂo,ﬁj,ﬁ”,..:.,g(n—l)j).v N ?0 B g% ..., pe-vi |V
(ﬁ176n—1’ﬁ2(n—1)’:"_7ﬁ(n—1)(n—1)) v Bt prt ﬁQ(n—l) ol g(n—1)(n—1)
Sia A l'ultima matrice. A ¢’ una matrice di Vandermonde formata sulle radici {507ﬁ1, o ,ﬁ”_l} _

U,,. Quindi €’ invertibile.
(2) Calcoliamo !
(2.1) Dim. che (§5) " = 1§51

T n

3]a 3. da’ esplicitamente I’inversa della matrice di Vandermonde A
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vt =Fp(v) = (0(8°),...,0(8"H) (1)
Fp-1 (v*) = (v*(8°), v ( h,w

Poniamo a ' (@ a,...,a™ 1)
] . n—1 n—1 n—1n—1
VBT =0 B = D @) =Y (0 BT =YY e = kazw K
(1) =0 J=0 j=0 k=0 J=
Zﬂm 0 Z (5@4))]' _
7=0
rri=1ek=i (Z,) & k=i (%)
0<i,k<n—1
_ n k z.<:>ﬁ 1:n5ik (@)
~ 0 k+#i
[2.1,pg-1], (%)
n—1
(3),(4) = v*(B7) =) vndix = nv; (5)
k=0
* 1 *
Fp-1(v") = n(vg, V1, ..., Up1) = ggﬁ—l(v y=v (6)

(2),(5)
Abbiamo cosi’ dimostrato che:
1 1 . 1 _ _ 1 _
(230 ) o =v= (250 )8a=id 2 (580 )80 =G @ 130 = ()

n
$p invertibile

O

Proposition 4.11. T codici di Reed-Solomon, conb = 1, si ottengono dalla costruzione [3.1,pg.2]
scegliendo S =U,, ek —1=mn—4. (nota*)

Remark 4.1. La costruzione [3.1,pg.2] fornisce un metodo per costruire codici MDS. Tuttavia,
conviene usare i codici di Reed-Solomon, perche’ esistono algoritmi di decodifica molto efficienti.

Proof: Sia U, = (f).
(1) Dimostriamo che il codice

D={(f(B8.-, F(B") | f € Fyla)u-s}
e’ isomorfo al codice di RS definito da f, scegliendo b = 1.

C e MDS definito da S, conb=1 <

v(np)—ln/q—l C = {c(x) € Fylaln_1 | c(8) =0 Vi=1,...,6—1}
def.
dove U,, = ()

4quindi questa proposizione e’ una dimostrazione alternativa del fatto che i codice RS sono MDS
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Poiche’ (n,p) =1, n/q — 1, possiamo considerare le trasformate di Fourier dei ¢(z), secondo

gL

§ar (e(@) = " (@) = e(1) + c(B7)a + c(B7%)a% + - 4 o(f "7 )a" ! =

= c(1) +e(B" a4+ (B H)a? + -+ e(B)2" T = e(1) +e(B" T a + (B )a? + o 4 e(87)a" 0 (2)
¢5)

Sia C' = §5-1 (O)

(2) = C'CFyfa]n-s (3)

T -1 isomorfismo (vedi [4.10,pg.10]) = dim C’ = dim C = n- d+1=dimF,[z],—s (3.1)

[4.5,pg.6]
(3),(3.1) = C" = Fy[a]—s (4)
C si ottiene con 'inversa di §z-1:
-1 o 4 _ = ,
@) = —Ss=>C=-53(C)
[4.10,pg.10]
1 n—1
_ = * APN * 0 * n—1
c(w)EC@c(x)—n Bz — (c*(B8),...,c (8" 1) € D
=0 3)
=C~D
O
4.0.2 Decodifica
Definition 4.12. Sia CCF' un codice RS, su U, = (), con b= 1, dimC = k, d(C) = 0.
Sia c(z) la parola trasmessa e d(z) = c¢(z) + e(z) la parola ricevuta, con e(x) errore.
Supponiamo che ’errore si possa correggere, ovvero (vedi [RE,Prop2.1,pg.10])
6—1
w=w(e@) <t =" ]
Definiamo i seguenti oggetti:
b= (by,...,by) = (€i,...,e;,) vettore dei coefficienti non nulli di e(x), con 0 <iy < -+ <i, <n-—1
a=(ay,...,ay) = (B",...,3"™) vettore di posizione dei coefficienti b
nota’®
L’error locator polynomial €’:
o(x) = H T — ay
i=1
Le sindromi generalizzate sono:
sp=d(f) Vj=1,...,6 -1
5esiste una corrispondenza biunivoca tra {Bii lj=1,... ,w} e{ij | j=1,...,w}. Per questo motivo conoscere

a equivale a conoscere (i1, ..., %w)
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Proposition 4.13. Sotto le ipotesi di [4.12,p9.13], si ha

Le#0=0()=0Vi=1,...,n—1
2. s;=d(f)=e(B) Vj=1,....,0 -1

3. 8500+ 84101+ -+ 5j4w0u =0 Vj=1,...,w
b1 51

4. b e’ soluzione del sistema A Sl =1 : |, dovedove A e’ la matrice A= (aé)izl,m,w; J=1,...w
bu Sw

la soluzione esiste ed e’ unica

ap Sw+1
01 Sw+2

5. (60,---,0w_1) € soluzione di M, . == . . dove My = (Siqj—1)i=1,....h; j=1,...,h
Ow—-1 Sow

la soluzione esiste ed e’ unica
6. w=p(M)

Proof:
(1)

e; # 0= e; ¢ un coefficiente di e(z) non nullo = Ik : j=1i, << A% radice di o(z) < o(3) =0
def di o(z)

(2)

1<j<8—1, ¢(z) € C ReedSolomon = ¢(37) =0 (1)

S]\://d(ﬂ]) = C(ﬁj) + e(ﬂj), = _ = e(ﬂj) Vi=1,...,6—1
def (1)
(3)

(3.1) Dimostrazione 1

Per definizione di b: ‘ ‘
e(x) =bra" + -+ + bz
e(B) = b1 - by = bia] + -+ bual, (1.1)
def di @
sj = e() = bial +---+byal, Vi=1,...,6 —1 (1.2)
2. (1.1)

14



Poniamo bi=a;,=0 Yw <i<t.
aj =" #0=¢;, #0 = o(a;) =0

a;=0&1>w

1.

= bialo(a;) =0 Vi=1,...,t (1.3)

(1.3) = Y bialo(a;) =0 (14)
i=1

t t t t t
Z biaga(ai) = Zbiag (oo + o010, + -+ 0yal) =09 <Z bmf) + o1 <Z biazH) 4+t oy (Z biaZ”Lw) :
i=1 i=1 i=1 i=1

t
§ : Jth
biai
i=1

i=1

= 00Sj + 018541+ -+ OwSjtw (15)

()

= Sjtn Vi=1,...,6 =1 —h(x)
(1.2), a;=0 Vi>w

(1.4), (1.5) = 008 + 01841+ -+ OwSjpw =0 Vj =0 — 1 —w (%x)

In particolare, poiche’ 2w <2t <§d—1=w < J—1—w, la (xx) vale per j =1,...,w.
(3.2) Dimostrazione alternativa 2

Diamo solo una bozza di dimostrazione.

|
—

n

Sp-1(e(w) =e(x) = e(f" " (1)

@) = (§o-1) (@) = Bl (@) =

er = eka(ﬂk) =0; e, #0

Il
=)

K2

= eka(ﬂk) =0
1.

0Vk=1,...,n—1 (3)

1

(B892 (2)

e*(B¥)o(BF) =0 Vk=1,...,n— 1 < V3" € U, ¢ una radice di e*(z)o(z) & 2" — 1/6*(1‘)0'(.23) (4)

() <n—1, dego(x) =w = dege*(x)o(z) <n+w-1 (5) =

= e*(z)o(x) = (2" — 1) (ho + hiw + -+ hy_12° ™) (6) =

= in e"(z)o(x) non sono presenti i termini di grado r: w <r <n—1 = 1iloro coefficienti sono nulli (7)

calcoliamo i coefficienti sviluppando il prodotto e usando la (1):

(M & Zar_ie(ﬂ”ﬂ') =0Vr=w,w+1,...,n—1

i=0
Utilizzando la 2., con un’opportuno cambio di variabili e un’opportuna scelta di g si ottiene

la tesi.
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(1.2) = s;=bial +-- +byal, Vi=1,...,w &
w<t=6—1/2]<—1

aq N )
51
ai ... add|_
< | . b=1 :
s
w w w
al’ ... a¥
1 1
aq e Ay
mettendo in evidenza nelle colonne di A: det A =a;1---ay = ar -+ Gy H(ai —a;)
: i<j
w—1 w1 Vandermonde J
al coal

Poiche’
a; #a; Vi#j, a; #0 Vi= det A#0 (9.2)

il sistema ammette un’unica soluzione.

(5)

o(z) € monico = 0y =1 = —Sj14 =800+ 54101+ -+ Sjtw—10w—1 =0 Vi=1,...,w &

3.
S1 52 cee o Sl4w—1
S92 S3 e So4w—1
g0 Ow+1 g0 Ow+1
< | D= eM,| | =-
Sj Sj4+1 cee Sj4w—1
Ow—1 02w Ow—1 02w
Sw  Swt+l .- S2w—1

Resta da dimostrare che la soluzione esiste ed e’ unica.
Per la (1.2), la matrice M, si puo’ cosi’ decomporre:

M, = A’ diag(biay, ..., byaw)(4L)  (10)

1 1
al Qo
dove Al =
af=t et
infatti:
blal(l,al,...,aﬁ“fl)
t b2a2(1,a2,...,a12”_1)

diag(blah ey bwaw)(A{w) =

bwaw(17 Qs - -y aw—l)

blala{_l
/g ;o\t . N il 1 bQClga%_l
(41, diag(Brar, . buau)(4,) ) = (Aw)i(diag(brar, ... buan)(4,) ) = (af ' .. a7 . =
ij :
bwawa{u_1
-1 _i— j—1 i i+j—1 itj—
=biaral el 4 Fbyawdd = b T e bal T = s = (M) (10.1)
(1.2) def. di M,
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Quindi,
det M, = (det A,)? det (diag(biay, . . ., buayw)) = b1ai - - - by, (det Ay)? # 0
<~
bi5£0 per def di b, (9.2)

(6)
Estendiamo il vettore b ponendo b; = 0 Vi > w e scegliamo a1, ...,a; in modo che
{ai,...,a;} siano tutti distinti fra loro®. Si ha:
Mh = Mh = A’hdiag(blal, .. .,bhah)(Aﬁl) Yw S h S t (11)
infatti, basta rileggere la (10.1) considerando che b; =0 Vi > w.

{ai1,...,a;} distinti fra loro = Aj, invertibile Vw < h <t (11.1)

Ajp, matrice di Vandermonde
h =t ¢’ il massimo indice che possiamo prendere perche’:

(Mt)t,t = S2t—1

gli s; sono si,...,85—1
2t — 1 < o6—1
~—
t=[6—1/2]

Quindi,
(11), (11.1) = p(My) = p(diag(bsa; | 1 <i<t)) =
[AL,7.13,pg.46]
=t—|{1<i<t]a;=0}=t—|{1<i<t|bj=0}|=w
O

Proposition 4.14. Algoritmo di decodifica.
Sotto le ipotesi di [{.12,pg.15], si puo’ utilizzare il sequente algoritmo per calcolare c¢(xz) a partire
dalla parola ricevuta w(zx).

1. Siat=1[6—1/2]
2. Calcola sj =w(B?) Vj=1,...,6 —1
3. Calcola il rango w = p(My), dove My €’ la matrice My = (Siqj—1)i=1,...t; j=1,.t

4. Risolvi il sistema:

o] Sw+1
01 Sw+2
M, = - .
Ow—1 S2w
5. Trova le radici @ = (ay,...,ay) di

o(x) = Z ot

L’unico metodo generale noto per trovarle e’ procedere per forza bruta sostituendo tutti i
possibili elementi di Iy.

6. Da @ ricava il vettore (i1, ..., i) tale che 3% = a;.

6{a1,...,aqy} sono gia’ distinti fra loro
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7. Risolvi il sistema

b1 S1

1)‘ .
j)i=1, w5 =1, w

dove A e’ la matrice A = (a
8. e(x) e’ il polinomio

e(z) = bya'™ + - 4 bya'™

9. Correggi la parola w(zx):
o(z) = w(z) — e(x)
c(z) e’ la parola corretta

Nota: un altro algoritmo di decodifica, piu’ efficiente di questo, e’ il “Berlekamp-Massey Algo-
rithm”.

Proof: La correttezza di questo algoritmo deriva dalla [4.13,pg.13] O

5 Appendice A

Qui di seguito vengono inclusi gli appunti cartacei appunti forniti dal professore Re Riccardo.
Sono stati modificati con I'aggiunta di alcune annotazioni.
... TODO: da scannerizzare

6 Appendice B

Qui di seguito vengono inclusi i miei appunti cartacei.
... TODO: da scannerizzare
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