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1 Preliminari
Definition 1.1. . Sia A un anello (o gruppo). Se B €’ un sottoanello (o sottogruppo) di A,

scriveremo B < A.

1. Supporremo che in ogni anello unitario, 04 # 14, ovvero che lo zero dell’anello sia diverso
dall’elemento unita’, cioe’

{0} c {0,1}CcA

Quindi ogni anello unitario ha almeno 2 elementi.

2. Ogni anello sara’ ritenuto implicitamente unitario.

Remark 1.1. Tutti gli spazi vettoriali che considereremo saranno di dimensione finita.

2 Algebre

Definition 2.1. Sia A un F-spazio vettoriale finitamente generato e un anello'.

A e’ un’algebra & Aab) = (Aa)b = a(Ab) Va,be A, YA€ F

Definition 2.2. Sia BCA,

e’ un sottospazio vettoriale di A
B €’ una sottoalgebra di A & Bl ¢ un sottoanello di A

1, €B

Se B e’ una sottoalgebra di A utilizzeremo la seguente notazione:

B=<A
Remark 2.1. Una sottoalgebra e’ un’algebra
Proposition 2.3.
r—yeDB
A B
B<A e TS Vi,y€B, VAEF
zy € B
14€B

Example 2.4. I seguenti insiemi sono delle algebre:
1. A= Fnxn
2. A=Hom(V,V)g, con V spazio vett. finitamente generato.

Definition 2.5. Definiamo il centro dell’algebra A:
Z(A)={ac A|lab=0ba Vbe A}

lusiamo la stessa operazione di somma sia nello spazio che nell’anello. NOTA: I’anello €’ unitario



Remark 2.2. Z(A)=<A

Proposition 2.6. Sia ey, ..., e, una base di A, allora
Z(A)={ac Alae; =ea Yi=1,...,n}

Definition 2.7. Sia data una mappa f: A — B, con A, B algebre.

f € una applicazione lineare fOz+py) = Af(x) + ufy

f € un omomorfismo di algebre (alg-hom) « f ¢ un omomorfismo di anelli & ¢ f(zy) =

f(la) =1p f(la) =
Example 2.8. Sia A una F-algebra, allora la funzione

f:F— A
/\’_’/\114

e’ una omomorfismo di algebre iniettivo.

Proof: E’ facile vedere che e’ f un omomorfismo, verifichiamo solo che f(Au) = f(A)f(u)
FOw) =0wla = Apla) =

assiomi dei vettori

=AMla(pla)) = Ma)pla) = FNf (W)

assioma algebra
f € iniettiva, infatti,
ker f={Ae€ F|Al4=0}
AMa=02A=0V14=0
A#0= 14 =0 assurdo
= ker f = {0}
O

d
Definition 2.9. Con /<A indichiamo un ideale (bilatero) di A. Con I<A un ideale destro di
A.

d
Proposition 2.10. Sia I<A un ideale destro di A, allora
d
IJA=T1<A

ovvero, I e’ un sottospazio vettoriale di A.

Proof: Basta verificare che \e € I Yx € I, VA € F.

Az = Azl = x(Al € 1
(zla) = (Aly)
Assioma algebra I ¢’ ideale destro e z€rl
O
Proposition 2.11. Sia {e;; | 4,5 =1,...,n} la base canonica di F™*", ovvero e;; e’ la matrice

formata tutta da zeri, con 1 nel posto i, ].



Sia a € F™*™ Si ha,

1. ejjen = ey

0 ... 0 aix 0 ... O
0 ... 0 agx O ... O
2. aekl:Zaikeilz .
0 0 anx O 0
"o 0
0 0
0 ... 0
3. eklazzalieki: an ap ay
’ 0 0
_0 0_

4. epsaep = askeri
Intuitivamente,

1. aeg; e’ la matrice con la colonna k-esima di a messa nella colonna | e con tutti gli altri
posti nulli

2. exia €’ la matrice con la riga l-esima di a posta nella riga k e con tutti gli altri posti nulli.

3. ersaep; €’ la matrice che ha elemento agy, nel posto 1. Tutti gli altri suoi elementi sono

nulli.
Proof:
(1) Dim 2.
a = Z aijeij
%]
aekl = Zaijeijekl = Zaijéjkeil = Zaikeil
) 1 0, %
(2) Dim 4.

Crs@ = = E Agi€rj
TS : s1Cri
3. %

ErsQ€L] = (ersa)ekl = 5 AsiCri€kl = E Gsi0iker] = Usker]
i 1. i
O]

Proposition 2.12. Sia p;; la matrice di permutazione che scambia la riga (colonna) i con la



riga (colonna) j. Allora si ha,

pij =1 —ej; —eii +eij + e

Pij€jr = €Eik

AN el S

CijPjk = €ik
Proposition 2.13.

Z(Frbxn) — {dlag()\7)\, .. ,)\) | A€ F}

Proof:
Z(A) = {a€Alae;=eja Vi,j=1,...,n}
(2.6,pg-2]
0
0
0 0 (0573 0 0
0 0 ag; 0 0 0
ae;; = €;;a <= = |51
[2.11,pg.2] [0 ... O Ani 0 ... 0
v 0
colonna j
L 0
Ajj = Qi
=<ap; =0 k#1i
ajp=0 j#h

E poiche’ questo vale per ogni i, 7, si ha la tesi.

Definition 2.14. Sia A un anello,

VIKA I=AVI=0
A0

. def
A ¢’ semplice & {

In altre parole, A e’ semplice quando non ha ideali non banali.

Theorem 2.15. Sia A = F™*", con ' campo, allora,
A e’ un’algebra semplice

Proof: Sia I<dA e supponiamo che I # 0. Dimostriamo che I = A.

pija e’ la matrice ottenuta scambiando le righe i,j di a

api; e’ la matrice ottenuta scambiando le colonne i,j di a




I1#0=3da#0€l=3a,s #0
esra € I perche’ a € <A
(esra)ess € 1
I3 egraess = ars€ss € 1
[2.11,pg.2]

ars #0=3a,, 1 €F
—~

€F

arsess € 1

r= 4 = ars (arsess) €1 S egs €1

sott. vettoriale

ars— ' € F e uno scalare

ess € INA = pisessps; €1 S ei5 €1

ideale

e questo Vi, j. Quindi
{eij | 1,7} basedi ACI = A=1
O

Remark 2.3. Anche se non esistono ideali non banali, possono esistere ideali destri o sinistri. Ad

esempio,
=5 8107}

e’ un ideale destro di A = FnX"

2.1 Moduli

Definition 2.16. Sia A un F-algebra, e V un F-spazio vettoriale, allora

V € un A-modulo, secondo 'operazione - : VxA — V «
1. vlgp=w
2. (v+w)a=va+wa
o {3 (va)b = v(ad) VA€ F, Va,be A, Yo,weV

4. v(a+b) =va+vb
5. (W)a =v(Aa) = A(va)

In pratica, si puo’ pensare A come un particolare insieme di scalari per V' (moltiplicati pero’ a
destra).

Example 2.17. 1. A= F"*" V = F™ ¢’ un A-modulo con 'usuale operazione di moltipli-
cazione tra vettore (riga) e matrice?

2. A algebra, V = A. Questo A-modulo si chiama 1’A-modulo regolare, e si indica con A°

2]a moltiplicazione e’ a destra: v-a, con a € A



Definition 2.18. Sia V un A-modulo, e W <V,

We' un sotto A-modulo di V. & wa e W Ywe WVac A
Per indicare che W e’ un A-sottomodulo di V' useremo la seguente notazione:
A
W<V
Example 2.19. I sottomoduli di A° sono gli ideali destri.
Proposition 2.20. Sia V un A-mod e W un suo sottomodulo,allora
V/W e’ un A-modulo con l'operazione (v + W)a =va+ W

Proof:
(1) L’operazione e’ ben definita

v+W =0 +W=v—-v eW=(v-1)eWw = (v—vYaeW =va+W =v'a+W
W sottomodulo

O
Example 2.21. Dato V A-modulo e v € V,
vA ={va|a € A} € un A-sottomodulo
e in generale
v A+ +v,A e un A-sottomodulo
Example 2.22. Sia V un A-mod, allora 'applicazione

p:A— Endp(V)
a— pqg
dove p, : V — V

V= va

e’ una algebra-omomorfismo.

Definition 2.23. Sia V un A-modulo,

ann(V) < {ae A|Va=0}

anng (V) € Pannullatore di V in A.
Proposition 2.24.
anng(V)<A

Definition 2.25. Sia V un A-modulo,

V €’ semplice & gli unici sottomoduli di V' sono 0,V



Theorem 2.26. Sia A = F"*" V = F" A-mod con l'usuale moltiplicazione tra vettori e
matrici, allora

V e’ semplice

Proof: Supponiamo per assurdo che W sotto A-mod : 0 < W < V, allora
Fv e VAW, Jwe W\{0}
Sia f un endomorfismo t.c.
flw) =
e sia ¢ € A la sua matrice associata (secondo la base canonica), e quindi *
we = f(w) =v
ma essendo W un sottomodulo,
wceW =veW
assurdo contro v € V\W.

Definition 2.27. Siano V, W due A-moduli.

f:V — W ¢ un A-omomorfismo & L./ ¢ lineare
2. f(va) = f(v)a Yv eV, Vae A

Se f e’ biettiva, diremo che f e un A-isomorfismo e scriveremo:
A
VW
Proposition 2.28. Sia f: V — W un A-omomorfismo.

ker f e’ un sottomodulo di V'
f(V) e’ un sottomodulo di W

Example 2.29. Sia W un A-sottomodulo di V' I seguenti sono A-omomorfismi:
1. i: W — V inclusione
2. m:V — V/W surriez. naturale

Sia U un A-sottomodulo di V' e supponiamo V = U @V, allora

gV —U

v=ut+v—u
e’ un A-omomorfismo.
Proposition 2.30.
VAW = anng (V) = anna (W)

Ovvero, moduli isomorfi hanno lo stesso annulatore.

3stiamo usando una diversa notazione notazione per le matrici: i vettori sono righe, e se A €’ la matrice
associata ad f, v'’A = f(v) Come matrice associata intenderemo B = A, quindi f(v) = w < vB = f(v)



Proof: N
VW < 3f : V. — W A-isomorfismo
acamy (V)& Va=0< f(Va)=0< f(V)a=0< Wa=0< a € annyg(W)

O
Proposition 2.31. Siano V,W degli A-mod.
Hom 4 (V, W) 1/ {f:V—W|f A-omo} e’ uno spazio vettoriale
Enda(V) % Homa(V,V) < Endp(V)
~—
sotto algebra
Theorem 2.32. di Schur. Siano V,W degli A-mod.
f:V—W A-omo
V., W semplici = f e’ un A-isomorfismo
Im f # {0}
Proof: Per la prop [2.28,pg.7], Im f € un A-sottomod di W, e poiche’ Im f # 0, si ha
O0<Imf<W, We semplice = Im f =W < f surriettiva
Analogamente:
Imf#£{0} = kerf<V=0<kerf<V = kerf={0} = f iniettiva
V semplice
O

Corollary 2.33. Sia F' campo algebricamente chiuso, V' A-modulo semplice, allora
fe€Enda(V)eINe F: f=Ady

Proof:
(1) Dim <

fva) = A(va) = (M)a = f(v)a
(2) Dim =
Poiche’ F' €’ chiuso, f ammette almeno un autovettore v € V\ {0} con autovalore A € F (il
polinomio caratteristico ammette radici in F'). Allora,

F0) = Xo
Sia g = f — Aidy
fyAidy € Enda(V) = g € Enda(V)

gv)=fv)=w=0=veckerg= kerg#0
Allora per il teorema [2.32,pg.8] deve essere necessariamente Im g = {0} e quindi

£ = Aidy

Proposition 2.34.

V' A-modulo, V # 0 = HW%V semplice

In altre parole, in un A modulo possiamo sempre trovare un sottomodulo semplice.



A
Proof: Se V e’ semplice, scegliamo W = V| altrimenti possiamo trovare un V;<V. A questo
punto procediamo per induzione su V;. L’induzione dovra’ arrestarsi perche’ dim V' < oco. O

Proposition 2.35. Sia I un insieme di indici qualunque (anche infinito), e sia V uno spazio
vettoriale finitamente generato. Sia {U;};c; una famiglia di sottospazi di V. Definiamo la
sequente somma:

SNu, €N | JCt, 7] < oo

il jeJ
allora si ha

V:ZUi:>E|{Z'1,...,Z'7,L}gI: V:U11++Uz
el

m

Proof: Poiche’ V' = 3., U;, ogni vettore v € V si potra’ scrivere come somma finita di
elementi di certi U;:

v:Zuj7 UjEUj Vied

jeJ

Quindi considerando la base {v1,...,v,} di V, avremo
v = g u;, Vk=1,...,n
JkE€EJx

e quindi

{v1,...,0,} C E Ui,

k=1,...,n, jr€Jk

e poiche’ |Ji| < 0o, abbiamo la tesi. O

Proposition 2.36. Sia W un sottomodulo di V.

W e’ massimale < V/W e’ semplice
Proof: Sia 7 :V — V/W la surriezione naturale,
(1) Dim. =

U< V/W <7 Y(U)DW = W non e’ massimale
(2) Dim. <«

W<W <V =xgW')<V/W = V/W non semplice

Proposition 2.37. Sia V un A-mod.

d
V e’ semplice <V ~ A/I con I<A massimale

Proof:
(1) Dim. =

V semplice,v € V\ {0} = vA=V
f:A— vA, a— va e un A-omomorfismo surriettivo = A/ker f ~vA =V (1)
V semplice = A/ker f semplice = ker f massimale

[2.36,pg.9]



Quindi scegliendo I = ker f si ha la tesi.
Nota: nell’usare la proposizione [2.36,pg.9], abbiamo implicitamente considerato A come mod-
ulo, ovvero, A°, e fatto ricorso all’esempio [2.19,pg.6].
(2) Dim. <«
Si procede utilizzando le stesse idee di prima:

d
I<A massimale < I < A° massimale =  A/I semplice

[2.36,pg.9]
O

Lemma 2.38. Sia V un A-mod, {U;},.; una famiglia di sotto A-moduli semplici, con I insieme
di indici qualsiasi, allora

V=Y U=V=U,o - aU,
iel

Remark 2.4. Nella proposizione [2.35,pg.9] ottenevamo un risultato analogo. Stavolta, pero’,
richiedendo la semplicita’ si U; e la modularita’ di A e U;, otteniamo come risultato una somma
diretta.

Proof: Sia W linsieme di tutti i sottomoduli che si possono scrivere come somma diretta di
alcuni U;:
W=[W=U; & - 0Uj,|j1,-..,jt €]
sia W il massimale di (W, C), che sicuramente esiste perche’ dimV < oo.
(1) Dimostriamo che W =V
Procediamo per assurdo:
W<V=>)U=3U:UgZW=

iel
= Uu,nw < U;
—~
U, CW & U;=U;NnW
UnW <UL paw—0=w+U,=weu,
U; simple

weU, =, U,®---alU,)eU,

) def. di W .
e questo e’ in contrasto con la massimalita’ di W.

Theorem 2.39. Sia V un A-modulo, allora le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. YUSVIWSV: V=UaW
(E’ possibile completare ogni sottomodulo di V')
2. V= Z U;, con U; A-sottomod semplice
iel
3. V=W1®---d Wk, con W; A-sottomod sempliceVi=1,... k
Proof:
(1) Dim. 2. & 3.

Basta applicare il lemma [2.38,pg.10].
2) 1. = 2.

10



Sia

W= > U

U%V semplice
se W =V abbiamo la tesi. Supponiamo allora W < V. Per la 1. abbiamo:

WLV V=UaW (1)

W<V, 1)=U>0 = HUlgU semplice
-~

[2.34,pg.8]
Per definizione di W: U;CW
=0<U; <WNU =WnNU #0
assurdo contro W @ U
3y 2.=1.
Per Hp:
V= Z U;, con U; A-sottomod semplice
i€l
Fissato un U <V, sia W un meassimale di
{W <V |WnU =0}
Supponiamo per assurdo che W + U # V, allora
W+U§£ZU,=>3U1Ung+U=>UILﬂW+U<UZ \:i/ UZQ(W—FU):O(Q)
il
(3.1) Dimostriamo che (W + U;)NU =0
Sia u € (W + U;)NU, ovvero
u=w+u;, uelU, weW, u; €U

u—w= u = u=0=>u=weUnNW = 0=u=0
~— = ~—

U, e’ semplice

——
ceU+Ww cU; (2) per def. di W

= (W+U;)NU =0
Inoltre, W + U; > W, infatti,

W4+U, =W = UCWCW + U assurdo contro U; W + U
Quindi,

W+U, >W
{ U = assurdo contro la massimalita’ di W

(W+U;)NU =0

2.2 Moduli semisemplici

Definition 2.40. Un V' A-modulo che soddisfa il teorema [2.39,pg.10] si dira’ semisemplice.
Proposition 2.41.

= U e’ semisemplice

V' semisemplice
U<v

In altre parole, i sottomoduli di moduli semisemplici sono a loro volta semisemplici.

11



Proof: Sia W < U,
V' ssemplice = dVy: V=WoV=
[2.39,pg.10]

=UnNV =UnW +UnV, = W+ (UnNV)
WCU
U = UﬂV:W+(UﬂVO) = W@(UQVO)
Ucv WNVo=0

Proposition 2.42.

V' semisemplice ] _
= V/U e’ semisemplice

A
U<v

In altre parole, i quozienti di moduli semisemplici sono a loro volta semisemplici.

Proof:
V ssemplice = dW: V=WeU
—
(2-39,pg.10]
W <V, V ssemp. = W ssemp.
-
[2.41,pg.11]
Considerando la proiezione naturale my : V' — W si ha il seguente A-isomorfismo:
V/IU~W

e per la semisemplicita’ di W si ha la tesi.

Proposition 2.43.

V= Z U;, con U; semisemplice =V semisemplice
i€l

In altre parole, la somma di moduli semisemplici e’ un modulo semisemplice.
Proof: Basta usare il punto 2. del thm [2.39,pg.10].
Theorem 2.44. Sia A una F'-algebra, allora

A° e’ semisemplice < Ogni V. A-mod e’ semisemplice

Proof:
(1) Dim. =
Sia V un A-mod e v € V. L’applicazione
f:A—vA
a— va

e’ un A-omomorfismo surriettivo, quindi
A° ssemp. = A/ker f ssemp. = A/ker f ~ vA = vA ssemp.

= A
{V Lvev? =V ssemp.

vA ssemp. Yo eV ~
[2.43,pg.12]

(2) Dim. <«
Basta scegliere V' = A° per avere la tesi.

12



2.3 Algebre semisemplici
Definition 2.45. Sia A una F-algebra,

. . def . .
A € semisemplice < A° e’ semisemplice

Proposition 2.46.

A e’ semisemplice & A = Z I= Z I
I%A"7 I semp. I%A minimale
Proof:
A €’ semisemplice < A° e’ semisemplice = A° = Z W (1)
[2.39,pg.10] W<A°, Wsemp.

Ricordando dall’esempio [2.19,pg.6] che i sottomoduli di A° sono gli ideali destri A, si ha

Infine,
I semplice (come A° modulo) < I non ha A°-sottomoduli < I non ha ideali destri <

< I €’ un ideale destro minimale
O

Proposition 2.47. Sia V un A-mod. Definiamo A(V) come la somma di tutti gli ideali destri
di A che sono A-isomorfi a V. (nota*):

Ay Y

d
19940 T2V
Si ha,

V semplice = A(V)<A

d A
Proof: SiaZ = {IﬂAO : INV}.

Poiche’ A(V') € formato da ideali destri di A, bastera’ dimostrare che A(V') ¢’ un ideale sinistro
di A, ovvero che
alCA(V) Vae AVI €T

Fissiamo un a ed I. L’applicazione

lo: A— A

T — ax
e’ un A-omomorfismo. Osserviamo che

I e€eT=1~V, V semplice = I semplice

Sia f =147 : I — al la restrizione surriettiva di [, ad I.
Esistono due possibilita’:

e se Im f =0, allora al = 0CA(V)

40 in altre parole, la somma dei sottomoduli di A°, isomorfi a V/

13



e se Im f # 0, allora
0<kerf<I = kerf=0
~—~—
I semplice

f surriettiva

= f € un A-isomorfismo =V ~ I ~al =  alCA(V)
-~

def. di A(V)
In ogni caso, al CA(V).
Proposition 2.48. Sia A una F-algebra, si ha

A semplice = A semisemplice

A
Proof: Sia 0 # I<A° semplice, che esiste per la prop [2.34,pg.8], allora
def
< = =
0<AI) < A = A=A >ooor
[2.47,pg.13] A semplice I%AO semp.
e quindi per il teorema [2.39,pg.10] si ha la tesi.
Lemma 2.49. Sia V un A-mod.

V=> ..V, conV; semplice Vi € I
~ Lier P = 3i: WAV,
W<V semplice

Proof: Per il teorema [2.39,pg.10] si ha
V=V,®& -0V, Vi, semplice
Sia m;; : V. — V;; la proiezione naturale.
W semplice = W # 0= 3w € W\ {0} = m;;(w) # 0 per qualche j (1)
Sia f = 7Tij|W W — V;‘j

f ¢ un A-omomorfismo perche’ e’ una restrizione di un A-omomorfismo
(I)=Imf+#0
W, V;; semplici

Theorem 2.50. di Wedderburn.
Sia A una F-algebra semisemplice, allora

1.
d A
V' A-mod semplice < II<A minimale: V=1
Owvero, gli A-moduli semplici sono isomorfi ad A°-sottomoduli.
d
2. 3L, ..., [x<A minimali tale che

Ii 2 I; Vi#j

d
I<A minimale = 30 : Ié],»

=
~—
Schur [2.32,pg.8]

O

Owvero, se consideriamo la relazione d’equivalenza indotta da ~, otteniamo solo k classi

-

di A°-sottomoduli semplici.

14



3. A= A(Il)@"'@A(Ik)
4. anna(l) =37, A(Ly)
5. A(I;)<A e’ minimale Yi=1,... )k
6.
algebra

T—=ry il — I

U — ux

¢; e’ un algebra-omomorfismo iniettivo.
Inoltre, se ' e’ algebricamente chiuso, ¢; e’ biettiva e quindi si ha:

Nota: questi sono isomorfismi di algebre. A(I;) e’ un algebra la cui unita’ e’ e;, dove
(e1,...,ex) € A(I1)x ... xA(I}) e’ quell’unica n-upla t.c.

l=e+---+ex

Proof:
(1) Dim. 1.

d
V semplice & VéA/I, I, con I<A
~—
[2.37,pg.9]
A semisemplice < A° semisemplice = dJ<A°: A=1pJ=> AO/IéJ
[2.39,pg.10]

A A
~ A° ~ d
{V—A /1= = J semplice < J<A minimale

V semplice
(2) Dim 2.

A°ssemp = A°=J®---®J, con J; semplice in A° (1)
[2.39,pg.10]
I < A°semplice, (1) = Fi: I~J
—~
[2.49,pg.14]

Quindi ogni A°-sottomodulo semplice e’ isomorfo a qualche J;. SiaalloraZ = {Iy,..., I} C{Jy,...

I'insieme di addendi non isomorfi tra loro, ovvero, ovvero I; # I; Vi,j: 1<i<j<k.
I vari {I;} sono i rappresentanti delle k classi d’equivalenza indotte dalla relazione é.
(3) Dim 3.
Dalla passo 2 sappiamo che
A=1& & Jn (2)
Inoltre, ogni A-modulo semplice e’ isomorfo a qualche I, con 1 < j < k. In particolare, ogni
Jp, sara’ isomorfo a qualche I;. Associamo allora gli addendi della (2) in modo opportuno,
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sfruttando l'associativita’ della sommaddfiretta:
€

B; = oo
j=1,....m, Jj~I;

A=D1 & - @By
B; € quindi la somma di tutti i J; isomorfi a I;. Ricordiamo che A(I;) e’ la somma di tutti i
sottomoduli di A° isomorfi ad I;.
Dimostriamo che B; = A(I;).
(3.1) BiCA(L)

Per definizione di A(-) (vedi [2.47,pg.13]).

(3.2) A(I;)CB;

A:B1®.@Bk

B, < All)<A =AL)=Bo|AL)N P B
passo 3.1 JFG J=1,. ok
R
Supponiamo per assurdo che R # 0.
A
R # 0 = 3K <R semplice
K<R<A(L) = I = I
< R<A(L) ZI%AO: 27, ~~ ZI%AO: TA7,, T semplice A
I; semplice = K~I, per qualche addendo I =

K semplice

K<R<@jsi jor1,. 6 Bi =Djsi, j1, ik 2oimtm, gimr; Ji
I;, K semplici

[2.49,pg.14]

\:L Jj#£i: K~1I; (3.1)
[2.49,pg.14]
Assurdo.
(4) Dim. 4.
Nel passo precedente abbiamo dimostrato che
A=B1®---® B, (4

con Bl = A(IZ) A

d
~~
I; semplice, [2.47,pg.13]

Quindi
B;,B; addendi della somma diretta (4)
=bib; =0 Vi#j (5)
1 A = 3 Bix...xBp: 1= 6
A€ (e1,...,ex) € Bix...xBy er+---+ep (6)
€]
Moltiplicando a sinistra ambo i membri della (6) per b; otteniamo:
bj = bj61 + -4 bjek = bj@j
(5)
analogamente moltiplicando a destra:
bj = e;b;
Possiamo cosi’” concludere che B; e’ un’algebra la cui unita’ e’ e;, ovvero 1p; = e;.

16



Sempre dalla (5) abbiamo:
BjCanny(B;) C annu(l;) = ZBannnA(Ii) (6.1)

I,CB; 7
e quindi

A= Bz (&) Z Bj = annA(Ii) = (annA(Ii)ﬂBi) (&) ZBJ
J#i (6.1) J#i
Per avere la tesi basta quindi dimostrare che ann4(1;)NB; = 0.
(4.1) Dim. annyu(I;)NB; =0
Sia b € anny(Z;)NB; = 0. Per vedere che b = 0 basta utilizzare la prop [2.30,pg.7]:
beanng(l;) =anny(I) VI < A°: I ~1; (6)
Bib=A(I)b= >  Ib = =0=bcamu(B;) (7)
I<A°: I~I; (6)
(5)

(M, (T)=Bb=0Vi=1,...,k (7.2)
Ab=Bib®d---®Bpb = 0=140=0<b=0

—
(7.2)
(5) Dim. 5.
Sappiamo gia’ che
B; = A(1;)24

Resta da dimostrare la minimalita’. Supponiamo che AC<HA : 0 < C < B;,
B;<A = B; < A°, A° semisemplice = B; semisemplice
A
C < B;, B;ssemp. = 3JR<B;: Bi=C®R (8)
C<B;=R#0

A d
{R<BZ‘ © RABi  _ ROCRNC = 0= Re=0 Yee C (8.1)

¢24 (®)
R # 0= 3J < R semplice
JCRCB;i= > I =, J~I

I<A°: Inli (249 pg.14]

Je—0=ce annA(J)\:/annA(Ii)
J~I;

c€ B;

=cc BiﬂannA(Ii) 0

——
passo 4

Per I'arbitrarieta’ di ¢ concludiamo che C' = 0.
(6) Dim 6.

Innanzitutto, e’ facile verificare che

1. ¢; € ben posta: r, € Endp(I;)

2. ¢; € un alg-omomorfismo

(6.1) ¢; € iniettivo

kerg; ={z€B;|r, =05 ur=0VYuel, o Lx=0%& 2z cannu(l;)} = B;Nann4(I;)

17
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Supponiamo che F' sia algebricamente chiuso e consideriamo I’ A-omomorfismo

U TU
Poiche’ I; e semplice, applicando il corollario di Schur (vedi [2.33,pg.8]) abbiamo
I, = A\zid, per qualche \, € F
(6.2) Dim. che ¢; €’ surriettiva, ovvero che ¢;(B;) = Endp(I;)
d
PROOF SKETCH:Dimostreremo che ¢;(B;)<Endp(l;) e che id € ¢;(B;) Chiaramente, se
I, =0, ¢; € surriettiva. Supponiamo I; # 0.

B;<A = B;I,CB;

L9A, B,<9A = BL,<A
0< B;I; < B;
BiI;<9A = B,I; = B; (9)
B;<A minimale (per il passo 5)
Sia b € B;.
(6.2.1) Dim. ¢;(b)f € ¢:(B;) Vf € Endp(I;)

be B; = Biliibzzmjyj con x; € B;, Yj el; VjeJ, |J| < 400
) ies
Per la linearita’ di ¢;, basta considerare un solo addendo zy di b.
(6.2.1.1) Dimostriamo che ¢;(xy)f = ruyf = 125 = ¢i(2f(y)) € ¢i(By)
Si ha®:

(6.2.1.2) Dim. id € ¢;(B;)

~—
fEEndp

pile;) =re,

re,(2) =ze;, 2€ L,CB;, e,=1p, =>ze;=2=1r., =2

=71, =id

(6.2.1.3) Q.E.D.
d
{‘f’*Bi)ﬁE“?F”’i) = ¢,(B:) = Endp(L))
Lgndp(1,) = id € ¢4(By)
O
Corollary 2.51.
A algebra semisemplice = A e’ somma (diretta) di algebre semplici

Proof: Diretta conseguenza della 3. del teorema [2.50,pg.14]. O

5stiamo usando la composizione a sinistra, ovvero

fa(x) = g(f(2))

18



Corollary 2.52. Sia A un’algebra semisemplice su F' algebricamente chiuso. Si ha:

1. A FM>X™M gy ... @ F™ X" doye n; = dim I;
2. k= dim Z(A)

3. dimA= Z n?
j=1

dove {Iy,..., I} sono i rappresentanti delle classi di isomorfismo di A-moduli semplici.

Proof: Lal. e’ diretta conseguenza del teorema di Wedderburn (vedi [2.50,pg.14]). Dimostriamo
la 2.:

k
L= Z(A) = Z(F" ™) @ - @ Z(F™X™) = dim Z(A) = Y _dim Z(F">*™) =Y 1=k
i=1 =1
k k
1.= dimA = ZdimF"iX""' = an
i=1 =1

3 Algebra di un gruppo

L’obiettivo di questa sezione sara’ quello di sfruttare il teorema di Wedderburn per ricavare
informazioni sui gruppi finiti. Per far cio’, per ogni gruppo finito G costruiremo un’algebra
semisemplice strettamente legata ad esso.

Definition 3.1. Sia G un gruppo finito, F' un campo. Sia F'G l'insieme delle combinazioni
lineari formali® di G su F:

def
FG = (G)p= Z)‘g9|)‘9€F
geG

Possiamo rendere F'G un’algebra ponendo:

0= S og

geG

1 ¥ 1plg+ Y 0g
geG\ {16}

6possiamo considerare una somma formale >_geG Agg come la scrittura simbolica di una funzione A : G — F
tale che A(g) = Ag. Avremo cosi’ che:

Z)‘gg: ZHQQHAg:ﬂg Vge G
geG geG
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e definendo le seguenti operazioni:

ST+ Y 199 BT+ 1g)g

geG geG geG
def
A DIEYE P OOWY
geG geG
def
DIEYIE R DI BE D DRTTIED DN D DENEVTS ERRCIED DI D SRVISE
geG geG g,heG 2€G \ g,h€G: gh=z h=g—1z z€G \geG

Proposition 3.2.
1. FG e’ un’algebra
2. dim FG = |G|

Proof: Per costruzione F'G €’ uno spazio vettoriale ed e’ un anello unitario. Anche ’assioma
delle algebre e’ immediato:

a(Ab) = A(ab) = (Aa)b
Infine, dim F'G = |G| perche’ G €’ proprio la base dello spazio vettoriale F'G. O

Definition 3.3. Diamo alcune definizioni per i gruppi. Sia G un gruppo finito e XCG,
g9 % g tzg Vr,g€ G

def
Ca(x) = {geGlag =gz}
——
centralizzante di x

T~y gﬂgéG:x:yg
——

x coniugato con y
do(@) €2 E ]geq)
——

classe di coniugio

A(G) X {clg(z) |z € G}

Ty,

zeX
Theorem 3.4. Sia cl(G) ={Ky,..., Ky}, allora
1. Z(FG) = <[/(\1[/(\k>
2. {[/(\1, e ,[/(\k} sono l.i.
3. dimZ(FG) = k
{I/(\l, .. ,I/(\k} e’ quindi una base dello spazio vettoriale Z(FQG).
Proof:

(1) Dim. 1.
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x € Z(FG) & xy =yxVy € FG &= xh=hx Yhe Ge hlah=1a (1)
G base di FFG

reFGor=)Y Ngehlzh=>Y XNh 'gh = = Az (2)
geG geG z=h—1gh, g=hzh—1 zeG
> Nnrz = hTlzh = x=Y XNz &, A=y VhizeG (3)
zeG (2) (1) zeG G base di FG
A =Nt VhEG & N, =)\, Vyecl(z) (4)
def

Per la (4) possiamo porre: Aq.y = A, (4.1)

T = Z Az = Z Az (4.2)

zeG z€G
Raggruppiamo per classe gli addendi nella (4.2):

Sia H l'insieme dei rappresentanti di cl(G)

—

k
e=> dam | D 2] =D damdh) = Ak K;
heH zecl(h) heH i=1

k
Tr = ZAK’K
1=1

Poiche’ abbiamo usato solo doppie implicazioni, abbiamo implicitamente dimostrato la doppia
inclusione:

Quindi

Z(FG):<E,...,E>

(2) Dim. 2.
Consideriamo una combinazione lineare nulla:

0= > axck = > a9
Kecl(G) G=UK; geG
Abbiamo cosi’ ottenuto una combinazione lineare nulla di G. Poiche’ G €’ una base di F'G, si

deve avere:
ac(g) =0 Vg€ G & ax =0 VK € cl(G)

Lemma 3.5. Sia f:V — W una applicazione lineare, con V,W FG-moduli, allora
9.V —W
v > flughg
geG

e’ un FG-omomorfismo.
In altre parole, sfruttando l’algebra FG, da una applicazione lineare f possiamo indurre un FG-
omomorfismo.

Proof:

e ¢ ¢ lineare (per la linearita’ di f)

e ¥ ¢’ un FG-omo: d(va) = ¥(v)a, infatti

O(va) = 3" floag g =3 flo(ga ) Hgata = (Z f(vz1>z) a=1d(v)a

geG geqG z=ga~1!
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O

Lemma 3.6. Siano V,W due spazi vettoriali e sia ¥ : V — W wuna applicazione lineare, con
W<V,

P =9=V=Im9 P kerd

Proof:
v="Y)+ (v—"2>w)) (1)
I(v —I(v)) = I(v) — 9*(v) \:/19(1)) — () =0=v—9(w) € kerd (2)
92=10
(1),(2) = veImd + ker?d
Dimostriamo che la somma e’ diretta:
w € ImINkerd = w=9(v) (3)

_ — 92 —_
0 = Hw) =9 (v) —19(1})\:;
weker ¥ (3)

= ImdJdNnkerd =0

w =20

Theorem 3.7. di Maschke.

ch FX|G| = FG e’ semisemplice

dove ch F' e’ la caratteristica del campo F.

Proof:
FG ssemp & VV FG-mod e’ ssemp
~—~

thm[2.44,pg.12]
Prendiamo quindi un V' FG-modulo arbitrario e dimostriamo che e’ semisemplice, ovvero che

VWLV IUSV: V=UaW.
Sia Uy < V sottospazio vettoriale di V t.c. V. =W @ Uy.

FG
(1) Costruiamo un modulo U<V tc. V=W o U
Consideriamo la proiezione canonica:

m:V—W
w —+ ug — w
7 € lineare e surriettiva. Poiche’ ch F' /( |G|, possiamo considerare la seguente applicazione

lineare:
f:vV—Ww

1
(1) = gr(v)

Per il lemma [3.5,pg.21] possiamo costruire, a partire da f, la funzione ¢ : V.— W, che
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risulta essere un F'G-omomorfismo. ot
(s}

¥ FG-omomorfismo = U = kerd ¢ un FG-modulo

wEVVFch:ngW Vge G = nlwg Hg=wg lg=w (1)

mw =id

- S = id (1.1

9w) = e O s |G|Z |G| =w=dw =id (1)
def. 9geG geG

dv) e W Vv = (I (v)) = 19(11) Vo o092 =9
(1.1)
Per il lemma [3.6,pg.22] abbiamo infine:
V=Imd@kerdv=WeaU
O

Corollary 3.8. Grazie al teorema di Maschke, se ch FX|G|, possiamo applicare il teorema di

Wedderburn all’algebra semisemplice FG. In piv’, utilizzando il corollario [2.52,pg.19] e il teo-
rema [3.4,pg.20] possiamo dire che:

1. Se F e’ algebricamente chiuso:
1. FG F™M>X™M g ... @ FreXnk
dove n; =dim I;, {I1,...,Ix} rappresentanti delle classi di isomorfismo di FG-moduli semplici
2. n2 4 +ni=dimFG = |G]
3. k=dim Z(FG) = |cl(G)]
2. VFG-mod=V ~mil1 ® - - ®mgly dovem; >0, m;l;, =1;®---DI;
-

m; volte
3. FGan.[l @--'@nkfk
Proof:
(1) Dim. 2.
ch F/(|G| =  FG ssemp =V ssemp = V= ZV Vii®---®Vj,, conV;semplice Vi € I
[3.7,pg.22] [2.44,pg.12] [2.39,pg.10] iel

Per il teorema di Wedderburn, Vi € 131 € {I1,...,I;}: V; ~ I, e quindi la tesi e’ acquisita.
(2) Dim. 3.

FG ssemp = FG~B1® - -®B, ~ milLi ® - Ddmpl
[2.50,pg.14] passo 1

mil; ~ B; ~ F"*™ = n? = dim B; = dimm;I; = m; dim I; = m;n; = n; = m;

4 Rappresentazioni

Definition 4.1. Sia G un gruppo finito e F' un campo. Chiameremo rappresentazione di G un
qualsiasi omomorfismo di gruppi X : G — GL(n, F) 7
La rappresentazione dell’algebra F'G sara’ un qualsiasi omomorfismo di algebre del tipo X :

"GL(n,F) = {M € Fn*™ |3M~1}
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FG — F™,

Poniamo inoltre

. def
dimX = n

Proposition 4.2. Se X e’ una rappresentazione di G, Uapplicazione X' : FG — F™*™ ottenuta
estendendo linearmente X, e’ una rappresentazione di FG.
Viceversa, se X' e’ una rappresentazione di FG, X = '/{TG e’ una rappresentazione di G.

Proof: Ci limitiamo ad osservare perche’ X = %iG ¢’ ben definita, ovvero perche’ ¥(g) €
GL(n,F) Vg € G.
1=%(1g) = X(g97") = X(9)X(g™") = X(g7') = (X(¢9)) ™" = X(g) € GL(n, F)
O

Proposition 4.3. I[llustriamo adesso un metodo per ottenere un FG-modulo da una rappresen-
tazione X di FG, e viceversa.

1. Sia X : FG — F™ ™ una rappresentazione di F'G e sia V = F"™. V diventa un FG-modulo
con l’operazione

v-g = vX(g)
2. Sia 'V un FG-modulo. La funzione

f:G— GL(V)
gr=rg:V—V

UV Ug
e’ un omomorfismo di gruppi. Scelta una base B = [vy,...,v,] di V, definiamo la funzione

X:G — GL(n, F)
g9 — Mgp(f(g)) = Mp(rg)

dove Mp(ry) e’ la matrice associata dell’isomorfismo r,, secondo la base B, ovvero

(Mp(rg)); = [rg(vi)lB = [vi-glm
N— ——
riga i—esima vettore delle componenti di ry(v;) secondo B

In altre parole,

v;"g = Z%j(g)%‘ = (X(9))ij = ©i;(9)

Proof:
(1) Dim. 1.
E’ facile verificare che V = F™ con l'operazione
v-g = vX(g)
rispetta gli assiomi dei moduli (vedi [2.16,pg.5]).
(2) Dim. 2.
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1. f € ben definita, ovvero r, € GL(V):
Tg_l =Tg-1
rg € lineare
2. Anche X €’ ben definita: le matrici associate ad isomorfismi sono invertibili, quindi Mp(ry) €
GL(n,F) Vg € G.
3. f ¢ un omomorfismo di gruppi
4. X € un omomorfismo di gruppi, infatti, per le proprieta’ della matrice associata:

X(gh) = Mp(rgn) = Mp(rgri) = Mp(rg) Mp(ry) = X(g9)X(h)

O
Proposition 4.4. Applicando le due costruzioni esposte in [4.3,pg.24] in successione (usando la
base canonica B = {ey,...,en}), si riottiene il modulo o la rappresentazione di partenza.
Proof:

(1) Esaminiamo il caso
Rappresentazione X — Modulo v-g — Rappresentazione X’

e1-g e1X(g) (X(g9)h
X —uvg=vX(g) —X(g)=| 1 | = : = : = X(9)

€ng enX(9) (X(9)n
(2) Esaminiamo il caso

Modulo v-g € V = F" — Rappresentazione X — Modulovege V = F"

le1-glB

vg—X(g)=| | —vegi=vX(g) = O Ne)X(g) =) \ileiX(g) =
leng]B V=S Aver =1 it
SR B_[zm] vds = g
1=1 B B base canonica, veV=Fn

O

Definition 4.5. Siano X,9) : G — GL(n, F) due rappresentazioni. Diremo che X,%) sono
simili se:

2~9 ¥ IMeGLF): X(g) =M Y@M =D(9)™ Yge G

Remark 4.1. Se X e’ una rappresentazione, lo e’ anche X(g)*, in quanto la coniugazione e’ un
isomorfismo di gruppi.

Definition 4.6. Sia X una rappresentazione.

X ¢ riducibile & IV € GL(n,F): Yge G X(g) = M~* [

g
oD
~
S

=

con Z(g) € F™*", X(g) € F***, Y(g) € F**"

ovvero

X €’ riducibile < X e’ simile ad una matrice a blocchi del tipo [)O( iz/]
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Proposition 4.7. Sia X : G — GL(n, F) una rappresentazione e V.= F™ il suo modulo
indotto, allora

X irriducibile <V semplice

Proof:
(1) Dim. =
Supponiamo per assurdo che W V-sottomodulo t.c. 0 < W < V.
Sia {wsy1,...,wy} una base di W e completiamola ad una base C = {wy,...,w,} di V.

Consideriamo quindi la rappresentazione X’ indotta dal modulo V secondo la base C:
X'(g) = Mc(rg) (1)
Prima chl continuare notiamo che:
W<V =w;-g€eW = (Wst1,...,ws,) YVi>s+1 (2)
(2) = wi-g = 0wy + -+ + OQws + *wspq + -+ + *wy, = [wirgle = (0,...,0,%, %, ... %)
———

n volte

(con * indichiamo un qualsiasi coefficiente)
[w1-gle
XY

’ _ _ . _
Yo-rMer)=| 1 | = [y 7 ®
[wng]c e’ del tipo
Infine, sfruttando la prop [4.3,pg.24] abbiamo

X(g) = Mp(rg) (4)

dove B ={ey,...,e,} €' la base canonica di V.
Possiamo cosi’ concludere:
x(g) = Ms(r,) Me(ry) = ¥(9) = |
9) =_MB(Tyg c\g) 2 N 0 Z
(4) basta usare la mat. di passaggio (2) (4)

= X(g) non ¢’ irriducibile
Assurdo contro ipotesi.
(2) Dim. <
Supponiamo per assurdo che X sia riducibile, ovvero che
XY

X~ = {o Z} & 3IM: X(g)=M'Y(gM (1)

con X E FSXS, Y E F’I’L*SXTL*S’ Q E F'ﬂ*SXS
Sia ¢; = M; la riga ¢ di M.
Poiche’ M €’ invertibile, fissata B = {ej,...,e,} esiste una sola base C' di V tale che M =
Po_. g, dove Po_.p € la matrice di passaggio da C' a B. In particolare, poiche’ B €’ la base
canonica si ha C' = {¢1,...,¢en}
Siah: s+1<h<n,
(1) =D(gri =0 Vi<s (1L.1)

chg = cnX(g9) = en M 'Y (9)M = e, Pp—.cY(9)Po—p = erD(9)Pe—p = V(9)nPo—p =

[01]3 C1 n n n n n n
= Yy = yl|:|= Z <Z yicij> e = Zyi Zcijej = Zyici = Z@(Q)hici =
i=1 j=1 i—1 i=1

y:=2(9)n [Cn]B B canonica Cn j=1 \i=1

\:// Z @(g)hici S <CS+1,-.~,Cn>

(1.1) i=s+1
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Abbiamo cosi’ dimostrato che
Ch'g € {Csi1y---sCn) Vh: s+1<h<n, VgeG
Quindi W = {¢s41, ..., ¢n) € un FG-modulo, in particolare e’ un sottomodulo di {(c1, ..., ¢c,) =
V', e questo e’ assurdo contro la semplicita’ di V.
O

FG
Proposition 4.8. Sia V un FG-modulo, U W <V e sia X la rappresentazione indotta da V'
secondo la base canonica. Infine, sia By = {ui,...,us} una base di U e By = {wi,...,w,}

una base di W. Si ha

w0
V=WeU=X~ [O U}

dove W, U sono rispettivamente le rappresentazioni indotte da W, U su Bw, By

Proof: Larappresentazione ) indotta da V secondo la base B = By UBy = {w1,..., Wy, u1,...,us}
e’ una matrice a blocchi diagonale, infatti,

W<V = wige W = (w, ... w)

FG
U<V =u;gelU={uy,...,us)

[w1-g]B

D(g) = [[wrfg}B = [‘g’ 0] - [MBW(T’g) 0

u1-g]B U 0 Mg, (rg)
[us-g]B
) e X sono simili perche’ sono rappresentazioni indotte dallo stesso modulo V. ]

Proposition 4.9. Sia V,W due FG-moduli e sia f : V — W una applicazione lineare tra essi,
allora

[ € un FG-omomorfismo < X(9)Mp.c(f) = Mp,c(f)Y(9) Vg€ G

dove X,%) sono le rappresentazioni indotte dai moduli V,W secondo le basi B = {vi}?zl, C =
{wi}i,, e Mp,c(f) € la matrice associata a f.
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Proof:
Sia M = Mp o (f)

virg €V =(B) = v;g= Z%j(g)vj (1)

n n

fvi) = Z([Ui]BM)jwj = Z(eiM)jwj = ZMijwj (2)

wj-g €W =(C) = wj-g =Y yjlg)wr (3)
k=1
X(9) = Mp(rg) = (X(9))i = [viglp = _(2i1(9),- - xin(9)) = (X(9))i = wi5(9) (4)
1)
D(9)ir =_vik(9) (5)
(3)
f e un FG-omo. < f(vg) = f(v)g Vge GYv eV & f(vig) = f(vi)g Vg€ G Yv; € B&

n

< f Zwij(g)vj = ZMijwjg & inj(g)f(vj) = ZMij (Zyjk(g)wk> &
(1),(2) j=1 J=1 f lineare, (3) /=1 j=1 k=1

n

\@/LZ zi;(g) <Z Mjkwk> = Z ZMijyjk(Q) Wi, &
k=1 =1

(2) j=1 k=1
e D w(@My | we =) Mijyir(g) | wi <
k=1 \j=1 k=1 \j=1
NP 23 (9) M = ) Mijysn(9) & (X(9)M)ix = (MY(9))ix Vi.k & X(9)M = MY(g)
j=1 i=1 @),(5)

{wk}}—, base

O

Proposition 4.10. Siano X, due rappresentazioni di FG e siano Vy, Vy i moduli indotti, allora
ViV, & X~

Owvero, le rappresentazioni sono simili se e solo se i loro moduli indotti sono isomorfi.

Proof:
X~YeY=M'EMesXM=MY) < f:V;— Vye un FG-omo.
[4.9,pg.27]

dove f e’ la mappa associata a M

IM~! & f isomorfismo

Proposition 4.11. Supponendo di avere
1. X,9 : G — GL(n, F) rappresentazioni irriducibili di G

2. F campo algebricamente chiuso
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3. X(g)M = MD(g) Vg € G per qualche M € F™*™
st ha
M =0 oppure M =X, N\e F*, X =9, n=m
Proof: Sia V = F" il modulo indotto da X, W = F™ quello indotto da %).
X,9 irriducibili =V, W semplici (1)
—~
[4.7,pg.26]

Sia f : V — W T'applicazione lineare indotta da M rispetto alle basi canoniche B,C di V, W,
OVVero:

flei) =eM
Si ha
f lineare
= f e un FG-omomorfismo (2)
X(g)M = MY(g) Vge G~~~
[4.9,pg.27]
(1), (2) = f=0V f isomorfismo
[2.32,pg.8]

Nel primo caso abbiamo M = 0. Nel secondo,
dimV =dimW ==n=m=V=W=X=9

f:Vv—Vv
V semplice = f=Ad=eM=f(e;)) =de; = M=\
F' alg. chiuso [2.33,pg.8]
O
Proposition 4.12.
X rappr. irriducibile
IM e F™™: MX(g) =X(g)M Yge G =M =X, conAecF
F alg. chiuso
Nota®.
Proof: Basta applicare la prop [4.11,pg.28] con Y = X. O
Proposition 4.13.
heZ(Q)
X rappr. irriducibile = X(h) =X, con A€ F
F alg. chiuso
Proof:
he Z(G) s hg=gh YVge G = X(9)X(h) =X(h)X(g) Vg G = X(h)=A
i (11Tre2s)
O

Proposition 4.14.

G abeliano
X rappr. irriducibile = dimX =n=1, ovvero X: G — F*
F alg. chiuso

In questo caso, diremo che X e’ lineare.

8Questa proposizione puo’ sembrare banale, ma la includiamo perche’ sara’ utile nel seguito
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Proof:
G abeliano = Z(G) =G = X(h)=MI YheG
~—
[4.13,pg.29]
X irriducibile =V = F" modulo indotto e’ semplice
~—

[4.7,pg.26]
Sia v € V\ {0}

FG
(v) <V, infatti,
v-g = vX(g) = vAgl = A\gv € (v)

<
0<=V Ly )2 dmyv =1
V semplice
O

Remark 4.2. Da adesso in poi considereremo solo 'algebra CG, cosi’ da assicurare la chiusura
algebrica del campo e la condizione

mcﬂa

Theorem 4.15. di Wedderburn per le rappresentazioni.
Siano I, ..., I 1@ rappresentanti delle classi di isomorfismo dei CG-moduli semplici e siano
X1,..., X le relative rappresentazioni indotte. Allora,

—_

. X:G — GL(n,C) rappr. irriducibile = i : X ~%;

k=@, |Gl=n34---+n}i, conn;=dimI;

. Y : G — GL(n,C) rappresentazione =P ~ diag(X;,,...,X;.) matrice diagonale a blocchi

. {aei(B» =0 Vj#i
X;(B;) = Crixmi

5. 1=e1+---+ek € € B = Xi(e;) =X (1)d;;

w N

, dove B; = A(I;)

1 1=
dove, X;(x) = TrX;(z), TrM e’ la traccia della matrice M, §;; = ! J )
0 altrimenti
Proof:
(1) Dim. 1.

Sia V il modulo indotto da X.
X irrid. = V semplice = di: Vel = X~X
~~ ~~

[2.50,pg.14] [4.10,pg.28]
(2) Dim. 2.
Basta rileggere la [3.8,pg.23], considerando che F' = C.
(3) Dim. 3.

Sia V' il modulo indotto da ).
V CG-mod = V=mh®  -omly=15L & &1L, (1)

[3.8,pg.23]
Ogni I;; induce una rappresentazione irriducibile 9); ,

)i, irriducibile = 9;; ~ X

1.
Infine, dalla (1), applicando la prop [4.8,pg.27] si ha
@ ~ dlag(@ll yore ,fyir) ~ dlag(%ﬂl, ey %i/ )

r
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(4) Dim. 4.
Sia C = {vy,...,vp,} la base di I; dal quale si ottiene la rappresentazione X;. Sappiamo gia’
che preso g € G,
Xi(g) = MC(Tg)
vale pero’ anche la seguente proposizione: preso x € CG,
() = Mo(ra) (1)

infatti,
= Z Agg
geG
['Ul'g]C dec Ag [v1-g]c [v- de(; )\gQ]C ['Ul'x]C
X@) =) NX@9=) A | : |= : = : =| 1 | =Molr)
9ec 9€¢ | [un,-gle > gec Aglvni-gle [V 2 geq Aodlc [vn,-2]c

Per il teorema di Wedderburn (vedi [2.50,pg.14]) avevamo i seguenti isomorfismi di algebre:
B; 25 Endp(I;) -1 croxm
x (ry: I; — 1) — Me(ry)

Nota: f €’ un isomorfismo di algebre.
Abbiamo,

f,¢i surriettive

Infine, sempre per il teorema di Wedderburn abbiamo che B; B; = 0 per j # ¢, quindi
T GBj = UpT; =0Vh=1,...,n

~—

[[Ul'%‘]C]
Xi(z;) = : =0=%,(B;)=0
€

(5) Dim. 5.
Xi(Bj) =0Vi#j= Xi(e;) =0= Xi(e;) =0
e, = 1Bi = Xz(ez) =1= Xz(ez) = Xz(l)

~—

X,”Bi:(zﬁif e’ un alg-omomorfismo
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5 Caratteri

Definition 5.1. Sia X : G — GL(n,C) una rappresentazione. E sia definita la seguente
funzione:

X:G—C
g TrX(g)

dove Tr €’ la traccia’ della matrice X(g). A volte, per indicare che X e’ la traccia di X scriveremo
X =TrX

Chiameremo X il carattere di X.

Proposition 5.2.

1 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(M'XM) = Tr(X)
2. X~P=>Trx=TrY
3. X(1)=n=dimX

Proof:
(1) Dim. 1.
Te(M ™' X M) = Tr(M(M~1X)) = Tr(X)

< > Tr(AB)=Tr(BA)

2) Dim. 2.

X~YPeIM: X=M'YM = Trx =Trd
1.
(3) Dim. 3.

X1)=TexX(1)=TrI=n

Definition 5.3. Sia G un gruppo finito.

X ¢ un carattere i ¢ & xecho & Ix rappresentazione di G : X = TrX

X ¢ irriducibile & 3x rappresentazione irriducibile t.c. X = TrX
ch G ¢’ l'insieme di tutti i caratteri di G
Irr(G) €’ Vinsieme di tutti i caratteri irriducibili di G

Remark 5.1. Sia X : G — C una carattere di G. Poiche’ Tr : C"*"™ — C €’ una applicazione
lineare, possiamo estendere per linearita’ X' su tutta ’algebra CG:

XD N | =T [ D Ngg | =Tr [ D NX(g) | =D A\TrX(g) = > A X(g)

geG geG geG geG geG

9La traccia della matrice M e’ I’elemento:

TrM = Z M;;
i
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Lemma 5.4. Siano date A,C € F"*", B, D € F™*™ ¢ poniamo

anB algB ey alnB
A®B d:ef : c anxnm

an1B apaB ..., aun,B

dove a;; = Ay e’ Uelemento di posto i,5 di A.
Nota: A® B e’ una matrice a blocchi.
Si ha:

(A® B)(C ® D) = AC ® BD

Proof:
1 .. 3 : nxn
Sia {€ij},<; j<, la base canonica di F°

A® B = Za,’j(eij ® B) g prmxnm (11)

4,J
C®D= Zci’j’(ei’j’ X D) ¢ prnmxnm (12)
i,,j/
(A & B)(C & D) \:f/ Z aijci/j/(eij X B)(e'i/j’ [ D) = Z aijci’j’(si’jeij' ® BD =
(1.1),(1.2) 1,5,¢ " (2) 04,17 5"
= Z QjjCjjr€ijr & BD = Z (Z aijij/) €0 & BD = Z(Ac)ij’eij’ ® BD = AC ® BD
633! g’ o\ J T

Proposition 5.5.

a,echG=a+ 0, afechG

Proof:
(1) a+pBechG
Siano X, %) rappresentazioni tali che
a=TrX, =T

X 0
=[5 »
e’ una rappresentazione per « + 3. Infatti,

R S e R K A L

La matrice a blocchi

0 Y(ab) 0 D(a)Y(b) 0 Y(a)

TrZ=TtX+TrY=a+F=>a+pF€chG

Infine,

(2) afechG
Sia Z =X ®%). Z € una rappresentazione di G, infatti,

(X @ P)(ad) = X(ab) @ YP(ad) = (X(a)X(b)) ® (D(a)V (b)) (X(a) ©D(a))(X(b) ©Y(b)) = Z(a)Z(b)

~
[5.4,pg.33]
Infine, dalla definizione di ®, e’ chiaro che
TrZ = (TrX)(TrY) = af
Quindi, af € ch G.
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Theorem 5.6.
Irr(G) ={X1,..., X%}

dove X; sono i caratteri dati dal teorema di Wedderburn per le rappresentazioni vedi [4.15,pg.30],
e k= |cl(G)]

Proof: Per ipotesi sappiamo gia’ che vale 'inclusione O. Dimostriamo la C.
X € Irr(G) = 3IX rappr. irrid. di G: X =TrX

X irriducibile = i X~% = TX=TX =X=TX, <X =24
—~ ——

[4.15,pg.30] [5.2,pg.32]

O

Definition 5.7. Sia G un gruppo. Definiamo 'insieme delle funzioni di classe:

f(@) = {f:G—C|f(@") = f(a) Va,y € G}
O equivalentemente:
cf(G)={f:G—C| |f(cl(x))] =1Vx € G}

In altre parole, le funzioni di classe sono quelle funzioni costanti sulle classi di coniugio.

E’ facile notare che cf(G) e’ un C-spazio vettoriale.

Proposition 5.8.

ch (G)Ccf(G)
Ovvero 1 caratteri sono delle funzioni di classe.
Proof: Sia X € ch (G)
X(2¥) = TrX(z¥) = Tr (x(y)*lae(x)x(y)) = TeX(z) = X(z)
[5.2,pg.32]

O

Proposition 5.9. Sia cl(G) = {Ky,...,Ki}, k= |cl(G)|. Posto

0; :G—C
allora
{61,...,0k}

e’ una base di cf(QG).

Proof: E’ chiaro che ¢; € cf(G).
(1) Dimostriamo che cf(G) = (d1,...,0k)
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Siano z1,...,x, € G t.c. x; € K;.
fec(G), e K;= f(z) = f(x)d;(z)
reK;=a¢Kj, conj#i=0;(x)=0

= Vz € K; f(z) = f(2)di(x) + ) f(@)d;(x) (1)
J#i
r €Ki = f(x) = fly) Vy € Ki= f(z) = flz:) (2)
Quindi

k
vEeKi= fl@) 2 > @) 2 ) fw)di(a)
1 =t (2) =1
Poiche’ {K;}, €’ una partizione di G, possiamo concludere che

k
f=Yfl@:)di € (0,...,6k)
i=1
(2) 01,...,0k sono linearmente indipendenti
Sia
a101 + -+ apd, =0
una combinazione lineare nulla, scegliendo z € K; si ha

a; = 0
Proposition 5.10. Sia G un gruppo finito.
I (G)| = [cl(G)]
Irr(G) e’ una base di cf(G)
Proof: Sia k = |cl(G)|. Per il thm [5.6,pg.34] abbiamo [Irr(G)| = k. Poiche’
dimcf(G) = k
—~
[5.9,pg.34]
Irr(G)Cch (G Cc f(@
(G)Cch (G) S cf(G)
[5.8,pg.34]
basta dimostrare che Irr(G) = {X, ..., X%} € un insieme di vettori linearmente indipendenti.
Per il teorema [4.15,pg.30] abbiamo
l=e1+--+e € =1,
Xi(ej) = 6i; (1) (1)
Consideriamo una combinazione lineare nulla di A4, ..., Xy:
a1 X1+ +ap X =0
e valutiamola in e;:
k
0= ZaiXi(ej) = anj(l) = a; = 0
i=1 X (1)=dim B;#0
Per I'arbitrarieta’ di j concludiamo che a; =0 Vj =1,... k. O

Theorem 5.11. Sia Irr(G) = {Xy,..., X} Siha

k
XGChG@XzZmiXk, conm; €N Vi=1,... k
i=1
Inoltre, Ji: m; >0
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Quindi i caratteri sono tutte e sole quelle funzioni di classe che si possono scrivere come com-
binazione lineare intera degli elementi di Irr(G).

Proof:

(1) Dim. <«
Per la proposizione [5.5,pg.33], la somma di caratteri e’ ancora un carattere. Poiche’ Irr(G)Cch G,
la combinazione lineare intera Zle m;X; € ancora un carattere.

(2) Dim. =
XechG=X=TrX
X _~ diag(X;,..., %, ) matrice diagonale a blocchi =
—
[4.15,pg.30]
T r k
=X =TrX= ZTI%Z‘,, = Z-Xz, = Zmz‘Xz
Jj=1 Jj=1 per opportuni m;eN =1
Infine,
k
X(1)=dimX#0=X#0= Y mX;#0=3j: m; >0
i=1

O

Definition 5.12. Sia X : G — GL(n, C) la rappresentazione indotta dal modulo CG°, secondo
una qualsiasi base. Il carattere

pg =TrX
e’ il carattere regolare.

Proposition 5.13.

Lope= Y XX

Xelrr(G)

2. pc(g) = {LG| i; 1

In particolare, abbiamo

pa(l)= Y X(1)*=|q

Xelrr(G)
Proof:
(1) Dim. 1.
Per il corollario [3.8,pg.23] , si ha
k k
CG°mi @ ®nplyy = X~diag(Xy,...,%1,..., X5, ..., %) => X =TrX = anxi = ZniXi (2)
[4.8,pg.27] ny volte ny volte =1 =1
X)) = m 3
[4.15,pg.30]
k
(2),3) =X =) x1)x = d>ox@x
i=1 [5.6,pg.34] X €lrr(G)



(2) Dim. 2.
Come base di CG° da cui indurre X scegliamo direttamente G = {g1,...,9n}. La seguente
dimostrazione sara’ indipendente da questa scelta perche’ la traccia Tr e’ uguale per matrici
simili.
Sia gy = g;-g, si ha
gi'g =gy € G Vg € G=l[g;-9]c = ex(g) per qualche 1 < i <n

dove ¢;/(g) = (0,0,...,0, 1 ,0,0,...,0)

posto i’
ei(9) = ew(9) © lgi9lc = l9n9lc © girg=gng & gi=gn S h=1i
[91-9lc er(g)
X(9) = Mg(ry) = : =
[gn-9lc en(9)

Quindi X(g) € una matrice di permutazione. Inoltre,

X(9)ii = ([gi'Q]G)i = (ei/(g))i =i = {

1l i=i'eg=g9reg9=g99cg9=1 (1)

0 altrimenti

X(g):Tr%(g):Zx(g)M _ {1+1+...+1:|G| g=1

0 altrimenti

Theorem 5.14.
G e’ abeliano < X(1) =1 VX € Irr(G)

Remark 5.2. Questo €’ il primo teorema che permette di ricavare informazioni sul gruppo G
esaminando solo i caratteri irriducibili.

Proof:
G abeliano < [cl(g)|=1Vg e G = |[c(G)] = |G|
cl(G) €’ una partizione di G

(@) = @) =161 (1)

[5.6,pg-34]
_ 2 _ 1 — _
pa(l) = > x(1)? =G| = (G o X(1)=1 vX € Irr(G)
[5.13,pg.36] X €lrr(G) X(1)eN, X (1)£0

Theorem 5.15. Sia X € ch G
Xelr(G)e X #a+ 5 YVa,€ch G

Proof:
(1) Dim. =
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Supponiamo per assurdo X = a + (3,
a,eEchG==X=a+F€chG

= *
a€chG \:j_, o= Z myY, con almeno un my € N* (1)
[5.11,pg.35] Yelrr(G)

Analogamente per 5 (1.1)

=>X=a+p0= Z (my +m3,)Y
Yelrr(G)

Sia ay = my +mj,. Perla (1) e (1.1), i casi sono due: almeno due ay sono distinti da zero,
o almeno un ay > 2. In ogni caso, poiche’ X € Irr(G), si ha un assurdo contro I'indipendenza
lineare degli elementi di Irr(G) (vedi [5.10,pg.35]).

(2) Dim. <«
Supponiamo per assurdo che X ¢ Irr(G)
XechG= X = Z myY, con almeno un my € N*
Yelrr(G)
X ¢Ir(G) =X #£Y VY e Ir(G)

Poiche’ X non deve coincidere con alcun ), deve esistere almeno un my > 2 oppure due

my, mys # 0. Quindi X ¢’ somma di almeno due caratteri. Questo e’ assurdo contro ipotesi.

O
Theorem 5.16. Siano X,9) due rappresentazioni di G e X, i rispettivi caratteri. Si ha
X~Pesxr=)Y
Proof:
(1) Dim. =
vedi [5.2,pg.32]
(2) Dim. <«
Procediamo analogamente a quanto abbiamo fatto nella dimostrazione di [5.11,pg.35].
X ~ diag(%il,...,%ir) ~ diag(%l,...,%1,...,%k,...,%k) (1)
[4.15,pg.30] matrice diagonale a blocchi riordinando i blocchi dy volte dj, volte
Nota: qualche d; potrebbe essere nullo
k
=X =TX=) dX
i=1
Analogamente abbiamo:
Y ~ diag(X1,...,%X1,..., Xk, ..., Xk) (2)
d} volte dj volte
k
y=TrY = Z d;X;
i=1
A =Y per ipotesi o  =di=d Yi=1,...k
{Xy,..., X} sono linearmente indipendenti
=X ~ diag(X1,...,%1,..., Xk, ..., X)) ~ 9
(1) di volte dj, volte (2)
O
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Proposition 5.17. Sia g € G e X una rappresentazione di G. Sia o(g) = m Uordine di g. Si ha

1. X(g) ~ diag(&,...,&n), n=X(1), &eC Vi=1,...,n

2. X(9) :Z&‘

3.6m=1Vi=1,....,n
4. |X(g)| < X(1)

5. X(g7') = X(g9) dove & e’ il complesso coniugato di &

Proof:
(1) Dim. 1. e 2.
Sia H = (g) il gruppo generato da g e sia Y = X|.
H abeliano NP YVi(l)=...=W((1)=1=Yi(h) eC Vhe H (1)

[5.14,pg.37]
dove Irt(H) = {1, ..., Yk}
N~ diag(Yiy,---,Yi,) conn=dmPY=P(1)=%(1), 1<i; <k Vji=1,...,n
[4.15,pg.30] matrice diagonale a blocchi

Poniamo &; = 2, (g)
Per la (1), la matrice diagonale a blocchi7 simile a ), e’ una semplice matrice quadrata, quindi

X(g) = TrX(g Zgj

(2) Dim. 3.
(3) m=o(g) =g"=11=92;(9")=2;(@" <" =1
3) Dim. 4.
gr=1=g"=1=>41=1 (2)
|—’Z§J‘—Z|§J| = n=4X(1)
=t (@
(4) Dim. 5.

&6 = \€j|2\=/1 =&=¢"" (3
(2)

=2 6G=2 6" =2 2400 =2 Vs )=V ) =x(g")

Proposition 5.18. Sia X € ch G. Poniamo:
X:G—C
g~ X(g)



dove & e’ il coniugato complesso di €.

Si ha:
1. Xcch G
2. X € Irr(G) & X € Irr(G)
3. X(g) =TrxX(g~")"

dove A™ e’ la trasposta della matrice A.

Proof: Sia
Y : G — GL(n,C)
g X(gh)T

) e’ una rappresentazione:

Y(ab) = X((ab) )" = X(O a7 = (X HX(@ )T = X(a )G = D(@(b)

Inoltre,

TY(g) = TrX(g™ )" =TrX(g ) =X(g™") = X(9)=X(g)
[5.17,pg.39]
Quindi X € ch G.
Infine, o B o
X riducibile & X=a+f, cona,feEchG& XY= a + [, & X riducibile
[5.15,pg.37] €ch G ¢cch g [5.15,pg.37]
O
Lemma 5.19. o, C
la+8l=la|l+|8|=a=X3 conAeR
Proof:
o+ 8| = || + 8] = |a + B> = |o* + |8 + 2]al|5] (1)
la+ 612 = (a+B)(a+F)=aa+af + Ba+ 86 = |a* + |68]® + 208
= |a||f] = af = o3 = (a-8)? = (JallB])? = V{a-a) V(BB) = (a-a)(B-8) &
~—~ —~
(1) prodotto Hermitiano in C
& (a:f)? = (va)(8-6) = al|BeINeR: a=A8
Disuguaglianza di Schwartz
Nota: « || § indica che a, 8 sono due vettori paralleli. O

Lemma 5.20. ay,...,a;, € C, t > 1

J=1Vi=1,... .t ,
{:Z+ —:a‘—t Sa;, =1 Vi=1,...,t
1+ | =

Proof: Procediamo per induzione su t.

CaAsSE: t=1
Vera.
CASE: t =2
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la+0l=2=|al+|8 = 3FecR: a=13
[5.19,pg.40]
IB+6l=2< |6 l+1]=2&l+1=+2c1=1VI=-3 (1)
~~

=1

a=1f= lo| =] 18] ll=1=1==1 (2)
~—~
=1 =1

1),2)=l=1=a=p0
CASE: t=t+1

t+l=lon+-+o+apm| <lar+ ol +lag| <o+ 4o = t+1=

lai|=1

Slar+ - Far o] =lar+ oot o] Flag|=t+ 1= lan+ o =t
N——

=1 Hp induttiva
Analogamente si vede che
log + - o+ ]| = lag+ - F o Fap |+l = =03 = = a
In definitiva, poiche’ t > 3,
a1 :a2:...:at+1
O

Definition 5.21. Sia X € ch G. Definiamo il nucleo e il centro di X:

ker X % kerx

Z(xX) ¥ {ge G| eC: X(g) = A}

Nota: la definizione di ker X’ e’, come vedremo, indipendente dalla particolare scelta di X.

Theorem 5.22. Sia X : G — GL(n, C) una rappresentazione. Valgono le sequenti proposizioni:

1. kerX={ge G| X(g) =X(1)}
2. Z(X) \ﬂ/ G

sottogruppo normale

3. Z(X)={9eG|IN,€Up: X(9) =AgI, conm=o0(g), Un gruppo delle radici m-esime dell’unita’}
4. Z2(X)={geG[|X(9)| = XM}
Proof:
(1) Dim. 1.
(1.1) Dim. C
geEkerX = X(g)=1=X(9)=X(1)=g€c{geG|X(g)=Xx1)}
(1.2) Dim. D
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Siage{geG|X(g)=X(1)},

Xg) = &+--+&L=X1)=n
[5.17,pg.39]

dove §; € Uo(g)a ‘€z| =1

&L=6 YVi=1,...,n= X(g) =n& = X(1)&

n=X1)=X(g) =X =n&H =& =1=¢&=1VW
X(g) NP diag(&1,...,&,) =diag(1,...,1) =1 =%X(9) =1 =g € ker X
[5.17,pg.39]
(2) Dim. 2.
(2.1) Z(X) <G sottogruppo
Siano a,b € Z(X)
X(ab) = X(a)X(b) = Ag M = ab € Z(X)
E poiche’ G €’ finito, questo basta per dimostrare che Z(X) < G.
(2.2) Z(X)<@
Sia g e Z(X), he G
X(h~tgh) = (h) "' x(9)X(h) = X(h) "N IX(h) = X(h) "X(W)AgI = \gI = h™'gh € Z(X)
(3) Dim. 3.
(3.1) Dim. C
Siage Z(X)em=

(9)
I=x(1) = X(¢g™) =X(9)™ NP &AM =T\ =1= )\ € Uy,

-
gm=1 gEZ(X)
(3.2) Dim. D
Basta rileggere la definizione dei due insiemi.
(4) Dim. 4.
(4.1) Dim C
g€ Z(X) = X(g) = M, Ag € U = X(g) = Agn = |X(g)] = [Ag| n = n = X(1) = |X(1))
3 v
: =1
(4.2) Dim D

Sia g € G tale che |X(g)] = |X(1)]
X)) = &G+ F&, conn=2X(1)
[5.17,pg.39]

[X(g) = [¥(1)] =n

=G+ +énl=n = &=& Vi=1,...,n
[5.20,pg.40]
x(g) N diag(&lw'w&ﬂ :diag(£17"'7£1):§11
[5.17,pg.39]

X(g) ~ &l X(9) = M'GIM = &1 = g € Z(X)

Proposition 5.23. La funzione

A:Z(X)—C*
X(9)
g m
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e’ un omomorfismo di gruppi. Inolire, e’ facile verificare che
ker A = ker X

Proof:

geZ(X) = X(9) =Ml = X(g) =X X(1) =
[5.22,pg.41] X(1)#0
Quindi M\(g) = Ay Vg € Z(X)

X(9)

Ag = x(1) = A9)

X (ab)

X(ab) = X(a)X(b) = AT NI = oMol = X(ab) = AgMpX (1) = Ao Xy = S0l

= )\ab

Proposition 5.24.

{G non abeliano, semplice = 7(X) = {1}

X € 1 (G)\ {1a)
dove 1g e’ il carattere irriducibile banale:

lag(g) =1 Vge @
Proof: Se per assurdo ker X = G, si avrebbe

Vg e GX(g) = X(1) :n:nlg(g):{

In ogni caso abbiamo un assurdo.

X riducibile n >1
X = IG n=1

ker X<G

ker X # G = kerX=1 & kerA=1
~—

G semplice [5.23,pg.42]

Z(X)4G = Z(X) =1V Z(X) =G
Supponiamo per assurdo che Z(X) = G, allora

kerA\=1= G =Z(X)~ H < C* = G abeliano
Assurdo.

6 Interi algebrici
Definition 6.1. Siaa € C
a €’ un intero algebrico < 3f(x) € Z[x] monico: f(a)=0
Sia R linsieme di tutti gli interi algebrici.
Proposition 6.2.
RNQ =2

Proof:
(1) Dim D

Sia z € Z. z €’ radice del polinomio x — z. Poiche’ ZCQ si ha la tesi.
(2) Dim C
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Siaa € Q, f(z) € Zlz], f(a) =0
aEQéa:C, (r,s) =1
s
r\ " r n—1
J@=0e () +a1 () - ta=0s
& P4 Ay 1T s ot TSR e Fags" =0 & " = s s/r" (1)

moltiplicando per s™

Si imo t.c. / = /
ia p un primo t.c. p/s p/r
1)
Per l’arbitrarieta’ di p si ha s/r = s=Fl=>a=dreZz
—~—

(r,s)=1

Definition 6.3. Sia S un anello tale che ZCS

def

S €’ finitamente generato come Z-modulo & 3JYCS: S=(Y),, |Y|<oo

ovvero,

Y:{ylu"'7yk}
VseS§ Fz1,...,2k €EZ: s=z1y1 + -+ 2kUk

Lemma 6.4. Sia Y = {aq,...,0:} CR, allora
38 anello: ZCSCC, YCS, S finitamente generato come Z-modulo

Proof:
o € R=3fi €Z[z], In; eN: ol = flay) = ag + a1 + -+ an, 10} = al' € (Z), (1)

K3
dove abbiamo posto Z = {1,a;,...,al" "}
ol = a;f(a;) = apqi + 107 + a0} + -+ + an, 1 o' € (Z),
~—

€(2),

ot €(Z), Ym>n; (1.1)
Sia

X={a"a5? o |0<m; <m;—1Vi=1,...,¢}

S = <X>Z
Poiche’ SCC, per dimostrare che S e’ un anello, basta vedere che a,b € S=ab € S, e in
particolare che z,y € X = zy € S:

’ ’ ! ’ ’ ’
mi+my ma+my me+my

m _ T my —
» YT Qg Ty = XY =y Qg TGy

zyeX=z=ao"0y? "

Se esiste un ¢ :  m; + m}, possiamo applicare la (1.1) per avere aZnﬁmi € (Z),<S. Cosi’
procedendo per ogni ¢, riusciamo ad abbassare tutti gli esponenti, ottenendo una combinazione
lineare intera. Quindi zy € S. O

Theorem 6.5. Sia S un anello finitamente generato come Z modulo, tale che ZCSCC. Allora,

SCR
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Proof:
S f.g. come Z modulo = 3YCS, [Y|<o0: S=(Y),
Y ={x1,...,z,}

Sia s € S. Mostriamo che s € R.

Sanello =Vi=1,....,n sz; € S={),=Vi=1,...,n Japn,...,an €Z: sxl-:Zaijxj Vi=1,...,n (1)
j=1

Sia AeZ™": A = a;j
1
Sia X =
Tn
(1) & sX =AX = X autovettore di A, s autovalore

X+#£0
s e’ quindi radice del polinomio caratteristico di A, che e’ un polinomio monico di Z[z]. Possiamo
cosi’ concludere che s € R.

Nota: X # 0 perche’ altrimenti si avrebbe:

leS=(Y), = (0),=1=0

Ny
X=0
assurdo. O

Corollary 6.6.
R e’ un anello.

Proof: Sia «, € R e poniamo Y = {«, 5}. Per
YCR = dS anello f.g. come Z-modulo t.c. ZCSCC, YCS = YCSCR = a—p0, af€ SCR
-~ -~ -~

[6.4,pg.44] [6.5,pg.44] S anello
O

Definition 6.7. Sia G un gruppo finito, poniamo
def
exp(G) = mem(o(g) | g € G)
Proposition 6.8. Sia m = exp(G), si ha
X echG= X(g9) € RNQ,,

dove Q,, e’ la sequente estensione di Q:

Nota'®
Proof:
X = &+t
[5.17,pg.39]
) o(g) _ )
& €Us(g) & & 1= €eR = X(g eER

R anello

10In realta’ vale un risultato molto piu’ generale: il teorema di Brauer afferma che esiste un rappresentazione
X di X del tipo X: G — GL(n,Qm)
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D’altronde, per definizione di m,
0(9) [ = Uyg)CUn = (€) = & = &' per un qualche j = & € Q(€) = X(g) € Q&)

Proposition 6.9. Sia cl(G) = {K1,..., Ky}, allora

k
f(\lf/(; = Z Cbijrf/(\r S Z((CG)
r=1
dove aijr = | {(s,25) | wixj = xp, x; € K;, x; € K;}| con x, € K, fissato

Qijr € N

Proof: Per la proposizione [3.4,pg.20], B = {I/(\l, . ,I/(\k} ¢’ un base di Z(CG). Posto K, =
{grlv-“vgrt } si ha

KK, € Z((CG)
/\I/(\J \:’/ Z a’ijT[/(\T Z Ay Z 9rh = Z Z afl]rgrh
B base "=1 def di f{ r=1h=1

Ki,..., Ky classi di coniugio = {grn |7, h} =G, grn # grn per (r,h) # (r', 1) (2)
Posto ag,, = a;jr, perla (1) e (2) si ha:
Kin = Z Ggg (11)
geG
Inoltre, a;jr = ag,, YVh=1,...,t, & aijr = a,, Vz, € K, (1.2)

D’altra parte, il prodotto K K si puo’ scrivere come:
t;

K Zzgihgjs

Sia Gihjs = Gi hgjs eqG

t;
K K Zzglhjs - Z bgg

h=1 s=1 geG

dove by = [{(h, 5) | ginjs = g} |

Confrontando la (1.1) e la (3), per I'indipendenza lineare di G, si ha
ag =by (4)
Qijr = Oz, = by YV, € K,

NGB NG

(1.2) 4)
be, = [{(h,5) | ginjs = xr} | = [{(h, 8) | gingss = w} | = {(zi, ;) | wizj = v, @5 € K, x5 € K} |

= Qijr = |{<LE“$]) ‘ TiTj = Ty, T; € K;, T; € KJ}|
O

Proposition 6.10. Sia X € Irr(G), K € cl(G) e X, due rappresentazioni di G che inducono
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X. Allora, si ha

2. wy(K) L (I?):w@( ) )([({1|)X(xk) YV € K
5 X(K)
3 wX(K)—Tl)
Proof:
(1) Dim. 1.

~

I?E{Kl,...,l/(\'k} C  Z(CG)= 2K =Kz Vz € CG = X(gK) = X¥(Kg) Vge G &

[3.4,pg.20]
& X(EK)X(g) =X(9)X(K) Yge G = X(K)=Al
[4.12,pg.29]

~

E ponendo wx(K) = A si ha la tesi.
(2) Dim. 2.

X(K)=2x ( > xk> = > X(ax) = X (ze)| K| (1)

T EK X e’ additiva Tk EK X funzione di classe
X(K) = TrX(K) = Tr(wx (K)I) = wx (K)Tr] = wx(K)X(1) (2)
= X(wy)
1), (2 K)= K
(1), (2) = wx(K) = S K]

Ripetendo lo stesso ragionamento con 9), si perviene allo stesso risultato. Quindi
wx(K) = wy(K)
OVVEro, wX(I? ) ¢’ indipendente dalla scelta della rappresentazione.
(3) Dim. 3.
Basta rileggere la (2).

Theorem 6.11. Dato X € Irr(G), si ha

1. wy : Z(CG) — C e’ un omomorfismo di algebre
K wy(K) VK €d(G)
Z aK[A( — Z aKwX([A()
Kec(G) Ked(G)
2. wy(K) € R VK € c(G)

Proof:
(1) Dim. 1.
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Sia © € Z(CG), per la prop [3.4,pg.20] abbiamo
k

J):ZCEKI?
=1 . . i
= ZaK%(IA() Za;{wx = (Zangg > 7 Wy (Z aKK> I =wx(x)]
i=1 i=1

[6.10,pg. 40] i=1
In definitiva, X(z) = wx(x)I Vo € Z(CG) (1)

X : CG — C™"™ omomorfismo di algebre wx (z) omomorfismo di algebre

=
——
1)
(2) Dim. 2.

Sia S l'insieme cosi’ definito:

S = <{wX(I?) K e cl(G)}>Z

(2.1) S €’ un anello finitamente generato come Z modulo e tale che ZCSCC
Per definizione S €’ finitamente generato come Z modulo.
(2.1.1) ZCS

{1} ed@) = {1} =1

wx(l):wx({/l\}) Ny, x(1) 72\?(1)

=1eS8§ =
—
S f.g. come Z-mod
(2.1.2) (S,+) € un gruppo abeliano
Direttamente dalla definizione.

(2.1.3) S €’ chiuso rispetto al prodotto

a,be S=a= Zaiwx(l?), b= Zbiw;((l/(\% a;,b; € Vi

i

ab = Zal iwx ( wX(K/) = Zaibij(I?K’ Zalb Wy <ZChKh> =

wx omo. J (6.9,pg. 46] 0]

dove ¢, e NCZ Yh=1,...,k, cl(G)={Ky,...,Kp}

*ZZalb chwx (Kh) es

ljhl

(2.2) Q.E.D.

Per il passo precedente e per il teorema [6.5,pg.44], si ha
Wy (K) € SCR

7 Teorema di Burnside
Lemma 7.1. Sia X € Irr(G), z € G ¢ K = cl(x). Si ha

(K], X(1) =1= X(z) =0V z € Z(X)
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Proof: Sia m = o(x), e = exp(G),
_ ar ... an
X(x) = § +---+ ¢
[5.17,pg.39]

dove Uy, = (§), n=X(1)
Per la [6.8,pg.45] si ha: X (z) € Q.NR, con e = exp(G) (1)
Siaw € C: U, = (w), quindi & = w, per qualche j (1.1)
Supponiamo che z ¢ Z(X') e dimostriamo che X (z) = 0.
x ¢ Z(X) = [X(2)] <X(1) =n (2)
[5.22,pg.41],[5.17,pg.39]
X ()]
1 (21
Sia G = G(Q,, Q) il gruppo di Galois relativo all’estensione di campi QCQ, = Q(w).
L’estensione QCQ(w) €’ ciclotomica, ed ¢’ quindi una estensione di Galois. Per il teorema
fondamentale della teoria di Galois, segue che

Q=0 (3

dove QF = {g € Q. | o(g) = ¢ Vo € G}
Sia 0 € G. Poiche’ o €’ un automorfismo di Q., possiamo affermare le seguenti proposizioni:

F=1=0@)f =1 4)
a € R = o(a) € R, infatti: (5)
a € R= 3f € Z[z] monico t.c. f(a)=0

flo(@)) =o(f(a)) =0=0o(a) € R
Sfruttiamo adesso 'ipotesi (|K|, X(1)) = 1:

X (z) X (2)
K|, X(1) =1 Jda,be Z: K|+bX(1)=1 K bX =
(| |7 ( )) N :> ; a‘? e al ‘ + ( ) \<:>, a’| |X(1) + (:L') X(l)
identita’ di Bezout moltiplicando ambo i membri
reK, Xelr(G) = \K|X(x) —wy(K) € R
[6.10,pg.46] [6.11,pg.47]
= _ X(@)
& awy (K)+bX(z) = () (6)
= X (x)
K X —t 1
wx(K)€R, X(x) e R= x() €R (6.1)
Sia o = ig% . Osserviamo che

(21)=|al <1 (2.2)
(6.1)=ac R\:;/o(a) €ER Yoeg (6.2)
(5)
o T a(Xa)
X)) L3 @ TV
o(X(@) = (€ + -+ o€ = (" 4o+ (%, con (Q) = Uy
4

lo(X(@)] =[¢" 4+ <[ 4+ (™| =1+--+1=n
_|X@)] _n
o ()| = ) <-=1(7)
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Consideriamo la norma di « secondo G, ovvero sia

B=1] o

oc€eg
abbiamo
o=id = |o(a)| = |a|\<//1 (2.3)
(2.2)
B =[] le@l=lal ][ | lo(@)l <t (7.1)
oeg oc€G: o#id (2.3)
Infine,
a(8) BVoeg=peQi=Q

R €’ un anello

_ _ . _ _ -1 _
=0€RNQ = Z=0=0=30€G: o(a)=0 = a=0c (0)=0
[6.2,pg.43] (7.1) o €’ biettiva

=0& X(z)=0

Theorem 7.2. Sia x € G, allora

x#1
|cl(x)| = p*, p primo = G non e’ semplice
a>0

Questo teorema coinvolge solamente la teoria dei gruppi, eppure, non si conosce attualmente
una sua dimostrazione che non faccia ricorso alla teoria dei caratteri.

Proof: Supponiamo per assurdo che G sia semplice. Sia X' € Irr(G)\ {1g}. Si ha
|cl(x)] = p* > 1 = G non € abeliano

G semplice = Z(x)={1} (0)
X e Irr(G)\ {1¢} [5.24,pg.43]
palr) =, > XM)X(x) =0 (1)
[5.13,pg.36] Xelrr(G) x#1

pole) = Y XA(@) =
Xelrr(G)

=1+ X)X(z) =1+ > X)X (x) + > xX(1)X(z) (2)
Xelrr(G)\{1la} Xelrr(G)\{1lg}, p/X(1) Xelrr(G)\{1g}, p non divide X (1)

A B
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Sia K = cl(z),
K| = p°, P/X(1)=> (K, X(1)) =1=X(z) =0VvazeZ(X)={1} &

& X(@) =0 vX e Im(G)\ {1a} - p/;cu) = B=0

r#1
B=0, (2), (1) = 0=pole) = 1+ 3 X(D)X(2) &
Xelrr(G)\{1¢}, p/X(1)

X(1) 1

S1+4p > —X(m)fO@’yff];GRﬂQ = Z=p=+1
Xelr(G)\{la}, p/X()—~~ <R [6.2,pg.43]
€z
=vyER
Assurdo, in quanto p €’ un primo. O

Theorem 7.3. (Burnside)
|G| = p*¢®, p,q primi, a,b>0= G non e’ semplice

Proof: Distinguiamo due casi:
CASE: p=gq

|G| = p®*®, a,b > 0= G p-gruppo , |G| > 1=
= J una catena di sottogruppi normali non banali = G non e’ semplice

CASE: p#gq
Sia P un p sottogruppo di Sylow di G. Si ha

Pl=p". pfe"
Gl _ b (1)
m*q
b>0 = P<(@

—~—

1)
Inoltre,

P p-gruppo = Z(P) #1= 3z € Z(P)\ {1}
Se px € Z(P) : lclg(x)| > 1, allora
x € Z(G) < |clg(z)] =1 (%)
Ve € Z(P) |clg(z)| =1= Z(P)CZ(G)
1 £ Z(P)CZ(G)4G = Z(P)G ()
Z(P)=G = Z(G) = G = G abeliano = PG NP G non semplice
1£P£G
14 Z(P) # G\://G non semplice

(%)
Possiamo quindi supporre che 3z € Z(P) : |clg(z)| > 1. Sia Cg(z) il centralizzante di = in
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G, allora

IC@)]| G G| G | /Gl _
< < — | sl
P £ Ce@)96G =5 ‘C(x)’ |P|:>‘C(x)’
x€Z(P)
G|
1 =—— = ¢° <
= g oS0 O
2

cl(z)| = ¢° > 1, r#1 = G non e semplice
|cl(z)] = ¢ , vFEL p
per ipotesi [7.2,pg.50]

Corollary 7.4.
|G| = p%¢®, p,q primi = G e’ risolubile

Proof: Procediamo per induzione forte su n = |G|.
I casi in cui a = 0 oppure b = 0 sono immediati perche’
G p-gruppo = G €’ risolubile

Supponiamo quindi a,b > 0. Sia 1 < N < G un sottogruppo normale di G. Se per assurdo
N =1, G sarebbe semplice. Questo e’ pero’ in contrasto con il teorema [7.3,pg.51]. Quindi,

G G - G
N>1;5‘N‘<n7 ’N‘:paqb = Ne’ risolubile

~—
ipotesi induttiva

N<G=|N|=p"¢" <n = N ¢’ risolubile
~—
ipotesi induttiva
NG
% ¢’ risolubile = (G risolubile
N ¢’ risolubile
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