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1 Preliminari

Utilizzeremo la teoria degli anelli (vedi [AI17,pg.73]), la teoria dei gruppi (vedi [AIL1,pg.1]) e
la teoria degli spazi vettoriali (vedi [AL,3,pg.16]).

Definition 1.1. . Sia A un anello (o gruppo). Se B €’ un sottoanello (o sottogruppo) di A,
scriveremo B < A.

Da ora in poi, supporremo che in ogni anello unitario, 04 # 14, ovvero che lo zero dell’anello sia
diverso dall’elemento unita’, cioe’

{0} c {0,1} CA

Quindi ogni anello unitario ha almeno 2 elementi.
Sia K un campo. Se K’ ¢’ un sottocampo di K, scriveremo K'<K.

Proposition 1.2. Sia (A4,+,) un anello, allora, (A,+) e’ un gruppo. L’elemento neutro e’ lo
0.

Proposition 1.3. Sia (K,+,-) un corpo, allora, (K*,-) e’ un gruppo. L’elemento neutro e’ 1.
Proposition 1.4. Sia (K,+,-) un campo, allora, (K*,-) e’ un gruppo abeliano.

Proposition 1.5. Sia K'CK un sottocorpo di K, allora 1 = 1k, ovvero lelemento unita’ di
K’ coincide con quello di K.

Proof: K'*, K* sono dei gruppi rispetto all’operazione -, poiche’ K'CK, per definizione, K'*
e’ un sottogruppo di K*, e quindi hanno gli stessi elementi unita’. O

Proposition 1.6. Sia K campo, e K'CK, allora

(K's+) < (K,+)
— / /
K/jK N sotto gruppo “Vae K l.a-be K Vbe K
(K™, < (K*)) 2. ab~' € K" Wb e K'\ {0}
~~
sotto gruppo
Proof:
(1) Dim. =
Per definizione.
(1) Dim. <«
La 1. assicura che (K’,+) e’ un sottogruppo di (K, +) (vedi [AIL,1.21,pg.7]). Si ha anche che

a—a=0€eK'
La 2. assicura che (K’\ {0},-) e’ un sottogruppo di (K*,-) e quindi
Va,be K' abe K' (3)
(K'\{0},) < (K% )={lxkeK (4)

sottogruppo Voe K' b1 e K (5)
!
3.1 =  K<K @6
[AL17.3,pg.77]

(6), (4), (5) = K’ e un sottoanello di K, unitario, in cui tutti gli elementi non nulli sono invertibili
Infine, - ¢ commutativa in K’, perche’ lo e’ in K.
Quindi K’ ¢ un sottocampo di K.



O

Definition 1.7. Sia (a)<A lideale generato dall’elemento a. Alcune volte, per evitare confun-
sione, adotteremo la seguente notazione:

(a) = {a)
Proposition 1.8. Sia D un ED (dominio euclideo) e sia (p)<D, p # 0. Si ha:
(p) massimale < (p) primo < p primo < p irriducibile

Proof: Per il thm [AI,21.10,pg.105], D ¢’ un PID, UFD.

irriducibile & rimo & massimale
P ~~~ pp —~— (p)
D UFD , [AI20.4,pg.96] D ED , [AL21.6,pg.99]

Proposition 1.9. Sia D un dominio, allora
A <D= A dominio

Proof: L’operazione di D € commutativa in tutto D e quindi in A. Quindi A e’ un anello
commutativo.

Se per assurdo A avesse divisori dello zero, allora questi sarebbero divisori dello zero di D.
Assurdo. O

Proposition 1.10. Siano K un campo, D un dominio e sia ¢ : D — K una immersione,
allora,

f[:Q(D) — K
ay -1
7 (3) = ela)e)
e’ una immersione, dove Q(D) e’ il campo dei quozienti di D.

Proof:
(1) f € ben definita
Sia b € D*, allora ¢(b) € D*, infatti, se per assurdo ¢(b) = 0, si ha:
eb)=0=bekeryp = {0} =b=0
@ €’ iniettiva
assurdo.
Quindi
b 0 _ 1
p(b) # = Fp(b) 1 _
K campo ©(b)
Ha quindi senso considerare .
la)pt) " € K
(2) f € ben posta

Siano § = ¢

B

1(5)=1(5) = #@e®) ! = o)) & laet) = oo

si ha:

& plab) = p(a'b) < ab' = d'b & % =
(3) f € un omomorfismo



F(5+5) =1 () = el + D)™ = (plab) + sla)e() ™ =
= p(ab)p(bb') " + p(a'b)p(bb) " = (@) )p(t) " o(b) T + (a) (b)) o(b)

¥ ¥
= sla)e) "+ o)t =1 (3) + 1 ()

Infine,

1

K e comm.

(4) ker f = ker p = {0}

& pla)=0ackerp={0} ©a=0,; ={0}
0(b)£0

ker f = § 5 € Q(D) | pla)p(®) ™" =0
ker f = {0} = f iniettiva
O

Proposition 1.11. Q(D) e’ il piu’ piccolo campo tale che D—Q(D), ovvero e’ il piu’ piccolo
campo che contiene per immersione D, o ancora, preso un generico campo K, si ha

D—K = Q(D)—K

Nota®.
Proof:
D—K < Jp: D — K omomorfismo iniettivo
Allora basta applicare la prop [1.10,pg.2] O

Proposition 1.12. Sia K un campo, allora
QK) ~ K

Proof: Usando l'identita’ i : K — K, e applicando la [1.10,pg.2], abbiamo che
[:QK) — K

()

e’ una immersione. E’ anche surriettiva, infatti, preso ¢ € K,

e

quindi Q(K) ~ K. O
Proposition 1.13. Sia K, K’ due campi ¢ : K — K’ un omomorfismo tra essi. L’applicazione

¢ : K[z] — K'[z]
Z a;xt — Z o(a;)x’
i=0 i=0

st chiama omomorfismo indotto da .
@ e’ un omomorfismo. Se ¢ e’ iniettivo o surriettivo, anche ¢ lo e’.

2con A— B, intendiamo che esiste un omomorfismo iniettivo da A a B



Proof:
(1) ¢ ¢ un omomorfismo
Siano Y"1, a;z’, Yot bzt € K[z], di grado n,m. Ponendo
Ap44 :bm+i =0 Vi= 1,2,...

si ha
)=0Vi=1,2,... (%)

max{m,n}

Zaixi + Z bix' = Z (ai + b))z’ — Z ola; +b)z' =

i=0 i=0 i=1 i=1

max{m,n} n m

= (plai) + b))z’ = pla)a’ + > o(bi)a’
i=1 (%) i=0 =0
Analogamente per il prodotto:

n m n+m n+m
STEEDIEESD 3 D ST0N) EED 3 D3N S
i=0 i=0 i=0 \ j=0

n+m n m
- Z Z@ a;)p(bi—;) | ' = pla)a’ - Y bz
=0 i=0
(2) ¢ iniettiva = ¢ 1mettlva

¢ iniettiva < ker = {0} (%)

ker ¢ = Zoax | Zocp(ai):cz =0e pla)=0Viea ckerpVi & a;=0Yi & Zoa:z: =0, = {0}
1= 1= (*) 1=
(3) ¢ surriettiva = @ surriettiva
 ba' e K'la] = b e K'la] = 3a; € Kla]: p(a;) = b,

@ surriettiva
n n n
= Z Y Z(p(ai)mi = <Z aixi>
1=1 =1 =1

Definition 1.14. Sia K un campo e K[z] il dominio euclideo dei polinomi a coefficienti in K.

Preso un

f@) =ao+ar@+--+aga” = aa’ € Klal

definiamo la sua derivata:
def _ L
f'(z) = a1 + 20z +napz" ! = Zzaixl le K]
Dove 'operazione ia; €’:

a; =a; +a; +---+a;
| E——

i volte



Attenzione: questa nozione di derivata coincide con quella analitica solo per opportuni campi
K.

Nota3

Proposition 1.15. Valgono le usuali proprieta’ della derivata:

L D[f(z) +g(x)] = f'(z) + ¢'(x)

2. D[f(x)g(x)] = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)
3. D[f(x)"] = nf(x)"""f'(x)

4. D[f(g(x)] = ['(9(=))g'(x)

Proof: Siano

= zn: CLZ'ZL'i
=0

g(x) = > bia
1=0

(1) Dim 1.
D(f(z) +g(x)] =D lzaﬂ“rzbmi] :Zzaz = 1+Zzb = f(x) + ¢ ()
(2) Dim 3. = = =

Per induzione su n:

D[f(x)"] =D [f(2)f(2)" ] = F(@)f(@)" " + f(@)D [f(2)" '] =

(3) Dim 4.

31n realta’, 'operazione ia; coincide con Ioperazione di moltiplicazione del campo K. Vedi [2.12,pg.14]



O
Proposition 1.16.
g'(z) =0V degyg'(z) < degg(x)
Proof: Segue immediatamente dalla definizione di derivata.
NB: dobbiamo distinguere i due casi perche’ il polinomio nullo non ha grado! O

Proposition 1.17. Sia f(z) € K|x], e sia o una radice di f(z), ovvero, f(a) =0, allora si ha
ur(@) > 16 f(a) =0

dove con py(a) abbiamo indicato la molteplicita’ della radice o di f.

Nota: se pp(a) > 1, allora o viene chiamata radice multipla, altrimenti, se us(a) = 1, radice
semplice.

Proof:
(1) Dim. =
m = us(a) > 1 S @ =0, glo) £0
thm di Ruﬂﬁm[ 1,16.1,pg.66]
f'(a) =m(z —a)"g(z) + (x—a) g'(z) = f'(@) =0
(1) Dim. <

Sempre per Ruffini,
f(@) = (z—a)g(z), gla)#0
f'(@) =g(z) + ¢'(z)(z — a)
flla) = 0& g(a) +g'(a)(a—a) =0& g(a) =0 = g(z) = (z — a)h(z)
Hp
f(@) = (2 — a)h(z) = pyla) = 2> 1



Definition 1.18. Sia V un K-spazio vettoriale. Con il simbolo:

L(vi,v2,...,0m)
oppure con
B={v1,...,um}
L(B)g
indichiamo il K-sottospazio vettoriale di V, generato da {vy,va,...,vm}.

Proposition 1.19. Sia f(x) = 2™ —a € Clz], con a # 0. Tutte e sole le radici di f(x) sono

Ya, Vaw, Vaw?, ..., Yaw" !

dove w e’ una qualsiasi radice dell’unita’ che genera (Up,-) (il gruppo delle radici n-esime
dell’unita’), ovvero U, = (w).

Proof: N
" a=0e T 1-0e (B) S120 o y"—1=0

a0 y=-7
Per definizione, tutte le radici di y™ — 1 sono gli elementi di U,, cioe’

U, = (w) = {1,w,w2,...,w”*1}

Quindi
\xf —y=1ww’ ... W e r= Ya, Yaw, VYaw?, ..., Yaw" "
n a
O
Proposition 1.20. Consideriamo il polinomio x +y € Zy[x,y], si ha
(x+y)" =a"+y"
Proof:
"\ o
n — i, n—i __
CER NI S ()w _
binom. Newton =0
!
Y=t s/ () it n—1s (V) =02, vi=1n—1
{ il(n —1)! i ;
=a2%" 0 42"y’ =" +y"
O

Definition 1.21. Lemma di Zorn.
Sia A # () un POSET,

ogni catena di elementi di A possiede un maggiorante in A = A possiede elementi massimali

Il lemma di Zorn €’ equivalente all’assioma della scelta.



2 Estensione di Campi

2.1 Caratteristica

Proposition 2.1. Sia A un anello unitario, e sia data la sequente funzione:

v:Z— A
zx 1y z>0
v(z) =140 z=0

—((=2)x14) 2<0
dove 14 e’ l'unita’ di A, e

def
nxa = at+a+---+a
N——————

a wvolte
Si ha che v(z) e’ un omomorfismo, inoltre y(1) = 14.

Proof: Dobbiamo dimostrare che Vm,n € Z, si ha
y(m+n) =~(m) +~(n)

y(mn) = y(m)y(n)
CaseE: m,n >0

ym4n)=(m+n)xla=mxla+nx*ly
CASE: m >0,n<0

A(m) = m* La A(n) = = —(~n) * L4

~—~—
n<0

CASE: m+n=0
m+n=0&m=—-n
y(m+n)=~(0)=0

Y(m)+y(n) =mxlg—(-n)xla=(latlat ---+1g)—(la+la+---+1a) = 0=7y(m+n)

m=—n

m volte —nvolte

CASE: m+n >0
m+n>0&m>—n
yim4n)=(m+n)xly
ym) +y(n)=mxla—(—n)*xla=Aa+1la+--+1g) —(Qa+1la+---+14) =

m volte —nvolte

\:/_/(m_(—n))*l,q:(m—i—n)*lA:,y(m_’_n)

CASE: m+n<0



m+n<0&m<—n
ym+n)=—(—n—m)*1xy
ym) +y(n)=mxla—(—n)*xla=Aa+1la+-+1g) - (Qa+1la+---+14) =

m volte —nvolte

= —(—n—m)*x 1y =7(m+n)

m<—n
CASE: m < 0,n>0
Analogamente a prima.
CASE: m,n <0

m+mn <0
yim4n)=—(—m—n)* 1y
—(—m)*x1la—(—n)*x1lg=—(—m—mn)* 1y
Infine,
CASE: mn =0

mn=0m=0Vn=0=vm)=0V~y(n)=0 (1)
v(mn) =0 = ~(m)y(n)
1)
CASE: mn >0
v(mn) = (mn) x 14
ym)y(n)=mxlanxlg=mx1la(la+1la+---4+1la)=mxla+mxlg+---+mx*xly=(nm)x1ly

n volte

CASE: mn <0

mn<0=m<0 XOR n<0=~(m)=(—m)*1s XOR v(n) = (—n)*1a
y(mn) = —(—mn) x 14
v(m) = (=m) x1a = y(m)y(n) = —(—=m) x Lanx1a = —(-m)* La(la+ La+ - +14) =

n volte
=—((—m)*x1la+(—m)x1la+---+(—m)*x1a) = —(—nm) x 14, = y(mn) -

Definition 2.2. Sia dato un anello unitario A, e sia 7 la funzione definita in [2.1,pg.8], definiamo
la caratteristica di A:

chA ¢’ il generatore non negativo di ker vy, ovvero

kery % (chA) = {A\chA | A€ Z}, chA€Z,

Questa definizione ha senso:

tutti gli ideali di Z sono PID del tipo (z), [vedi [AL18.8,pg.93]] (1)

{ker'yQZ
(1)

= Jz € kery: kery = (z)



Se poi z > 0, allora z € unico: infatti, presi z1,22 > 0: kery = (21) = (22), si ha
21 6(22):>21:)\22<i>22/z1
29 € (21) = 29 = /\,21 = 21/22

= 21 = 29

Quindi, il generatore non negativo di ker-y e’ unico.

Proposition 2.3. Sia A un anello unitario, e sia dato il sequente insieme* :
Ag={rezi|r«A={0}}

dover* A={ra|a€ A}. Si ha,

chA — HllIlAQ AO 7£ @
0 Ag=10

Proof:
(1) Dim. che Z* Nkervy = Ag
Sia k € Z Nkervy,

k € keryCZ
ke Z\ Nkery < € kerys
k>0
kEeckery=vk)=0 kxlyg=0
k>0

Siaae A, (k+*la)a=0&kxa=0VacA=keA
——

=0
Sia adesso, r € Ay,

reAo=r>0,rxly=0=~(r)=0=r € kery
r>0,r €kery=recZNkery

CASE: Ag =10

7t NkeryCAg =0 = ZiNkery =0 < ZiNkery\ {0} =0 S ZiNkery = {0} (1)
0€Z4Nkery
Si ha anche che Z_Nkery = {0}, infatti, se per assurdo 3z € ker~y : z < 0, allora
2<0& —2>0& —2z€Zy
zekergey(z) =0 —v(2) =0 y(—2)=0& —zckerg
= —z€E€Z4iN ker’y\:»/fz = ( assurdo contro z < 0

1)
In conclusione:
ker vCZ
ZiNnkery={0} =Z_Nkery = kery={0}
7 =7, UZ_
Quindi,
Ag=0= kery={0} & kery=(0) & chA=0

“abbiamo posto: Zy = {z € Z | z > 0}, Z% =7y \ {0}

10



CASE: Ag # 0

ZiNkery = Ag # 0 = kery # 0 = kery = (chA) # {0} = chA >0

chA € (chA) = ker~y

chA >0

= chA € Z7 NkeryCA,
Sia m = min Ay,
chA € Ag = m < chA
m € AgDZ  Nkery = m € (chA) = m = AchA
m,chA>0=XA>0=chAd<m
m < chA

{m>chA

= m = chA

Proposition 2.4. Sia A un anello unitario e sia dato il seqguente insieme:
Ay ={reZi|rx1=0}

allora

ChA: I’Ilil’lAl A17é®
0 A =0

Proof: Sia ¢ = chA. Sfruttiamo la prop [2.3,pg.10]

CASE: Ay = 0
Dimostriamo che anche A; = (). Se per assurdo r € Ay, allora
r+l=0=(r*xl)ja=0Vace A (1+1+---+1l)a=0Vasata+ ---+a=0Vasrxa=0=>reci (1)
assurdo contro Ag # 0.

(1) Ag #0
Per la prop [2.3,pg.10], ¢ = chA = min Ay,
cxA={0} & cxa=0Vaec A&
Sata+---+a=0VacA & 14+14+---4+1)a=0VacAs
A e’ unitario
< (cxl)a=0Vae A

In particolare, per a = 1, abbiamo ¢x 1 =0=c € A;
Resta da dimostrare che ¢ <r Vr € A;. Sia r € Ay, allora
r+*l=0=rceAyg=c=minAg <r
~—

1)
Quindi ¢ = min A;.

Definition 2.5. Sia D un dominio e sia dato il seguente insieme:
Dy ={rezi|r«D=/{0}}
Definiamo la caratteristica di D:

ChD: minDo D();é(b
0 Dy=10

11



Per quanto abbiamo visto in [2.3,pg.10], se D €’ unitario, possiamo considerare I’'omomorfismo
~v:7Z — D, e le due definizioni date di chD coincidono.

Lemma 2.6. Dato un anello A er,s € Z% si ha
rs* (dide) = (r*dy)(s*da)

Proof:
rs* (d1d2) = (rsxdy)dy = (s* (rxdy))dy = s* (da(rxdr)) = (r+dy)(s * da)

Proposition 2.7. Si ha:

D dominio = chD =0V chD =1V chD =p
D dominio unitario = chD =0V chD =p

con p primo.

Proof: Supponiamo che chD # 0 e dimostriamo che chD = p.
Se chD = 1, allora non abbiamo nulla da dimostrare. Supponiamo quindi chD # 1 e supponiamo
per assurdo che chD = rs, con r, s # 1, allora:

rsxd=0Vde D=rsx(d)=0, cond =dd, Vde D

rsx(dd)=0 & (r+d)(s+xd)=0 = r«d=0Vsxd=0VdeD (1)

<~ ~—
[2.6,pg.12] D dominio d’integrita’
(1) Dim. che
VvdeD rxd=0V VdeD sxd=0

ovvero: r*d=0 per tutte le d, oppure s * d per tutte le d. (OR inclusivo)

SeVd € D rxd = s*xd = 0, non abbiamo nulla da dimostrare. Supponiamo allora che

ddeD*: r+d#0, sxd=0. Si ha:

rxd#0=rxd #0 Vd € D*
infatti, se per assurdo r * d’ = 0,
rxd =0 (r+d)d=0&r*x(dd)=0&(rxd)d =0 = 7r*xd=0Vd=0_= rxd=0
~~ —~
D dominio d'eD*
assurdo contro Hp. Osservando che
rxd £0 = sxd =0
——
1)
concludiamo che
Vd € D sxd =0 (2)

(2) Q.E.D.

2)=s€Dy=minDy<sers<sor=1
assurdo.
Quindi, chD e’ necessariamente primo.

Supponendo adesso che D sia unitario, dimostriamo che chD # 1. Infatti, dalla def [2.5,pg.11]
chD=1=1€Dy=1xD={0} ©1xd=0VdeD<&d=0Vde D« D={0}
Ma D e’ un anello unitario, e quindi, per quanto supposto in [1.1,pg.1], {0,1} CD, 0 # 1.

Assurdo.
O

Proposition 2.8. La caratteristica di un dominio unitario e’ una proprieta’ ereditaria: sia D
un dominio unitario, e ECD un suo sottodominio unitario, allora

chE = chD

12



Proof: Poiche’ ECD €’ un sottodominio unitario abbiamo 1g = 1p. Ovvero, E e D hanno la
stessa unita’. E quindi, applicando la prop [2.4,pg.11] si ha la tesi. O

Proposition 2.9. Sia K un campo, per quanto abbiamo visto in [2.7,pg.12], chK =0V chK = p.
Inoltre, si ha

chK =p primo = Z,—K
chK =0=7Z—K, Q—K

Proof: Essendo K un campo, e’ anche un anello unitario. Possiamo allora considerare 7 (vedi

2.1,pg.8]):
ker = (chK)

[2.3,pg.10]
omomorfismo = Z ~Im~vy & Z ~ Im
7 ~~ kery 7 (chK) — 7

thm omomorf. [AI,17.10.1,pg.86]

CASE: chK =p
(chK) = (p) 4 I s 7 I <K
= ~ lm ~ lm

P (chK) R 7=

CASE: chK =0

kery = (chK) = (0) = ~ €’ iniettiva
Consideriamo un’estensione di :
7:Q(Z)=Q — K
_(my -1
v (g) =7(m)y(n)

Per la prop, [1.10,pg.2], 7 €’ una immersione. Allora, per il thm dell’lomomorfismo, si ha:

Qi = 9 ~Imy < K
kery — (0)
e poiche’ % ~ Q, si ha la tesi, ovvero,
Q~Imy< K

O

Definition 2.10. Dato un campo K, definiamo il sottocampo fondamentale (o primo) di K:

SFK) € () K
K'<K

ovvero €’ il piu’ piccolo sottocampo di K.

Proposition 2.11. Sia K un campo. Inoltre, si ha

chK =0= SF(K)~Q
chK =p primo = SF(K) ~ Z,

Proof:
CASE: chK =p
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Sia K’ un sottocampo di K, si ha chK’ = p, infatti,
ke K'CK = (chK)* k=0 Vk € K' = chK € K|, = K| # 0 < chK' #0 (1)
K' campo = chK'=0VchK' =p = chK' =p
-~ -~
[2.7,pg.12] 1)

Allora, per la prop. [2.9,pg.13], si ha

JH<K': H~17,

Zp=(1)=H=(1g) = (1x)
Riassumendo:

VK'XK (1g) <K'

Quindi

SP(K)= () K'=(1k)~7Z,

K'=<K
CASE: chK =0
Sia K'<K, si ha chK’ = 0, infatti, considerando v : Z — K (vedi [2.1,pg.8]), e la sua
restrizione v’ : Z — K’ (nota®), si ha
kery =" (1x) = 7 '(lxs) = ker/
1g=1g
kery’ =kery = (chK) = (0) = chK’' =0
Allora, per la prop. [2.9,pg.13], si ha
AID<K': D~Z
7 = (12) =D = (1[{/) = (lK) < K’

Riassumendo:
VK'XK (1) < K’
Quindi
SF(K)= () K'2(1)
K'<K
(1x)SSF(K)
ini =< : o~ ~
(1x) dominio = JH=XSF(K): H~Q((1k)) Q
SF(K) campo  [1.11,pg.3] (1x)~Z
Ma per definizione di SF(K) (il piu’ piccolo...), si ha:
H<SF(K)=H=SF(K)= SF(K)~Q
O
Proposition 2.12. Sia K campo, e sian € N*, a € K, allora
n*a = at+a+---+a= na
= =
n-volte moltiplicazione in K
n SF(K)=Q<« chK =0
dove i = n]p SF(K)=1Z, < chK =p
—~—

classe resto mod p

5poiche’ K’ ¢’ un campo, per quanto visto in [2.1,pg.8], 7’ €’ ancora un omomorfismo

14



In seguito, per abuso di notazione, scriveremo:

n*a =na=na

_ Z chK =0
n=nec
Z, chK =p

Proof: Dimostriamo la tesi a meno di isormorfismi.

Per la [2.9,pg.13], K contiene il campo Z o il campo Z,. Sia Z il campo contenuto, Ricordando

che Z e Z, sono gruppi ciclici generati da 1,
neZ=>n=1z4+1z+---+154 (1)
T volte
1 Z=<K=1z=1 n=1 1 | K
z € Z=2K =1y K. =>n k+lxg+---+1lk €
€]

def o
n¥a = a+a+---+a = (Ig+1x+--+1g)a=Ta
N——— ~—~
n-volte in K vale la distributiva

2.2 Estensioni
Definition 2.13. Siano K, F' due campi, poniamo

. . def
K ¢ una estensione di F & KDF

Proposition 2.14. Sia data lestensione K2F, allora K e’ uno spazio vettoriale il cui campo

e’ F.

Per indicare tale spazio vettoriale, useremo il simbolo Kr. A wolte, useremo le sequenti

notazioni equivalenti:

dim Kp = dimp K = [K : F)

Proof: Basta ricordarsi la definizione di spazio vettoriale, campo e che FCK = 1 = 15 (vedi

[1.5,pg.1]).
Proposition 2.15. Consideriamo le sequenti estensioni di F: K=F, K'=F. Si ha:
f: K — K' omomorfismo t.c. fip =id = f: Kp — Kp. applicazione lineare

Proof: SiaAe€e F, ac K
{A CFCR, a R i) = FVf(a)

f omomorfismo ~~
fir=id

Af(a)

VA€ FYae K f(ha) = Af(a)

Va,be K fla+b) =, fla)+f(b)

f omomorfismo

Infine, poiche’ K, K} sono degli F-spazi vettoriali, si ha che f ¢’ una applicazione lineare.

Definition 2.16. Sia data ’estensione K>F,

K>F ¢ finita (}g K ha dimensione finita < dimKrp =n €N

15
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Example 2.17.

1. CxR €’ una estensione finita, infatti, una base per Cg €’ {1,¢}, e quindi dim Cg = 2.

2. R>Q non €’ una estensione finita, infatti, se per assurdo lo fosse, esisterebbe una base
{r1,...,mn} di Rg, e quindi considerando il Q-spazio vettoriale Q, si ha

{dimRQ =n=dimQ"

R N . - = Rg ~ Q"
0, Q" sono Q spazi vettoriali ~~ R
prop. [AL,7.6,pg.40] isom. vettoriale

Ro ~Q" = [R| = |Q"| Q| = IN|

~—
thm di Cantor [AI,8.5,pg.35]

e questo e’ assurdo perche’ |R| # |N|
Theorem 2.18. Siano F, K, L campi, tali che L= K> F', allora

dim Kp < +00

dimLp < 400 &
r {dimLK < 400

Se una delle due condizioni e’ soddisfatta, si ha:

dim Ly = dim Lg dim K

BC e’ una base di Ly, dove
B base di Kg, C base di L
BC={bc|be B, ceC}

Proof:
(1) Dim. =
dimLp =n= 3B ={by,...,b,} basedi Lp = Lp = L(B)
KCL = KrpCLp sottospazio vettoriale = dim Krp < dimLrp = dim Krp < 400
Ly :E(B)F = Lk :E(B)F = dim Lg < 400
FCK
(1) Dim. <«

dim K < +00 = 3B = {b1,...,by} base di Kp (1)

dim L < 400 = 3C ={e1,...,¢n} base di Lx (2)
Dimostriamo che BC €’ una base di Lz, dove
BC:{biCj |i:1,...,m jZl,...,TL}
(1.1) Dim. che Ly = L(BC)
Poiche’ L contiene sia K che F' che BC, e poiche’ le operazioni sono chiuse in L (e’ un

campo), si ha subito che
L(BC)pCLp

16



Dimostriamo l'inclusione inversa. Sia a € L,

n
ael = azk‘lcl—k---—i—kncn:;kiq
(2) =

ki€ K = ki= fuibi+ -+ fmibm = ijibj
1) J=1
n n m n n m
a:ZkiCi:Z Jiibj | ci :Zkici:Zijibjci =a € L(BC)
i=1 i=1 \j=1 i=1 i=1 j=1
(1.2) Dim. che i vettori di BC' sono indipendenti
Sia 0 = mn e consideriamo la generica comb. lin. nulla dei bjc;:

Z ijibjci =0 (*)

i=1 j=1
poiche’ i ¢; sono Li. si ha che nella (x) i coefficienti dei ¢; sono tutti nulli:

Zl‘jibj =0 Vi=1,...,n
j=1

ma poiche’ i b; sono l.i., si pure che:
IJZ:O V_]Zl,,m VZ:L,TL
Cosi’, in definitiva, i coefficienti dei b;c; in () sono tutti nulli, e quindi i bj¢; sono 1.
(1.3) |BC| = mn = dim Kg dim Lg
Poiche’ i b;c; sono Li., sono distinti fra loro, e quindi |[BC| = mn.

O
Corollary 2.19. Siano K1,...,K;, cont > 3, campi che formano la sequente catena di esten-
stoni:
K=Ky 1=... =Ky
, allora

dimKl Ky < 400

dimg, K3 < 400
dimKl Kt < 400 &

dimKFl K; < +o00

e toltre, se vale una delle due condizioni, si ha

t—1
dimg, K, = dimg, Ko dimg, Ks...dimg, | K; = H dimg, Ky
i=1
Proof: Procediamo per induzione su t.
(1) t=3
Basta leggere il thm [2.18,pg.16], con L = K5, K = Ko, F = K;.
2y t—1=1t

17



Per I'ipotesi induttiva abbiamo
dimKl Ky < 40

disz K3 < 4+
dimg, K;—1 < +00 & Q. (%)

dimpg, , K¢ 1 < +00
t—2

dimg, K-y = [ [ dimg, Kigr ()

i=1
Ma allora, applicando il thm [2.18,pg.16] a K}, K¢—1, K1, si ha
dimKl Ky < +0
dimp, Kioy <400 dimg, K3 < 400

dimg, , Ky <4+oo >~

dimg, K; < 400 & {
(*)

dimg, , K¢y < +oo
t—1
dimg, K = dimg, Ky dimg, , K; =] [ dimg, Kijs

(%) i=1

O
Definition 2.20. Sia F<K una estensione di campi, e siano aq,...,a, € K. Definiamo
Pestensione di F generata da {a1, ..., a,}:

f
Fa,....an) (K=K | FU{ai,...,a,} CK'}

ovvero, F(ay,...,ay,) € la piu’ piccola estensione di F in K che contiene ay, ..., a,.
Possiamo riguardare F(aq,...,a,) come una sorta di generalizzazione del campo dei quozienti:
F(ay,...,a,) e il pin’ piccolo sottocampo che si ottieni in K “aggiungendo” in F' ag, ..., .
Proposition 2.21. Sia F<K una estensione di campi, e siano aq,...,a, € K. Si ha

flag, ... an)

glag, ..., an)

Flag,...,an) —{ flay, .o xn),9(x1, . xn) € Floy, ..o, xn], glag, ..., an) ;é()}

NOTA: con 5 stiamo indicando 'operazione fg~1. Poiche’ f(ay,...,an),g9(a,...,a,) €K, e

K e’ un campo, la notazione 5 e’ equivalente a fg=! (infatti®)

Proof: Indichiamo con G il secondo insieme.

(1) Dim D
Poiche’ le operazioni in F(aq,...,a,) sono chiuse, si ha
L(ai,...,on)p CF(0,...,ap)
Gli elementi di £ (a1, ..., an)p sono del tipo:

frar 4+ faa, (%)

6infatti, siano a,b,c,d € K, b, d non nulli, allora
a ¢ ad+bc
b taT T
ab ' +ed ™t = (ab ™t +ed Hbdb T dT! = (ad + cb)b"rd !

= (ad + be)d~ 171

analogamente per la moltiplicazione.
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Se moltiplichiamo (%) per un «;, otteniamo un altro elemento di F(ayq, ..., ay). Quindi, tutti
gli elementi del tipo:

flag,...,an) con f(x1,...,2n) € Fl1,...,25] (1)

stanno in F(aq,...,qn).
Poiche’ F(aq,...,ay) € un campo, per ogni suo elemento non nullo contiene il suo inverso:
glag,...,an) #0= S o) € Flay,...,ay) (2)
Ma allora, il prodotto tra un elemento del tipo (1) e uno del tipo (2) sta’ sempre in F'(aq, ..., ay,).
Ecco quindi che GCF(ay, ..., ay,).
(2) Dim C

(2.1) Dimostriamo che GXK
E’ chiaro che GCK. Usiamo la caratterizzazione dei sottoanelli: siano a,b € G

u b flag, ... apn) B flag,...,ap) _ f(al,...,an)yial,...,an)+?(a1,...,an)g(al,...,an)

g(alv"'aan) g(al""van) f(a1,--.7an)§(041,.-.,an)

che chiaramente appartiene ancora in G. Analogamente, ab € G.
Poiche’ 1x € G, G €’ cosi’ diventato un sottoanello unitario di K.
L’inverso di ogni elemento a € G* esiste ed €’

glen, ..., an)

flag,...,an)
Chiaramente gli elementi di G commutano (GCK).
Ecco che G=K.

(2.2) Q.E.D.
E’ chiaro che FU{ay,...,a,} G. Poiche’ GXK, per definizione di F(a1,...,q,) (il piv’
piccolo. . .) si ha che
F(al, PN ,an)QG

Proposition 2.22. Sia F<K una estensione, ay,...,ap € K, t > 2. Posto

F=F
Fl‘ :F(ah...,ai,l)

st ha

Fi(a;) = Fi

Fi(ai, qig1, ...y an) = Fop

ovvero:
(F(Otl,...,Oéi_l))(Oéi) :F(al,...,ai)
(F(Otl,...,Oél'_l))(Oéi,Oéi_._l,...,Otn) :F(al,...,an)

In pratica, possiamo togliere tutte le parentesi, mettere assieme le «;, e considerare una sola
parentesi.

Proof:
F(ay,...,q;) e un sottocampo di K e contiene Fj, a;, quindi per definizione”

Fi(ai)gF(al, e ,Ozi)

"F;(a;) € il piu’ piccolo sottocampo di K che contiene Fj,a;
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F;(«;) € un sottocampo e contiene Fj;, o;, a sua volta F; contiene F,aq,...,a;—1. Allora, per
definizione,

F(Ozl, ey ai)gFi(ai)

Quindi, F;(a;) = F(aa,...,q;).
<2> Dim. Fi(ai, (07N PN 7O£n) = Fn+1
Poniamo

(041, e ,aj,l)

Sn=24+n—1i, s, =n+1
allora la tesi equivale a

Fi(ai, qiqr, .. 0n) = Fry &

& F(ay, @, ..., 014n—) = Fnp1 &
<:>F2+n—i:Fn+1<:>an :Fs;

Dimostriamo F's, = Fy , procedendo per induzione su n.

(2.1) Base dell’induzione: n =i

1 n=i
22y n—1>i=n

Poiche’ F=K, @y,...,a, € K, possiamo applicare ad essi il passo 1:

an = F2+n—i

= Fiin—i(@n—i) = Fs, (@14n—i) =
passo 1 applicato a F', ai,...,
= Fs;lil(al—i-n—i) - Fn(al—i-n—i) - Fn(an) — n+1 — Fs;L
Hp induttiva 1
O
Definition 2.23.

. . def
F=<K €' un estensione finitamente generata < 3Jai,...,an € K: K = Flag,...,an)
F=K ¢’ un estensione semplice < 3Ja € K: K = F(a)

. . def

« e un elemento primitivo di K su F = K = F(a)

In genere, una estensione finitamente generata, la indicheremo con
F=F(oay,...,0an)

intendendo ’estensione F'<K, dove

al,...,an € K, K=F(ay,...,a,)
Proposition 2.24.

F=<K estensione finita = F=<K e’ finitamente generata
Non vale il viceversa.

Proof:
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(1) Dim. =

F=K estensione finita = Kp = L (b1,...,bn)p CF(b1,...,by)

Ma per definizione, KD F(b1,...,b,) e quindi

K =F(by,...,b,)

(2) Dim <
Consideriamo ’estensione
F=<F(x)
dove z €’ una indeterminata, e quindi F(z) = Q(F[x]).
Per costruzione, questa estensione e’ finitamente generata, ma non €’ finita, perche’ dim F'(z) =
+00 (nota®)
O

Definition 2.25. Sia data l’estensione F'<K e o € K.

o ¢ algebrico in & If(z) € Flz], f(x)Z£0: fla)=0

def .
a ¢ trascendente < a non e’ algebrico
. . . def .
F=<K €’ una estensione algebrica di F € Va € K « €’ algebrico in F
Usualmente, se non si specifica F, si suppone F' = Q.

Example 2.26. 1. V2 e algebrico in Q, infatti,

fl@)=2>-2€Q[], f(V2)=2

2. e, sono trascendenti in Q (lo dimostreremo in seguito).
Da questo deduciamo che Q=R non e’ una estensione algebrica di R.

3. R=C €’ una estensione algebrica. Infatti, preso a 4+ ib € C,
f(z) = (z —a)* +b* € Rz] fla+ib) = (ib)* +b*> = b +b* =0
4. Q=Q(i) = {a+ib| a,b e Q} ¢ una estensione algebrica. Infatti, preso a + ib

f(@)=(z—a)®+b* € Q[z] fla+ib) = (ib)> +b* = —b* +b° =0
5. Q=Q(v/2) ¢’ una estensione algebrica, e’ finita, e ha dimensione 2.

Proof:
(1) Dimostriamo intanto che

Q(\@):{a+bxf2|a,be@}

Per la prop [2.21,pg.18], sappiamo che

_ [V
Qv3) = {g( 75 |/ 9te) € g(ﬁnm}

8Lo spazio vettoriale dei polinomi non e’ finitamente generato, infatti,

sono l.i. Vn € N.
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Ma un polinomio in Q[z], calcolato in v/2, e’ del tipo
f(V2) =ao + a122 + a22% + a32% + a42% + ot a,2% =

:ao+a1\@+a22+a32\f2+a422+~~+an2%:

= (a0 + a2 +asd+...,)+ (a1 +2a3+4as +...,)V2=a+ 3V2
Anche l'inverso di g(v/2) sara’ del tipo = + yv/2, infatti,
20y =1
(a—t—b\/i)(x—i-y\/i)=1<:>2by+ax+(ay+bx)\/§:1<:>{Zx::: 4 0 (%)
@+ ay =

Il determinante della matrice dei coefficienti e’
Z 20 =a% —2b°
Se per assurdo fosse nullo, si avrebbe:

a2 =0sd=2sa=4+V2b=0a¢Q
assurdo. Quindi, per Cramer, il sistema (%) ammette un’unica soluzione (Z,7), ovvero,
Z +7V2 € Vinverso di a + bv/2.
Detto questo:

[VD) a4 BVE (ot pVR)g(VD)

o VDI (B2

-1

= (a+BV2)(T+7V2) =a+ V2

Qv2) = {a+Bv2|a,B e}
(2) Dimostriamo che Q(v/2) e’ algebrico
Sia a + bv/2 € Q(v/2), allora
f(@) = (z - a)* - 2b* € Qlz]
fla+bv2) = (bv2)? — 20> = 2b* — 20> = 0
(3) Dim. che QCQ(v/2) e’ finita, e ha dimensione 2

(1,4/2) ¢ una base dello spazio vettoriale Q(v/2). Infatti, come abbiamo visto, ogni
elemento di Q(v/2) e’ del tipo a + v/2b, a,b € Q, ovvero Q(v/2) = L (17 \/§)Q Inoltre,

1,1/2 sono linearmente indipendenti, infatti, se per assurdo non lo fossero:

a
a+V2=0sb=——F =
73 ~ ¢Q

assurdo contro b € Q. Quindi dimg Q(v/2) = 2.
Proposition 2.27.
F=<K estensione finita = F=K e’ algebrica

Non vale il viceversa.

Proof: Siaa € K.
F<K finita = dimKpr =n

Sia A = {1,&,@2,...,a”}gK

dim Kgp =
mar=n gli elementi di A sono 1.d. &
Al =n+1
< dag, a1, ...,a, € F, non tutti nulli: ag + a1 + asa® + -+ apa” =0
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Allora, il polinomio cercato e’:
f(x) =ap+ a1 + agx® + - + apa”

infatti,

f(z) € Flz], f(z)#0, f(a)=0

Proposition 2.28. Sia F<K una estensione, o € K. Consideriamo gli insiemi:

P(a,F) ¥ {f(z) € Flz] | f(a) = 0, f(z) monico}
deg P(a, F) = {deg f(z) | f(x) € P(a, F)}

allora

a algebrico su F = Jp(x) € P(a, F) : degp(x) = min(deg P(a, F))

In altre parole, p(x) e’ il polinomio monico, di grado minimo, tale che p(a) = 0.
p(x) viene chiamato polinomio minimo di o in F', e lo indicheremo con

de,
Pmin (OZ,F) :f p(if)

(Nota®)
Infine, vale

{9(” ST S o

Proof: Consideriamo il seguente omomorfismo:
¢ : Flz] — F(a)=K
f(@) = f(@)

Si ha

F[z] ED = Flz] PID (%)

—~
[AI,21.10,pg.105]
« algebrico = 3 f(z) € Flz]\{0}: f(a) =0=¢(f(x))=0= f(x) €kerp = kerp# {0}
f(2)#0

ker o< F[x] _ -
= 3 €eF 0}: k = =
{kew £O0) S p(z) € Flz]\ {0} : ker f = (p(x)) = (p(x))
Dove p(x) €’ il polinomio monico ricavato da p(x), ovvero

p(x) = a™'p(x)

dove a €’ il coefficiente dell’indeterminata di grado massimo di p(x)
p(z) € il polinomio minimo.
(1) Dim. p(z) ha il grado minimo ed e’ unico

Sia g(z) € Flz]\ {0} : g(a) =0.
9(@) =0 = g(z) € kerp = (p(z)) = p(x)/g(ﬂﬂ) = Jh(x) € Flz]: g(x) = p(x)h(z)

deg g(z) = degp(x)h(x) = degp(x) + deg h(z) (1)
Se per assurdo deg p(x) > deg g(z), si avrebbe:
degp(z) > degg(x) = degp(z) + deg h(z) > deg g(x)

9Un polinomio e’ monico quando il coefficiente dell’indeterminata digrado massimo e’ 1
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Assurdo.
Quindi si deve avere:
degp(z) < degg(x) (2)
(1.1) p(z) € unico
Adesso, sia g(x) anche monico e di grado minimo.

(2) = degp(x) = degg(z) = degh(z)=0< h(z)=ceF
g(z) ha grado minimo (1)
g9(x) = cp(x)
Se per assurdo ¢ # 1, allora g(z) non sarebbe piu’ monico, assurdo. Quindi
9(x) = p(x)

Definition 2.29. Sia F'<K una estensione, o € K, allora

Fla] < Img = {f(a) | f(x) € Fla]}

dove ¢ e’ 'omomorfismo visto in [2.28,pg.23]:

¢ : Flz] — F(a)
f(@) = f(a)

Proposition 2.30. Sia F=<K una estensione, « € K, p(x) € Flz], allora

p(z) € Flz], p(x) irriducibile in F|x]
p(x) = Ppn (o, F) < < p(x) monico
p(a) =0

Inoltre, se una delle due condizioni e’ soddisfatta, si ha:

Proof:
(1) Dim =
Basta dimostrare che p(x) €’ irriducibile in F.
Considerando 'omomorfismo ¢ visto nella dim. della prop [2.28,pg.23], si ha

ker o = (p())

Fla]
¢ : Flz] — F(a) omomorfismo = ~Imep = Fla] < F(a) (x)
—~ (p(x))
thm omomorf. [AI,17.10.1,pg.86]
F(a) campo = F(«) dominio = Im¢ dominio = Fle] dominio = (p(x)) primo <
~ ~~ (p(x)) ~
[1.9,pg.2] (%) [AL18.3,pg.90]

< p(x) irriducibile

[1.8,pg.2]
(2) Dim <«
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Basta dimostrare che p(z) ha grado minimo.
Sia g(z) = Pmin (o, F), allora
kerp = (g(z))
p(a) = 0= p(r) € kerp = (9(z)) & p(z) = h(z)g(x)

p(2) - h(m)g(x) = h(x) invertibile V g(z) invertibile <
p(x) irriducibile

< degh(z) =0V degg(x) =0 Z degh(z) =0 < h(z) =c€ F = p(x) = cg(x)

deg g(z)>0

=c=1=p(x) =g(x)

{p@) = cg(a)
p(x) monico
Quindi p(z) €’ proprio il polinomio minimo di a.
Example 2.31. Sia « € F, F' campo, allora, il polinomio minimo di « in F' €’
Poin (o, F) =z — «
infatti,
x — « € Flz], ¢ monico e ha grado minimo
Example 2.32. Sia F = Q, K = Q(v/2), a++/2b € K, b# 0. Come abbiamo visto in [5,pg.21],
f(z) = (z —a)* — 2b* € Q[a]

e’ un polinomio in Q[z] t.c. f(a) = 0. E’ monico. Inoltre, € irriducibile in Q: se per assurdo
fosse riducibile in Q, essendo di secondo grado, sarebbe diviso da un polinomio di primo grado

in Q:
(z-8)/f(z), BEQ= f(8)=0, BeQ

ma le uniche radici di f(z) sono a + V/2b, a — \/2b, che certamente non sono in Q.
Quindi, f(x) € irriducibile in Q. Allora, per la prop. [2.30,pg.24], f(z) €’ il polinomio minimo
di a + v/2b in Q.

Proposition 2.33. Sia F<K una estensione, con a € K, allora
« trascendente su F' = F(«a) ~ F(x), con x indeterminata

Proof: Consideriamo la seguente applicazione:
¢: F(r) — F(a)

g(x)  gla)
(1) ¢ €’ ben posta
« trascendente su F' = Vg(x) € Flz] g(a) # 0 = HL = Jl@) € F(a)
gle) — g(@)

(2) ¢ € un omomorfismo
E’ immediato.



(3) ¢ € surriettivo
Per la prop. [2.21,pg.18], abbiamo che

Fa) = {10 @), gte) € Flal, gta) 20}

e quindi, preso un

come controimmagine, basta considerare

f(x)

g9(z)
(4) ¢ € iniettiva
Considerando che

@Hlélmap;&{O}

g(z)

basta applicare la prop. [AI,18.2,pg.90].
Proposition 2.34. Sia F<K una estensione e o € K, si ha

a trascendente su F' = Fz] ~ F|ao]

Proof:
(1) Dim. =
Consideriamo omomorfismo surriettivo visto in [2.30,pg.24]:
¢ Flz] — Flof

f(x) = f(a)

kerp = [f(z) € Fla] | f(e) = 0]

Si ha
= {0} = ¢ €’ iniettiva
~—
. «a trascendente su F'
Allora, ¢ €’ un isomorfismo:

Flz] = Fla]

Lemma 2.35. Sia F<K una estensione, o € K, p(x) = Ppn (o, F). Si ha

= Vf(a) € Fla] I ag,a1,...,a,) € F": f(a) = ao + arja +aza® + -+ ap_1a" "

«a algebrico in F
degp(x) = n

Proof:
(1) Dimostriamo ’esistenza
Sia f(x) € F[z]. Poiche’ F[x] ¢’ un ED, possiamo dividere f(x) per p(x):
f(x) = p(x)g(z) +r(z), degr(z) <degp(x)Vr=0=r(z)=as+az+ - +a, 12" ' Vr=0 ()

fla) = p(a) (@) +7(a) = ()
=0
@) = r(@)
in entrambi i casi, per la (x) si ha:

J(ag,a1,...,an_1) € F": f(a) = ap+ a1 + aga® + -+ + ap_10"*

(2) Dimostriamo 'unicita’
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Considerando la solita ¢ vista in [2.28,pg.23], abbiamo
fla)=ap+aia+aa® + -+ ap_10" " = by + bra + by + - - - + by_1a"

h(a) g(a)
p(h(r)) = ¢(9(2)) & @(h(z)) — (9(2)) = 0 & ¢(h(r) — g(z)) = 0 & h(z) — g(x) € kerp = (p(x)) =

()/() 9(x) = degp(z) < deg(h(z) — g(x)) V h(z) — g(z) =0 (%)

_1:>

degh(z) <n—1, degg(x) <n—1= deg(h(z) —g(z)) <n—-1<n=degp(z) = h(z)—g(x)=0&
(*)
h(z) = g(x) < (ag,a1,...,an) = (bo,b1,...,by)
O
Theorem 2.36. Sia F=K una estensione, o € K, allora
a e’ algebrico su F < F(a) = Fla]
Proof:
(1) Dim. =
Sia p(z) = Puin (o, F),
p(z) pol. minimo =  p(z) irriducibile < (p(z)) massimale = p([;)]) campo (x)
[2.30,pg.24] [1.8,pg.2] [AL18.6,pg.92]
Flz]
~  Fla] = Fla] campo (%)
(p(z)) ~~ ~~
[2.30,pg.24] (%)
Fla] < F(a) < K = Flo]=K
-~
(%)
Per definizione!? di F(a), si ha
Fu{a}CFla]
Fla] sottocampo = F(a)CF[a]
Ma d’altronde, proprio per definizione di F[«], si ha Fla]CF(a), quindi F(«) = Fla].
(1) Dim. <
Se o = 0, allora €’ chiaro che « e’ algebrico su F. Supponiamo che a # 0.
1 1
o € F(a) = Fla] = o =ayt+aat - +tadd 0=—-1+aa+aa’+ - +aat?
Quindi, un polinomio in F[z], non nullo, che ha come radice a, €’
f(x) = =1+ apx +ayz® + -+ agz'™?
O
Corollary 2.37. Sia F<XK, a € K, p(z) € F|z]
Fla]
p(w):Pmin(a7F):> ’ZF[O[]:F(Q)
(p(x))
Proof: Osservando che
p(x) = Pyin (o, F) = p(x) € Flz], p(a) = 0 = « algebrico in F
basta applicare la [2.30,pg.24] e la [2.36,pg.27]. O

0 F(a) e il piu’ piccolo sottocampo di K contentente F,
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Corollary 2.38. Sia F=<K una estensione, p(z) € Flz], «,8 € K, si ha

p(x) irriducibile in F
Fla)~ F
Lmn:mmzo (@)= 1)
Inoltre,
pla) =0

dove ¢ : F(a) — F(B3) e’ llisomorfismo della tesi e @p e’ la restrizione di ¢ a F. In pratica
@ sostituisce a con (3.

Proof: Sia p(x) = ap(x), con p(x) € F[z] monico. Si ha
p(a) =p(B) =0=p(e) =p(B) =0 (1)
p(z) irriducibile in F' = p(z) irriducibile in F (2)

(1), (2) ()= P (e F) = P o Fll .
{p(:z?) monico [243?,:5;24]}7( ) = Puin (0, F) = Puin (8, F) [2.55;24]1:‘[ J = (p(x)) ~ F[8] = Fla]

a, B algebrici su F = Fla] = F(a), F[0] F(ﬂ)\:LF(oz) ~ F(f)

[2.36,pg.27] (3)
Infine, esaminando gli isorfismi usati abbiamo:
Fla]

o€ Fla] o+ (p(r) € s v € FIG)
= ¢pla) =f

c€ FCFla] — c+ (p(x)) € &[j)]) — ¢ € F[f]
é@wzm

Proposition 2.39. Sia F' un campo, o € K, allora
F(a) = Q(F|a])
ovvero 'estensione di F' generata da o, e’ il campo dei quozienti di Fa].

Proof: Sia

(1) D €’ un dominio
CASE: o algebrica su F'
Per la [2.36,pg.27] si ha:
F(a) = Fla]
F(a) € per definizione un campo = F(a) dominio = F[a] dominio
CASE: « trascendente
Per la prop [2.34,pg.26] si ha F[z] ~ F[a], quindi
F[z] dominio = F[«a] dominio
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Quindi, D €’ un dominio, K e’ un campo. Possiamo allora applicare la prop [1.10,pg.2]. Consid-
eriamo la seguente applicazione:
f:QD) — K
h(a)
9(a)
Applicando la prop. [1.10,pg.2], con ¢ = id, si ha che f €’ una immersione.
Per la prop [2.21,pg.18], f € surriettiva.
Quindi Q(D) ~ K. O

= h(a)g(a) ™"

Proposition 2.40. Sia F<K una estensione, a € K e sia p(x) = P (o, F), con dimp(z) = n,
allora

a algebrico in F < F=<F(a) estensione finita
O piu’ in dettaglio:
« algebrico in F < dimp F(a) =n, una base di F(a) e’ {17a,a2, .. ,a"_l}
Proof:

(1) Dim. =

« algebrico =  F(a) = Fla]
—~
[2.36,pg.27]
a questo punto, basta applicare la proposizione [2.35,pg.26], e si ha che una base di Fa] su
F' €’ proprio
{1,0[,042,...,04"71}
(1) Dim. <«

dimp F(a) = n = F=F(«a) estensione finita =  F=F(«) estensione algebrica = « algebrico su F'

[2.27,pg.22]
O
Proposition 2.41. Sia F<K una estensione, o € K, allora
« algebrico in F = dimp F(a) =min{t| o' € £ (1,a,..., oztfl)F}

In altre parole, per trovare la dimensione di F(a)g, si puo’ procedere come seque:

1. si considera of

2. siparte dat =1

3. se al e’ combinazione lineare dei precedenti 1,a, 02, ... o1, ci fermiamo. t e’ la dimen-

stone cercata.
4. altrimenti si incrementa t di uno, e si ricomincia dal passo 3

Nota: una volta nota la dimensione di F(a)p, grazie alla [2.40,p9.29], si puo’ ricavare la base

Proof:
a algebricoin FF' = FPuyin (o, F)
—~—

[2.28,pg.23]
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Sia n = deg Pnin (o, F'). Per la prop. [2.40,pg.29],
{1, a0, ..., oz"_l} e’ una base di F(a)r (1)
= dimp F(a) =n
= F(a)p =L (1,a,0%, ... ,a"il)F (1.1)
Poiche’ F'(«) p €’ uno spazio vettoriale finitamente generato, I'insieme T = {t | o' € L (1, a,..., a7 1) .}
e’ sicuramente non vuoto. Sia allora m = minT.
Bisogna dimostrare che m = n. Si ha
n _ 2 n—1
a" e Fla)p = £(1,a,0¢,...7a )
(11)
(1) Supponiamo per assurdo che m <n

F:>n€T:>m§n

m<nsmn—1= {1,a,...,am}§{1,a,...,a"—1} = {l,a,...,a™} sono li.
~—
1)
m=minT =meT =am e E(l,a,...,amfl) = {1,q,...,a™} non sono li.
Assurdo.
O
Proposition 2.42. Sia FCK una estensione, e siano aq,...,0; € K, allora
a; algebrico in F Yi=1,...,t = dimp F(a1,...,0¢) <ning...ny
dove

n; = degpi(z), pi(x) = Prin (i, F)

Proof:
(1) Posto
F,=F
F; :F(ala"'aai—l)
si ha

Fi(oi) = Fipa
Basta usare la prop [2.22,pg.19].
(2) Dim. che n; < n;, dove n; = degp}(z), con p}(z) = Pmin (i, F;)
Si ha

pi(a;) =0 = pi(z) € P(ai, F;) = degpj(r) < degpi(x)
p;i(x) € monico ()
A priori non possiamo essere sicuri sull’'uguaglianza. Mostriamo un esempio:

a1 =V2, F=Q, Fi =Q(V2)
p1($) = Pin (\475,@) :1‘4 -2

infatti, z* — 2 ¢’ monico e irriducibile in Q. La sua fattorizzazione completa e’:

2t =2 = (z = V2)(z + V2)(z —iV2)(x +iV?2)
P,(2) = Poin (\4/5,@(\/5)) —22 -2
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E abbiamo

degp)(r) =2 < degpi(z) =4
<3> dimFi Fi+1 S n;

a; algebrico in F' = q; algebrico in F; =  dimg, F;(a;) = degpl(z) =n, < ny
FCF, [2.40,pg.29)] 2

dimFi Fi(ozi) <n; & dlmpl Fi+1 <n;

(4) Q.E.D. 1

Consideriamo la catena di estensioni:
FixF=x.. . 2Fn
che per il passo 1 equivale a
F=F(a1)=XF(a1,a2)=...2F(ay,..., o)
Per il passo 3, si ha
dimpl FQ S n1

disz F3 < %)

dimFt Fry <my

= dimp Fodimpg, F5...dimg, Fiy1 <ning...n & dimp, Fiy1 <ning...ng &

[2.19,pg.17]
\(:LdimFF(al,...,at) <np...ny
' O
Corollary 2.43. Nelle ipotesi della prop [2.42,pg.30], si ha
a; algebrico in F VYi=1,...,t = F=XF(ai,...,q) estensione algebrica
Proof: Immediata conseguenza della prop [2.42,pg.30] e della [2.27,pg.22] O

Theorem 2.44. Sia F=XK una estensione, allora

F=K finita < F=<K algebrica e finitamente generata

Proof:
(1) Dim. =

Diretta applicazione delle proposizioni [2.27,pg.22], [2.24,pg.20].
(1) Dim. <

F<K fg =3o,...,a0. € K: K=F(o,...,04) (%)

F=<K algebrica = «; algebricoin FF Vi=1,...,t =  F=XF(aj,...,o)¢€ finita & F=XK € finita
-~ <~
[2.42,pg.30] (*)
O
Corollary 2.45. Siano K1,...,K;, cont > 3, campi che formano la sequente catena di esten-

Stoni:

Kiy=Ki 1=...mK;
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allora

K=K algebrica

Ks=Kj3 algebrica
K=K algebrica <

K 1=K} algebrica

Proof: Procediamo per induzione su t.
(1) t=3
(1.1) Dim. =
Sia a € Ko, si ha
a € Ky=<K3 \:E_/ E'fGKl[LC]\{O} f(a):()
K1 <K3 algebrica

= K1=<K> algebrica
e quindi K1=<K> e’ algebrica.
Sia o € K3, come prima si vede che K1=Kj3 e’ algebrica, ma
K1=K3 algebrica 3 K>=Kj3 algebrica
KiCK,
(1.1) Dim. <«
Sia a € K3,
K3=Kj3 algebrica = 3f € Ka[z]\ {0} : f(a) =0« Jag,a1,...,an € Ka: ag+ara+---+a,a™ =0

{Kl < K5 algebrica

; algebrico in K ,=0,1,... K <K finita (1
do a1, € Ky = a; algebricoin Ky Vi=0,1,...,n = 1=Ki(ag,as,...,ay,) finita (1)

[2.42,pg.30]
Sia Fl = Kl(ao, ey an),

[ag,...,a,) € K1 = f(z) =ap+a1x + -+ +a,z" € K1[x] (2)
Consideriamo ’estensione

Fljfl(oz) :Kl(ao,...,an,a)

{H

(2.2, 19]
a e’ algebrico in Ky, infatti, (2.1)

f#0, f(a) =0, f(z) [z]

S Fl
~—
(2)
(21) & K;=Ki(a)e finita (3)

[2.40,pg.29]

In conclusione:

K| =K|=<K — _
12K 2K (a) = K;=K;i(a)e finita = K;=<K;(«a)e algebrica = a e algebrico in K;
(1),(3) ~ ~
[2.18,pg.16] [2.44,pg.31]
Abbiamo cosi’ dimostrato, che preso un qualunque o € K3, « €’ algebrico in K7, ovvero
K1=K3 € algebrica
2y t—1=t

32



K1=<K> algebrica
{K1 <K;_; algebrica K>=Kj3 algebrica

K1=<K;_ 1=K, algebrica < . =
K;_1=K; algebrica

~—
1 Hp induttiva
K;_1=K; algebrica

O

Corollary 2.46. Sia F=K estensione di campi, allora il sequente insieme:
F ={a € K| a algebrico in F}
e’ un campo.

Proof: Per la [1.6,pg.1], basta provare che
—J1. a-peF F
- e ?67 v €r
2. ap~t e F Vg e F\{0}
Siano a, 3 € F, allora
L < . < .
a,f € F = qpfalgebriciin F =  F=3F(q,() finita =  F=XF(a,p) algebrica (1)
[2.42,pg.30] [2.44,pg.31]
F(a, ) campo = a — f,af™' € F(o, ) = o — 3,03 ! algebriciin F = a—f,a3 ' € F
(1)
O

Proposition 2.47. Sia

1. F=K
2. a,0 e K
3. f(x) = Puin (o, F), g(x) = Ppin (B, F)
st ha
f(x) e irriducibile in F(B) < g(x) e’ irriducibile in F ()
Proof:
(1) Dim =
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Sia deg f(x) =n, degg(x) =m,
fla) =
f(z) = Puin (o, F) = f(z) monico (1)
psovaz | /(x) € FlalCF(A)ls]
{{1()36) irriducibile in F(83) [2.3?7;;24] f(x) = Puin (o, F(B)) [Q_EZ/_QQ] [F(B)(c) : F(8)] = deg f(x)
& [F@B):F@)=n
[2.22,pg.19]
9(z) = Pin (8, F) = [F(B): F]=m
[2.40,pg.29]
(Pla,8): F(B)] = n e
{[F 8):Fl=m [2.1;?;16][1’( . B) : Fl (2)

= Pyin (0, F) = [F(a): F]=n

=N <

f(x) monico =n >0
[F(a, B) s F(a)][F(a) : F] = [F(a,8): Fl & [F(a,f) : F(a)]n =mn & [F(a,f) : Fla)] =m <
[2.18,pg.16] (2) n#0
< [Fla)(8): F(a)]=m \:j/ deg Pin (8, F(a)) =m (3)
[2.40,pg.29]
9(B) =0
y Z; < Pllefol = 9(@) = Puia (8, F(0)) =

unicita’ del polin. minimo [2.28,pg.23]

deg g(z) = m = deg Puin (8, F'(at))
=  g(z) ¢ irriducibile in F(«)
[2.30,pg.24]
(2) Dim <«
Per il viceversa basta riapplicare la =, scambiando « con 8 e f con g.

2.3 Campi di spezzamento
Proposition 2.48. Sia F' un campo, f(x) € Flz], deg f(z) =n. Si ha
f(x) irriducibile in Flz], n>1= 3F'| K campi: F ~ F'<K, dimp K =n, 3a € K : f'(a)

dove f'(x) e’ Uimmagine di f(x) tramite Uindotto dell’isomorfismo F ~ F’.

In pratica, a meno di isomorfismi, riusciamo a trovare un campo K che contiene delle radici
di f(x).
Nota: a wolte, scriveremo direttamente FCK, f(a) = 0. Cio’ che verra’ dimostrato usando
questa scrittura sara’ effettivamente valido fino a quando non faremo esplicitamente ricorso alle

proprieta’ non algebriche degli elementi di K.
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Proof: Sia I = (f(z)), si ha

F
f(x) irriducibile = (f(x)) massimale = .[rm] campo
F[z] ED, [1.8,pg.2] [AL18.6,pg.92]

Consideriamo il seguente omomorfismo tra campi:

o Fl

P — —

4 I

a—a+1

(¢’ immediato verificare che €’ un omomorfismo).
Im ¢ # {0}, infatti, se per assurdo Va € F': a € I,
ael=(f(x))=a=h(z)f(zr) = dega=degh(x)f(x) = degh(x) + deg f(x) & 0 = deg h(x) + deg f(z)
~——

=0
assurdo perche’ deg f(x) > 1

F campo , Im f # {0} =  iniettiva
[AL18.2,pg.90]
Sia L = @
(1) Dim Ja € L f'(a) =
Adesso troviamo a. Consideriamo 'omomorfismo indotto da ¢ (vedi [1.13,pg.3]):
@ : Flt] — L][t]
@ iniettiva = ¢ iniettiva
[1.13,pg.3]

Sia f'(t) = ¢(f(t))

a:z+IEL:Me’ la radice cercata, infatti,
Zaztle Z‘P a;)t! _Z(ai+1)t"
=0
! _ _ _ _
f(x—i—I)—;(al—i—I )(x + 1) ZW“ <Zaz >+1 fl@)y+I = 1T

e poiche’ I e’ lo zero di L, si ha che « €’ proprio una radice di f/(¥).
(2) Dim. 3F" K : F ~ F'<K
scegliendo F' =Im ¢, K = F’(«) abbiamo
¢ iniettiva = F~Imp = F'<F'(a) = K
F~F=<K
(3) Dim dimp K =n
Se consideriamo la seguente restrizione di ¢:
@: F[t] — Im @
otteniamo un isomorfismo (¢ €’ iniettiva). Quindi,
n = deg f(t) = deg p(f(t)) = deg f'(t)
f(t) irriducibile = f’(¢) irriducibile
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Considerando il polinomio monico fl(t), ricavato da f'(t), si ha

—
(@) =0 }
z:(t) monico =  f(a)= Py (o, F)
f (¢) irriducibile  [2.30,pg.24]
F/(@) =0 = a algebrico in /= dimp F'(a) = deg Puin (0, K) = deg f (a) = n
[2.40,pg.29)]
dimp F'(a) =n & dimp K =n
O

Proposition 2.49. Sia

1. F campo

2. f(z) = af(z) € Flz], f(z) monico

3. n=degf(z)>1

allora
F~F<K
IF' K campi: { dimp K < nl
Jag,...,a, € K: fllx)=d(x—aq)(x —a2)...(x —ap)
dove f'(x),a’ sono le immagini di f(x),a tramite lindotto dell’isomorfismo F ~ F’.
In pratica, a meno di isomorfismi, riusciamo a trovare un campo K in cui f'(x) si spezza

linearmente.
Inoltre, si ha

f(z) riducibile in Flz] = dimp K <n!

o equivalentemente:

dimp K > n! = f(z) irriducibile in F[z)

ma poiche’ dimp K < n!, cio’ vuol dire che:
dimp: K = n! = f(x) irriducibile in F|x]
Proof: Chiameremo P1 la proposizione
f(z) riducibile in F[z] = dimpg K < n!
Procediamo per induzione su n.
(1) n=1
n=1= f(z) =alx — a1) € Flz]

Quindi, basta scegliere K = F, inoltre
dmpF=1<nl=11=1

Poiche’ f(x) ¢ irriducibile, riguardo alla P1 non abbiamo nulla da dire.
2y n—1=n
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Sia p(z) € F[z] tale che

p(@) /(@) & f(@) = ap()h(z) ()
p(z) irriducibile in Fx]
)

p(z), h(x) monici
Nota: p(z) esiste perche’ deg f(z) =n > 1.
(*) = degp(z) <n
Se f(x) € riducibile, possiamo scegliere p(z) in modo da avere:

degp(z) <n (+)
CASE: degp(z) =1

o
X

Applicando l'ipotesi induttiva su h(z), abblamo allora

JK,F': F~F'=<K, Jag,...,ap € K: M(z)=(z— )z —a3z)...( —a,), dimp K <(n—1)!<n! (+)
= f(z) =dp (@) (z) =d (z — a1)(z — a2)(x —a3z) ... (z — )
Nota: per la (4), la P1 e’ vera.
CASE: h =degp(z) > 1
Per la prop [2.48,pg.34], applicata a p(x), si ha
AF', K campi: F ~ F'<K, dimp K = h, Ja3 € K: p'(a1) =0, p'(t
ay € K, p'(t) € F'RICK[t], p'(ar) =0 = p'(t) = (t—a1)g'(t) € K[t] =
Ruffini
= flt)=d{t—a1)gd ()N () € K[t] = (xx)
(%)
= degg' ()N (t)=n—-1=

= JK: K=K, Jag,...,a, € K: g ()b (t) =

(r—ag)(z —a3)...(r —ay), dimg K < (n—1)!
Hp induttiva

3]’”(1) =dt—a)(z—a)(z—a)(z—0a3)...(r—ay,)
()
Consideriamo:

F'<K<K

imp: K dimg K < n! imp K < n!
dimp Kdimg K <n = dimpg <n

o [2.18,pg.16]
Quindi K e’ proprio il campo cercato.

Se f(z) fosse stato riducibile, nella (++), avremmo potuto applicare la (%) al posto della
(*), ottenendo cosi’

dimp K =h < n
~

(x) = dimpg Kdlme < n!= dimpg K <nl
dimg K < (n —1)!
quindi la P1 €’ vera.
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Definition 2.50. Sia
1. F<K estensione
2. f(x) = af(z) € Flz], f() monico
3. n=deg f(z)

allora

e 1. 3 ... K = — — o (x—
K campo di spezzamento di f(z) su F &f 1.5 0n € @) = alz —a1)(z =~ az) .. (& = an)
2. K=F(ay,...,ay)

La condizione 1. impone che f(z) si spezzi linearmente in K, la 2. che K sia generato da F e
da ag,...,q,.
Notal!
Notal!?
Per indicare che K €’ un campo di spezzamento di f(z) su F, scriveremo:

K=C5(f(2),F)

Proposition 2.51. Sia F' campo, f(z) € Flx]. A meno di isomorfismi, un campo di spezzamento
K di f(x) esiste, e dimp K < nl, con n = deg f(x).

Proof: Per la prop. [2.49,pg.36], si ha

F~F=<K
IF’, K campi: { dimp K < n!
Jag,...,an € K: fl(x)=d(x —a1)(z —a2)...(x — ap)
Allora, per soddisfare la 2. della def. di campo di spezzamento, scegliamo direttamente F'(ay, ..., ay)
come campo di spezzamento. O

Theorem 2.52. Sia
1. F<K, F'<K' estensioni
2. f(z) € Fla], f'(z) € F'[x]
3. fl(z) = a’f,(m) € F'[z], ?/(;U) monico
4. n=deg f(x)
allora

I : F — F’ isomorfismo

f(z) = o(f(x) N {H\IJ : K ~ K' isomorf.
K=0CS(f(z),F) Up =1

K' =CS(f'(x), F")

Hpoiche’ n = deg f(x), per la 1. e per Ruffini (vedi [AI,16.1,pg.66]), a1,...,an sono tutte le radici di f(z),
anche se alcune potrebbero non essere distinte.
12Si ha

F(a1,...,an) = F(a1,...,an)

dove @y, ..., ap sono tutte le a;, a due a due distinte, che non stanno in F'.
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dove 1) : Flz] — F'[x] e’ Uindotto di 1), U p e’ la restrizione di ¥ a F.
Possiamo rappresentare il thm graficamente:

K/:> K\A‘I’,\>K/

T T T

F ~—>F' F ~—>F’

Proof: Sia ¢ : Flz] — F'[z] 'isomorfismo!® indotto da .
Osserviamo che poiche’ ¢ e’ un isomorfismo, si ha

n = deg f(z) = deg f' ()
Sia m = dimg K. Lavoriamo per induzione su m.

Iy m=1
dimp K =m=1=dimp F
1m g m ' 1m g = FeK
FCK sottospazio vett. ~
[AL,4.10.2,pg.27]

F=K=CS(f(z),F)= f(z)=alz —a1)(z — a2) ... (v — ay) AN fl(x)y=d(z—a))(z—ab)...(x —al) € F'[z]
’_ / N gt / _ ’

K' =CS(f'(z),F")=F'(of,...,00,) = F

al€F!
K=FXF =K
K~K', ¢p=1

(2) Tesi induttiva: Yh < m = m
Supponiamo m > 1 (dato che per m = 1 abbiamo gia’ dimostrato la tesi).
(2.1) Ip(x) € Flz] : degp(z) > 1, p(a:)/f(x), p(z) irriducibile, monico

Se per assurdo, tutti i fattori di f(x) fossero del tipo z —a € F[z], allora f(z) si spezzerebbe

linearmente in F[z], ovvero, tutte le sue radici a1, ...,a, € F, e quindi
K= F)y=F ... = =F
cs (f(.]?), ) (alv ,Oén) N ,
a; €EF

K =F = dimgp K =dimp F =1 < m =1 assurdo contro m > 1
Quindi deve esistere almeno un suo fattore irriducibile, di grado > 1. Questo fattore si puo’
poi rendere monico. Sia p(x) un tale fattore.
(2.2) Sia h = degp(x), si ha
n>h>1

n > h > 1(1)
< =~
2.1
p(z) [ f(2)
Sia p'(2) = ¥ (p(x)).
(2.3) Ja € K : (fj([g) ~ Fla] = F(a), Puin (o, F) = p(x)
K=CS(f(x),F)= f(x)=alx —o1)(z —az)...(x —ayp) € K[z] (2)

p@) /f(@) = f@) = pa)h() (3)

3¢’ un isomorfismo poiche’ ¢ 1o’ e’ (vedi [1.13,pg.3])
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Se per assurdo Vi h(a;) = 0, allora h(zx) avrebbe grado > n, e per la (3), p(z) avrebbe
grado 0. Assurdo contro h > 1 la (1). Quindi

da=a;: f(a) =0, h(oz)sé()\:j/p(a)z()

(3)
allora
p(z) irriducibile in Fx]
() =0 = p(a) = Pam (. F), 2 plg) F(a)
@) = = L'min 5 ) ~ -
me ~ () ~
p(x) monico [2.30,pg.24] [2.36,pg.27]

(2.4) 3o’ € K"+ Sl ~ Fjo/] = F/(o)

Basta ripetere la dimostrazione dei passi 2.1, 2.3, utilizzando f'(z),p’(z), F', K’ al posto di
f(x),p(x), F, K

Flo] ., F'la]
(2:5) Gy = e

Consideriamo il seguente omomorfismo:

Fla) 2 Py = L

dove 7 €’ la surriezione naturale.

motp e un omomorfismo surriettivo perche’ 1; e’ un isomorfismo e 7 e’ surriettivo. Allora,
per il thm dell’omomorfismo [AI,17.10.1,pg.86], si ha
Fla] F'[a]

~

ker 7ro7]1 (' (x))

kermoi) = {g(x) € Fla] | $(9(2) + /(@) = (0 (2)) & Dlg(@)) € o/ (@)} =

~—

= (p())
1[1 isomorfismo, p'(w):dk’(P@))
(p(z)) — (
(2.6) 37 : F(a) — F'(a’) isomorfismo t.c. 7p = ¢
Dai passi 2.3, 2.4, 2.5, segue che: ] Pl
Flx "z o'l = F'(o!
Floy=Flol= Gy = iy = F 1= F@)

Fga) ~ F'(a')

Sia 7 : F(a) — F'() tale isomorfismo. Esaminando gli isomorfismi fin’ora usati, 7 risulta
essere:

f@) € Fla] & ¥(f(d)) € F'[o]
= ae F=<Fla] > {(a) =(a) € F’

:>T|F:1/)
2.7 K=CS(f(z),F(a)), [K:F(a)]<m

K:CS(f(if),F):F(al,...,an) NigV) F(a)(ala
a=az, [2.22,pg.19]
e poiche’ f(z) € F(a)[z], proprio per definizione, si ha

Fla)(ai,...,05_1,05,1,...,0n) = CS (f(), F(a))

QG5 QG Qi)
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Infine,

dimp F(a) =  degPuin (o, F) = degp(zx)=h_> 1
[2.40,pg.29] 2.3 2.2
dimp F(a) =r>1 dimp K =m
m
[K : F(a)][F(a): F] = [K:F]&[K:F(a)= - < m
[2.18,pg.16] r>1
(2.8) K' = CS (f/(2), F'(a"))
Analogamente a prima.
(2.9) Q.E.D.
Riassumiamo graficamente la situazione:
K K’

I

F(a) ~>F'(d)
e poiche’ [K : F(«a)] < m, possiamo applicare 'Hp induttiva, ottenendo:

K’\/\/gl/\»K/

F(a) ~>F'(d)
e inoltre,
Vipe =7 & Yr=1r =¥
FCF(a) 2.6
O

Corollary 2.53. Sia f(x) € F|z], allora il campo di spezzamento di f(x) in F e’ unico, a meno
di isomorfismi, ovvero,

{Klzc,S'(f(l‘),F) = K| ~ K,

Ky = CS(f(x), F)
ed e’ quindi lecito considerare la scrittura
K =CS5(f(x), F)

come una effettiva identita’.
Nota 4.

Proof: Basta applicare il thm [2.52,pg.38], scegliendo
F'=F ¢=id, K' = Ky

MNella definizione [2.50,pg.38] avevamo detto che la scrittura
K =0S(f(z),F)

indicava K come un qualsiasi campo di spezzamento di f(z) in F. Adesso, invece, possiamo dire che CS (f(z), F)
e’ il campo di spezzamento di f(z) in F', ed e quindi corretto scrivere:

K ~CS (f(x), F)
che per convenzione, scriveremo come

K=CS(f(z),F)
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Proposition 2.54. Dato f(x) € Flx],

{K =C0S(f@),F)  _ . _ g (f(z),L)

F<L=<K
Proof: Siano ay,...,a, tutte le radici di f(x)
K:CS(f(ZE),F):F(O[h,OAn) g L(O[l, ,Oén) g K(Oél, 7an) = K
FCL LCK €K

K =L(ay,...,an) =CS(f(z),L)

2.4 Campi chiusi e chiusura

Definition 2.55. Sia F' un campo.

F ¢ algebricamente chiuso &5 Vf(z) € Flz]: deg f(x)>1 Ja € F: f(a)=0

Proposition 2.56. Sia F' un campo. Le sequenti proposizioni sono equivalenti:

1. F' e’ algebricamente chiuso
2. Vf(z) € Flz] : deg f(x) > 1 f(x) si spezza linearmente in F
3. f(x) € Flx] irriducibile in F < deg f(z) =1
4. F=K estensione algebrica < F =K
Proof:
(1) 1. 2.
F chiuso = 3Jac F: f(a)=0 = fx) = (z —a)g(x), g(x) € Flz]

~—
thm di Ruffini[AI16.1,pg.66]

deg f(x) = deg(z — a)g(x) = 1 + deg g(z)

deg g(z) = deg f(z) — 1
Procediamo per induzione su n = deg f(x).
Case: n=1

CASE: n—1=n

degg(z)=n—-1 = glx)=@@—-—a)(z—a3)...(t—an), ; € F Yi=2,...,n

Hp indutt.
Il viceversa e’ immediato.
(2) 1. & 3.
(2.1) Dim. =

Sia f(z) € F|z] irriducibile. Per definizione deg f(z) > 1 (in quanto f(x) non e’ invertibile).
Se per assurdo deg f(z) > 1, allora
F chiuso = Ja € F: fla)=0 = f(z)=(z—a)g(x)
Ruffini
deg f(xz) > 1 = degg(z) > 0= f(z) riducibile. Assurdo.
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(2.1) Dim. <
Sia f(x) € F[z], con deg f(x) > 1.
Procediamo per induzione su n = deg f(x).
Se n =1, allora f(z) =2 —a € F[z], e quindi f(a) = 0.
Se deg f(z) > 1, per la 3., f(z) € riducibile in F|x]:
f(x) = g(@)h(z), g(x),h(z) € Flz], 1 < degg(x) <n
Per Hp induttiva 3a € F': g(a) =0= f(a) =0
(2.1) Dim 2. = 4.
Sia FF<K una estensione algebrica e sia o € K, allora
aec K NP If(x) € Flz]\{0}: f(a) =0
F<K algebrica
F@)=0, f#0= degf>1
Per la 2., tutte le radici di di f(z) stanno in F' e quindi
acF
Per I'arbitrarieta’ di a abbiamo
KCF
e poiche’ FCK, siha FF =K.
(2.2) 4. = 1.
Sia f(x) € Flz] : deg f(z) > 1.
Per la prop [2.48,pg.34], si ha
JK: FCK Ja € K : f(a) = 0= oalgebrico in F =
=  F=F(a) ¢ algebrica = F=F(a)=a€F
—~ —~~
[2.43,pg.31] 4.
Abbiamo quindi trovato un « € F: f(a) = 0.

Definition 2.57. Sia F<F una estensione. Poniamo

— F<F estensione algebrica
F' si chiama chiusura algebrica di F' &f { - &

F algebricamente chiuso
Lemma 2.58. Sia
1. FXL=K = L(«), con a € K algebrico su L
2. p(x) = Prin (a, L), n = degp(x)
3. ¢ : L — F una immersione
4. @ : L[] — Flx] "omomorfismo indotto da ¢ (vedi [1.13,pg.5]), ovvero
P : L[z] — Flz]

I s
> = Y plae
=0 =0

O

. Sia B una radice di ®(p)

D

. Sia data la sequente legge:
f:K=Lla) —F
— 72 —
bo + bia+b2a® + -+ b1 o(bo) + 9(01)B + @(b2)B + - + @(bp—1)B

n—1
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o equivalentemente:

h(z) € L[z]
f(h(a)) = @(h)(B)

Allora,

f e’ un omomorfismo t.c. fi, =

Proof:
(1) f € ben posta

Im apgf
3 radice di ®(p)
®(p) € Flx] =pB€eF
F chiuso

- —2 —n—1 -
= @(bo) +9(b1)B + @(b2)8” + -+ p(bn-1)B" € F
(2) f € una funzione ben definita e le sue due definizioni date nelle Hp sono equivalenti

K = L(a), « algebrico su L NP {l,oz7 .. ,oz”fl} ¢’ una base di Kj,
[2.40,pg.29]
Quindi ogni elemento di K si scrive in modo unico come
bo +bia+ba® + - +b,_1a"" 1, b €L Vi
e questo garantisce che
bce K, b=c= f(b) = f(c)

Inoltre,
h(z) = Z bzt
=0
F(R(@) = F(bo + bra+ b0 + -+ + bp1a” 1) = o(bo) + 9(b1)B + 0(b2) B + -+ (b-1)B" = ®(h)(B)
B) fi=¢
ceL=c=by= f(c) = f(bo) = p(bo) = ¢(c)
(4) f € un omomorfismo
(4.1) fle+d) = f(c) + f(d)
n—1 n—1
ce,d € K = L(a) = 3s(x),t(x) € L[z] : ¢=s(a) = Zciai, d=1t(a) = Zdio/
i=0 i=0
c+d= ni(q +d;)a’
=0
n—1 . n—1 ) n—1 ) n—1 )
fletd)= Z olei+di)B NP, ((ei) + ¢(di)B" = Z p(c)B + Z 0(di)B" = f(c) + f(d)
1=0 ¢ omomorf. 1=0 1=0 1=0

(4.2) Dim. che f(cd) = f(c)f(d).
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Dividiamo s(z)t(z) per f)gm) (in L[z]):
st=pqg+r, r(z)= Z rixt € Lx]
i=0
cd = s(a)t(a) = p(a)q(a) + (@)

o(r)(B) + @(p)(B)2()(B) = O(r +pg)(8) = ®(st)(8) =

(*) ® omomorfismo

= ®(s)(B)2(t)(B) = fs(a)f(t(e)) = f(e)f(d)

$ omomorfismo per def.

Theorem 2.59. Sia F' un campo, allora
1. 3F chiusura algebrica di F
2. F=K estensione algebrica = Jp : K—F, op=1id
3. Due chiusure algebriche di F' sono isomorfe.

Grazie alla 3., esiste un’unica chiusura algebrica di F (a meno di isomorfismi), che indicheremo
con F.

Proof:
(1) Dim 1.
Sia
F = {K campo | F=<K estensione algebrica }
(1.1) (F,=) ¢ un POSET, dove =< ¢’ I'inclusione di campi
Siano F K,J € F
1. F<F
9. F<K, K<F = F = K
3. FXK=J = F=J
(1.2) JF elemento massimale in F
Cerchiamo di applicare il lemma di Zorn (vedi [1.21,pg.7]).
Sia {K;},.; CF una catena in F e consideriamo

J=JK;

icl

i€l

(1.2.1) J € un maggiorante delle catena

Chiaramente K;CJ Vi e I.

Resta da dimostrare che J € F.

J €’ un campo:
a € J, b€J*Z>E|Ki,KjI aGKi\/bGKj
{K;} € una catena = K;=<K; V K;<K,
K,CK; = a+b,ab,—a,b~' € K;CJ
KJQKl = a-+ b, ab, —a, bt c K;CJ
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Quindi J €’ un campo.
F=J € algebrica:
aeJ=3K;: a € K; NP If(x) € Flz]\{0}: F(a) =0
F<K; algebrica

= F'=J ¢’ algebrica
In definitiva, J € F.
Abbiamo cosi’ visto che ogni catena in F ha un maggiorante .J, allora per il lemma di Zorn
(vedi [1.21,pg.7]), IF € F massimale.
(1.3) F e una chiusura di F
Utilizziamo la 4. della prop. [2.56,pg.42]: sia F<K una estensione algebrica di F. Dimos-
triamo che F = K.
F ¢ F = F=F algebrica

F=K algebrica
= F<K algebrica = K € F
—~

[2.45,pg.31]
KeF
FCK =F=K
F massimale in F
(2) Dim 2.
Useremo ancora una volta il lemma di Zorn.
Sia

S={(L,¢) | FRL=K, ¢:L — F omomorfismo t.c. ¢|p =id}
e definiamo la seguente relazione su S:
Lcr’
(L,p) < (L, ¢) & { ;o
PiL=®
(2.1) (S,<) ¢ un POSET

L (L,p) < (L,p)
2. antisimmetria:

(Lyp) < (L', ¢"), (L',¢") < (L,p) = {

3. transitivita’:

L=1L
o, =Ly =(Y)
P=PL=¥Pr =%
LjL/jL//

oo _
((pwiﬁp)\L 4

(2.2) Sia {(Li, ¥:)};c; una catena di elementi di S. Dimostriamo che un maggiorante e’

(L,p), dove
L= U L;
el

o(z) = pi(z) sex € L;

L,CL
P\L; = Pi

Chiaramente
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resta da dimostrare che (L, ¢) € S
FcLcL=|JL; < K
~—
LiCK Vi

L €’ un campo:

L; L,DL;
a; € L;, b; € Lj = a; £ b, aib_li c ! = C
L, L2L;

= F<L=K
© €’ ben definita su tutto L (poiche’ L = U L)

@ €’ un omomorfismo:

Wb — pi(ai +b;) = wi(ai) + @i(b;)  Li2L; _ o ‘
plaitby) {‘Pj(aiJFbj) = ¢j(ai) +¢j(b;) L;2Li pla) )

analogamente per il prodotto

Abbiamo cosi’ visto che ogni catena di elementi di S ammette un maggiorante in .S, quindi
per il lemma di Zorn (vedi [1.21,pg.7]) esiste un elemento (M, ¢) massimale in S.
(2.3) Dim. che M = K

FM=<K
<M’¢’)€5;‘{¢;MHF

Poiche’ MCK, basta dimostrare che KCM. Supponiamo per assurdo che K ¢ M, ovvero
cheJae K: a¢ M.
ad¢d M=MC M)
Cercheremo adesso un elemento (M («), f) che contrasta con la massimalita’ di (M, ¢).
Osserviamo che

F=K algebri
=7 alsebrica = M=K algebrica = o € K ¢ algebrico su M (x)

F<M=<K
[2.45,pg.31]
pp=id, 1 € M= Im¢=¢(M) # {0} = ¢ € una immersione (xx)
[1.1,pg.1] [AI,18.2,pg.90]

Sia data la seguente legge: -
f:M(a) — F
h(z) € M|z
f(h(e)) = 6(h)(B)

dove
¢ M[z] — F[z] ¢ I'indotto di ¢ vedi [1.13,pg.3]
p(x) = Ppin (o, M) che esiste per la ()

3 radice di (;NS(p)
Per il lemma [2.58,pg.43] si ha che

f ¢’ un omomorfismo t.c. fipr = ¢ (1)
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Quindi
f: M(a) — F omomorfismo

fir =,  ¢rp=id
@, Fem ~ (M(a),f) € S

FM=M/(a) = K

~~

MCK, aeK

MCM ()
fivi = 6 S (MLO <M. =, (Me)=(M
(Ma (b)a (M(Oé), f) es (M,¢) massimale

e questo e’ assurdo contro « ¢ M.

Abbiamo cosi’ visto che

K=M
oM=K —F
op=1id

¢ € una immersione (per la (**))
Quindi la ¢ cercata e’ proprio ¢.
(3) Dim 3. B
Supponiamo che K e F siano due chiusure algebriche di F', allora
F=<K ¢’ algebrica
e quindi, per la 2. o
dp : K — F immersione t.c. pp = id
dimostriamo che ¢ e’ surriettiva, ovvero che F =TIme.
Sia vy € F B
F=F algebrica = 3p(z) = Pyin (7, F)
p(z) € Flz]CK]z]
K chiuso =7y K~Imyp
~ radice di p(x)
= FCK ~Imgp
F<F=<K = dimp F <dimp K = dimpIme
()
FC Imgogf = dimp F > dimp Imep

Im gpgf

.= . = F=Imgy
dimp F = dimp Im ¢

(), )= M=Ma)=acM

Nota(*) ¢p = id = FCImg, quindi Imp e’ un F spazio vettoriale, inoltre ¢ e’ un appli-

cazione lineare perche’ ¢|p = id (vedi [2.15,pg.15]).

Example 2.60.
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1. C =R, infatti

R =< C ¢’ finita = R=C algebrica
~— ~—~
[2.17,pg.16] [2.44,pg.31]
C €’ chiuso vedi [6.39,pg.109]

quindi C = R.

2. C # Q, infatti, anche se C e’ chiuso, I’estensione QCC non e’ algebrica: basta considerare
e, che sono trascendenti su Q.

Proposition 2.61. Sia
1. F=<K una estensione algebrica
2. Vf(x) € Flx] : deg f(z) > 1 f(x) si spezza linearmente in K
allora
K=F

Proof: Poiche’ per Hp FF<XK e’ una estensione algebrica, basta dimostrare che K e’ algebrica-
mente chiuso. Usiamo direttamente la definizione.

Sia f(z) € K[z] : deg f(x) > 1. Per la prop [2.48,pg.34], si ha

L' campo: K<L', Jae L' : f(a)=0

Sia L = K(«)
f(a) =0 = « algebrico in K = K=<K(«) algebrica
[2.43,pg.31]

F=K=<K(a)

F=<K algebrica = F=<K(«a) algebrica = « algebrico in F = 3p(z) := Py, (o, F)

K=K («a) algebrica  [2.45,pg.31]

degp
p(z) € F[az]\:/p(ac) = 1_[1 (r—aq;), € F Yi=1,...,degp
Hp i=

pla)=0=3a;: a—a;=0&8a=q; € F
Abbiamo cosi’ trovato un a € F: f(«a) = 0. O

Proposition 2.62. Sia <K una estensione, allora
F=<K algebrica = K=F

Proof: o o
F<K,6 K=K =  F=K algebrica
N—— ~~~

algebrica algebrica [2.45,pg.31]
Allora, poiche’ K €’ chiuso, per definizione si ha che K €’ la chiusura algebrica di F', ovvero
k=F. O

Proposition 2.63. Sia F<K estensione, si ha

K chiuso = F = {a € K | a algebrico su F}
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Proof: Sia G il secondo insieme. Dobbiamo dimostrare che F = G.
Intanto, per la prop [2.46,pg.33], G € un campo. Sia f(z) € G[z] : deg f(z) > 1,
f(z) e Gz]CK[z] = 3FJaecK: f(a)=0
K chiuso
a € F = a algebrico in F (basta considerare z —a) = a € G

= FCG
F=G € per costruzione algebrica
f(z) € Glz], f(a) =0= v algebricoin G =  G=G(«a) algebrica

[2.43,pg.31]
F<G=G(a) =  F=G(«a) algebrica = « algebrico su F = a € G
[2.45,pg.31]
In definitiva, preso un f(x) € G[z] troviamo « € G : f(«) = 0. Quindi G €’ chiuso.
G chiuso . L G_F
F=G algebrica

Example 2.64.
Q = {a € C| « algebrico in Q}

Basta applicare la prop [2.63,pg.49] considerando I'estensione Q=C, e il thm [6.39,pg.109].

3 Campi finiti

Definition 3.1. Un campo F e’ finito « |F'| < oo
Proposition 3.2. Sia F<K una estensione, p,n € N, allora
F =
=D k=
dimp K =n

Proof:
F" ¢’ uno spazio vettoriale su F

dimp K = n = dimp F" = Kr~F"= |Kp|=|F"|=|F|" =p"
[AL,7.6,pg.40]

Proposition 3.3.

chK =p

K campo finito = )
|K|=p"™, p primo, n € N*

Non vale il viceversa:

chK =p # K finito
Proof:
(1) Dim. =
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K campo = chK =0V chK =p (1)

chK =0 =  Q<—K assurdo contro K finito
——
[2.11,pg.13]
chK #0 = chK=p = Z,2K
1) (2.11,pg.13]

K finito = n =dimz, K < o
Zyl=p "
v o = IK|=p
7Z,CK estensione finita, dlmzp K=n ~
[3.2,pg.50]
(2) Dim #«
Zp(z), con x indeterminata, o elemento trascendente su Z,
|Zp(2)] > |Zp[z]] = oo
vedi [2.21,pg.18]
chZy(x) = chZ,=p

[2.8,pg.12]
Abbiamo cosi’ trovato un campo infinito con caratteristica p.

Proposition 3.4. Sia K campo.
|K|=p", pprimo = K=CS (xpn —x,Zp) = {a | P — = 0}

Proof: Sia f(z) = 2" — 2 € Z,. Consideriamo il gruppo moltiplicativo (K*,-)

[K*[=p" =1
ae K* = K =1 T=1sa” =as fla) =0
-~
[AIL1.57,pg.21]
Vae K* f(a) =0 (1)
f(0)=0

S K = {oi| fla) =0 ¥i=1,....deg f(z) = p"} (2)
(1)395—04/]‘(35) Va € K* (3)

Ruffini
p’ﬂ
dog /() =" = 1) = [~ ) (@
(3) i=1
|IK|=p" <00 = <chK=p = Z,CK = K=2Z,(o,...,apm) (2.2)
[3.3,pg.50] [2.11,pg.13] (2)

(2.2), (4) = K = CS(f(x),Zy)

Corollary 3.5. Siano K, K' campi, allora

K| = |K'| <00 = K ~ K’
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Proof:
K|=|K'|<o0 = |K|=|K'|=p"
~—

[3.3,pg.50]
K| =p" K| =p" = K=CS(a"-22,)=K = K=K
[3.4,pg.51] [2.53,pg.41]

Proposition 3.6. Sia p,n € N*, p primo . Sia f(x) € Zpy[z], n = deg f(x)

é(i)}) ~7 ( ) e’ un campo

f(x) irriducibile in Z, = |Zy()| =
dimz,, Zp(oz) =n

dove « e’ una radice di f(x). Nota: questa proposizione non garantisce 'esistenza di un campo
K con p™ elementi, perche’ a priori potrebbero non esistere f(x) irriducibili in Z,[x], di grado n.

Proof: Poiche’ n > 0, possiamo considerare f(z) = ag(z), a,g(z) € Zy[z], g(x) monico.
f(z) irriducibile in Z, = g(«) irriducibile in Z,
Per la prop [2.48,pg.34] Ja: g(a) =0

g(z) irriducibile in Z,

Z
gla)=0 | = g(x) = Puin (0, Z,), (gpg[z;]) ~Zylal = Zy(a) che €’ un campo
g(x) monico [2.30,pg.24] [2.37,pg.27]
Osserviamo che (f(z)) = (ag(z)) = (g(x)). Infine,
g( ) - m1n (aa p) degg( ) - degf(x) =n=
= Zy(a) = ( ..,a”_l)zp = {a0+a1a+~--+an,1a”_1 | a; eZp}
[2.40,pg.29]
Quindi, poiche’ ogni a; puo’ assumere p diversi valori, si ha
|Zp(c)| = p"
O

Proposition 3.7. Sia p,n € N*| p primo . Si ha
IK campo: | K| =p"

In particolare, usando la prop [3.6,pg.52], se f(z) € Z,[x] e’ irriducibile, con deg f(x) = n, un
tale K sara’

K =Zy(a), con f(a)=0

Proof: Sia
f(z) =a?" —z € Zy[a]
L=0CS(f(x),Zp)
K={a€L]| f(a) =0}
1) [K[=p"
Consideriamo il derivato di f(z) (vedi [1.14,pg.4]) per controllare le radici multiple di f(z):
flay=p"a” -1 = -1

siamo in Zp,: p=0
f@)==-1#0Vz€Z, = pupla)=1VvVaek
[1.17,pg.6]

= tutte le p" radici di f(z) sono distinte = |K| = p"
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(2) K € un campo
Dimostriamo che K<L. Per la prop [1.6,pg.1], bastera’ dimostrare che
(K7 +) < (La +)’ (K*a ) < (L*v )
(21) (K, +) < (L, +)
Poiche’ K ¢’ finito, per la prop [AIL1.22,pg.8], basta dimostrare che
Va,be K a+be K

Si ha
n n a’" =a
a,be K= fla)=f(b)=0&d” —a=0b —b=0<:>{bpn_b (1)
(a+b)? = a? 4+
[1.20,pg.7]
(a+b)" = ((a+b)P)P = (a® + bP)P = a? +

[1.20,pg.7]

(a+0b)P" =a? + 07"

(a+b)P" =a® +0" = a+b
1)
(a+b)P —(a+b)=0= fla+b)=0=a+be K
(2.2) (K~,-) < (L")
Poiche’ K* €’ finito, per la prop [AIL1.22,pg.8], basta dimostrare che
Va,be K* abe K*
Si ha
(ab)? = a? P = ab
—
L e commuttativo (1)

(ab)?" —ab=0« f(ab) =0=abe K*

Proposition 3.8. Sia K campo,
|K| < oco= (K*,-) e un gruppo ciclico
Proof: Sia m = mcm{o(a) | a € K*}. Sia h = |K*| Consideriamo g(x) = 2™ — 1.
Per costruzione Ya € K*3\, : m = A,0(a)
™ = aAao(a) -1
gla) =a™ —1=0 Ya € K* = h<degg(z)=m (1)
[ALL16.1,pg.66]

ah = 1VaGK*éo(a)/hVaGK*ém/h:»mgh(2)
N
[AIL,1.57,pg.21]
(1),(2)=h=m
(K*,-) abeliano
m =mcm{o(a) | a € K*} = Jee K*: olc)=m=h=|K*|=K*={c)
[AIL,4.3,pg.96]
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Proposition 3.9. Sia p primo
Vn e N, n>2 3f(z) € Zy[x] irriducibile, deg f(z)=n

Proof: Per la prop [3.7,pg.52],
pprimo,n € N = 3K campo: |[K|=p" = K=CS (Jcp - Jc,Zp) (1)

[3.7,pg.52] [3.4,pg.51]
|Zp| =p
(1) = Z,=K = |K|=p" = p" = n=m=[K:Zy) (2)
m=[K:7Z, [32,pg50] 1 >l
Z,, finit
p IO . =  Z,=K separabile (3)
(1) = Z,=K algebrica ~
[3.27,pg.62]
Zp,=K finita =  Z,=K finitamente generata (4)
—~
[2.44,pg.31]
B = K=Zya)
[3.29,pg.65]
n = [K:Zy))=[Zy():Z,] =  degPuin(a,Z,)
(2) [2.40,pg.29]
deg Puin (o, Zp) =1
E poiche’ il polinomio minimo €’ irriducibile, abbiamo la tesi. O

Proposition 3.10. [ campi finiti si possono costruire concretamente. Per costruire il campo K
con |K| = q = p", allora procediamo cosi’:

1. Cerchiamo f(x) polinomio irriducibile monico in Zy[z], con deg f(x) = n. Tale f(x) esiste

per la [3.9,pg.54].
Per trovarlo si puo’ procedere per forza bruta perche’ |Zy[z]| < oo

2. Allora, per la [3.6,pg.52] possiamo porre:
K =Zy(a)=Zya] =, {ao+taa+ae®+ - +a,_10" " |a; €Z,} (%)

[2.35,pg.26]

3. Infine, per la (%) possiamo rappresentare K come lo spazio vettoriale dei polinomi con grado
<n-—1:

K ~Zplx]n-

e in particolar modo come lo spazio vettoriale Zy; .
Quindi, K diventa semplicemente un insieme di n-uple di Z,. (nota*®)

15chiaramente il prodotto tra due tuple €’ il prodotto polinomiale con resto, ovvero

c=(co,...,cn-1), d=(do,...,dn—1)
c@)=co+ecx+ - +en12" Y d@)=do+diz+ -+ dp_12™ 7}
cd = (i coefficienti di ¢(a)d(c))
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3.1 Proprieta’ di 27" —x
Proposition 3.11. Sia p un primo,

f(z) € Zp[z] monico, irriducibile, deg f =n = f(x)/xpn -z

Proof:  Sia g(z) = 27" —z.
Sia aw € CS (f(z),Z,) una radice di f(z).

f@) € ylal imid. =, |Zp() =p" = Zyla)={B] 8" — =0} = gla)=a” —a=0 (1)
[3.6,pg.52] [3.4,pg.51]
f(z) € Z,[z] monico, irriducibile _
{f(b’) _ Op \:j/ f(x) = Puin (a7Zp) (2)
[2.30,pg.24]
1.2 = f@)/g@)
[2.28,pg.23]

Proposition 3.12.
2" — e’ separabile

Proof: Sia K un campo di p” elementi (esiste per la [3.7,pg.52]). Sia g(x) = 2?" — =
(Kl=p" = p'=IK[=|CS(9(x),Zy)| = [{algle)=0} = [{a]|gla)=0}]=p"=degg(z)= g(z) ¢

[3.4,pg.51] [3.4,pg.51]
O]
Lemma 3.13.
d/n:,&zpd —x/xp" —x
Proof: Vale la seguente proprieta’:
a/b:> (2 — 1)/(:&— 1) (1)
infatti
a/b =b=am
xb —1l=z% 1= (xa _ 1)(xa(m71) + xa(mf2) N 1)
Quindi
d_ no_ pdfli/p"fli p? _ /P",
d/nﬁ = (p 1)/(p 1) == 1/x 1 & x x/x x
(1) (1) moltiplicando per =
]

Theorem 3.14. Sia p primo e sia
" —x = fi(x)falx) - fu(x), con fi(x) € Zy[x] monico, irriducibile Vi
la decomposizione in fattori irriducibili di " — x, allora
{filx)|i=1,...,h} = {f(m) | f(z) € Zyp|x] irriducibile, monico, deg f(:r)/n}

Inoltre, © due insiemi hanno cardinalita’ h.
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Proof: Sia A il primo insieme e B il secondo.
Sia g(z) = 2" — 2. Sia
K:C’S(xpn—x,Zp) = {a|apn—a:0}
~

[3.4,pg.51]

(1) Dim. ACB b

fi@ [g@) = [[2—a=3aek: fia)=gla)=0

acK
fi trrid. | fi(a) =0 = [Zp(a) : Zp) = d = deg f(x)
[3.6,pg.52]

Ly=Ty(0) 3 K = d/[K:Zp]zn:fi(x) €B
%) Bed a€K  [2.18,pg.16]
2) BC

Sia f(x) € B,deg f = d,
. N 1. _ pd _ p" _
f(z) monico, irriducibile ,deg f =d = f(:r)/x x / x x

[3.11,pg.55] ~
[3.13,pg.55]

f(;v)/g(:z:), f(x) monico, irrid. = f(z) € A
(3) Al =[B|=h
Per la [3.12,pg.55] sappiamo che g(z) €’ separabile. Se per assurdo 3 # j : fi(z) = f;(x)
allora
fi(z) fi(x) = fi(w)Q/g(w) = Ja: file) = fil@)? = g(a) =0 = py(a) > 2
fi(x) fattore irrid di g(x)

assurdo contro g(z) separabile

Quindi |A| = h.
O
Corollary 3.15.
Z d‘ {f(x) € Z,[x], monico, irrid, deg f = d} ) =p"
d: d/n
Proof: Utilizziamo il thm [3.14,pg.55],
h
p" = deg(a?" —x) = deg (fi(2)... fu(z)) = ; deg fi = > d=
B [3-14,pg.55] f(x)€Zp[x] irrid, monico, d=deg f(m)/n
= Z Z d= Z ‘ {f(z) € Zy,[x], monico, irrid, deg f = d} ‘
& d/n f(x)€Zp[x] irrid, monico, , deg f(z)=d & d/n
O

Proposition 3.16. Posto

Ga = {f(z) € Z,[x], monico, irrid, deg f = d}
94 = |G4l
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st ha

In particolare,
[{f(z) € Z,[x] irrid, deg f =n}| = (p—1)gn
Proof: Utilizzando il cor [3.15,pg.56]:

Pt =2 dga
d:d /[ n,d<n

P P T
[3.15,pg.56] d: d/” d: d/n, d<n

Infine,
{f(x) € Zp[z] irrid, deg f = n}| = |{(\, f(#)) | X € Zj, f(x) € Zp[x] monico, irrid., deg f =n}|=

=Z|gn = (p—1)n
]

Proposition 3.17. Siano F, K due campi con |F| = p?, |K| = p"
d/n & F—=K

Di consequenza, e’ sempre possibile scrivere una estensione FCK di campi finiti con caratter-
istica p, come
Fpn ng’"L’ﬂ
F,CFym
conq=p", Fo=F, Fm=K

dove Fy indica un campo di cardinalita’ q (nota'®).

Proof:
(1) Dim. =
d/n = xpd—x/xpn—x (1)
[3.13,pg.55]
_.d ~ o c Pt — ~
|F|=p* = F_{a|a a 0}_{a|a a 0} ~ K
[3.4,pg.51] (1) [3.4,pg.51]
(2) Dim. <
Per la prop [3.2,pg.50] si ha
n dy K F] d[K:F .
=Kl = () =pil ]:>n:d[K.F]:>d/n
[3.2,pg.50]

O

6Per la [3.5,pg.51], tutti i campi di cardinalita’ finita e fissata sono isomorfi. Quindi F; puo’ indicare uno
qualsiasi dei campi di cardinalita’ g
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3.2 Estensioni separabili
Definition 3.18. Sia F campo, f(z) € F[z], deg f(z) = n, a1,...,an, € CS(f(x), F[z]) le
radici di f(z). Poniamo

f(x) € separabile & o o ViFE g
In altre parole, f(x) e’ separabile se tutte le sue radici sono distinte. O equivalentemente, se
f(x) non ha radici multiple.

Sia F'<K una estensione, o € K. Poniamo

a e’ separabile in F' & e algebrico su F, Ppin (a, F') € separabile
F=<K ¢’ una estensione separabile & F <K ¢’ algebrica, Va € K « ¢’ separabile

Proposition 3.19. Sia Flx] campo, f(zx),g(x) € Flx], si ha

f(x) separabile
g(@) / f(x)

= g(z) separabile

Proof:

n

F(@) = [ — )

i=1
f(z) separabile = o; # a; Vi#j (1)

T

g(x)/f(:v) = Fig, ..., g(X)= H(:C —a;;) = g(x) separabile
=t &
Proposition 3.20. Sia F=<K una estensione, f(z),g(x) € F[z]. Siano inoltre
di(x) = MCD(f(z),g(x)) € Flz] il massimo comune divisore in F|z], ovvero
dl(;v)/f(x ) dg(gc)/g(gc) in Flz], ovvero

)
f(2) = M@)di (z), Mz),dr(z) € Fla]
p(@)da(a). p(x) € Fla]

allora
dl (I’) = dg (SC)

In pratica, il MCD non varia all’interno di una estensione.

Proof: Basta osservare che nei dominii euclidei vale ’algoritmo di divisione. Quindi, possiamo

usare ’algoritmo euclideo per il calcolo del MCD.

Le operazioni eseguite dall’algoritmo rimangono tutte in F[z] (sono tutte divisioni con resto).

Quindi, anche quando calcoliamo il MCD in K[z], in realta’ non stiamo mai uscendo da F[z].
O
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Proposition 3.21. Sia F' campo,

Fla] e irriducibil
{gl(m) € Flz] e’ irriducibile = g(z) e’ separabile

g'(x)#0
dove con ¢'(z) indichiamo la derivata di g(z) (vedi [1.14,p9.4]).

Proof: Sia K = CS(g(x),F). Supponiamo per assurdo che g(z) abbia una radice multipla
a € K. Sia
g'(z) il derivato di g(x)
d(z) = MCD(g(x),¢'(x)) € Fla]
Si ha
a radice multipla = p(a) >1 = ¢ (a)=0
[1.17,pg.6]

9(0) =0, g@) =0 = (z—a) [g(x), (x-a)/g@) = (v-a)/dw)= degdz) =1 (1)

=
—
()

(*) 2 — a € K[z], quindi z — « divide il MCD calcolato in K|[z], che per la prop [3.20,pg.58]
coincide con d(x).

d(x)/g(x) = g(x) = d(x)A(z), Ax) € Flz] =

1
= d(x) invertibile V A(x) invertibile & d(z) = ¢ V A(x) = k = degd(z) =0V d(z) = %g(x) =
g(z) irriducibile in F[z]

=) = () (2)

1)
A(w) [d(2) & 1o(@) /o () = dego(a) < degg'(x) (21)
~~k - '
(2)
g'(z) derivata di g(z) = g (z) =0V degg'(z) < degg(z) =
[1.16,pg.6]

= deg ¢'(z) < deg g(x) assurdo contro (2.1)

g’ (x)#0 per Hp
Proposition 3.22. Sia F' campo,

chF =0 )
o = g(x) e’ separabile
g(x) € Flz] e’ irriducibile
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Proof: Sia K = CS(g(x), F). Per la proposizione [3.21,pg.59], basta dimostrare che ¢'(z)%0.
Supponiamo per assurdo ¢'(z) = 0.

n = deg g(z)

g(x) irriducibile = g(z)Z=0, n>1

n n
g(z) = Zaixi =g¢'(x) = Ziaixi_l =ay +2a02 + - + na,z" "t
i=0 i=1

a; =

2=0V =0
J@)=0sa=2a=-=na,=0%& @2

(1)

n=0Va, =0
g(@)Z0=>3j: a; #0 = j=014+1+---+1=0 = chF#0

(1) j-volte [2.4,pg.11]
assurdo contro ipotesi.
O
Proposition 3.23. Sia F' campo.
hF =0
¢ ) ) = F<K e’ separabile
F<K estensione algebrica
Proof: Siaae K
F=K algebrica = « algebrico in F = 3f(z) = Ppin (o, F)
f(x) = Pyin (0, F') = f(z) irriducibile in F' (1)
[2.30,pg.24]
chF =0
= x) € separabile
{ ) f(z) ¢ sep
[3.22,pg.59]
Quindi per definizione e per I'arbitrarieta’ di a, F<K €’ separabile. O

Proposition 3.24. Sia F' campo, g(z) € Flz], n = degg(x). Si ha

chF =p
g9(z)
pn

Proof: Sia K = CS (g(z), F). Per la proposizione [3.21,pg.59], basta dimostrare che g'(x)#0.

irriducibile in Flz] = g(z) e’ separabile
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Supponiamo per assurdo ¢'(z) = 0.
g(x) irriducibile = g(z)£Z=0, n>1

n n
g(x) = Zaixi = ¢'(x) = Ziaimi_l =aj +2a9x + - + na,z" "t
=0 i=1

ay =
2=0Vax=0
J()=0sa=2a="--=na,=0%& 2 (1)
n=0Va,=0
degg(z)=n=1a,#0 = n=0
1)
n € N*
= NEZly = p/n
chF =p ~~ —~~
[2.12,pg.14] n=0
assurdo contro ipotesi.
O

Theorem 3.25. Sia F' campo. f(x) € F[z] irriducibile. Si ha

7 ) chF =p
f(z) e’ non separabile < {Elg(x) € Fla]: f(z) = g(aP)

con p primo.
La condizione f(x) = g(xP), equivale a dire che f(x) e’ del tipo

n
) ,
f@)=ao+ a12? + agz® + -+ - + apz"? = E a;x'P
=0

Proof:
(1) Dim. =

Per Hp f(z) €’ irriducibile in F[z] (1)
chF # 0V f(z) riducibile in F = chF # 0=

f(z) non separabile =
M

3.22,pg.59]
= chF =p, p primo
[2.7,pg.12]
. / _ . . . / —
f(z) non separabile =  f'(z) =0V f(z) riducibile in ' = f'(z) =0

[3.21,pg.59] (1)

f)=as+arx+ -+ apz”
fl(x) =a; +2ax + - +na,z" ' =0sia; =0 Vi=1,....nei=0Va=0Vi=1,...,n (2)
plisi£0 = a;=0
(2)
ai;éO:>p/i:>i:)\ip
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Quindi gli unici coefficienti di f(x) sono quelli del tipo ay,,, percio’
f@)= 3 @i’ =Y ax,e™ =Y an, (@) = gla?)
I8 aﬁéO
dove g(z) = Za,\ipx)‘i
(1) Dim. <

chF=p = pecZ,
[2.12,pg.14]

Corollary 3.26. Sia F' campo, chF = p, p primo. Si ha
f(x) € Fla] irriducibile = 3g(x) € Flz] irriducibile e separabile : Je e N: f(x) = g(aP")

Proof: Costruiamo la seguente successione di polinomi: Se f(x) e separabile, basta porre

g(x) = f(x), e =0.
Se f(z) non e’ separabile,

{ f(z) € F[z] irriducibile L () € Fla]: f(z) = g1 (aP)

f(x) € non separabile [3'2?;;61]

g1(z) €’ irriducibile, infatti, se per assurdo non lo fosse
g1(x) = h(z)k(z) = f(z) = g1(2?) = h(zP)k(2P) = f(z) riducibile
assurdo.
Se g1(x) e’ separabile, abbiamo finito: e = 1.
Se g1(x) non e’ separabile, allora

g1(z) € F[z] irriducibile 3go(z) € Flz]: g1(x) = ga(zP)

’ bil ~
g1(x) € non separabile oo 1]
e si ha , ,
f(z) = g1(a?) = 91(2)” = ga(a?)? = (92(2)P)" = g2(@)"" = g2(a”")
chF=p, [1.20,pg.7] chF=p, [1.20,pg.7]

f(@) = ga(a”)

Se ga(x) €’ separabile, allora e = 2.

Cosi’ continuando arriveremo a _
J
f(x) = g;(=")

deg f(z) = p’
Se per assurdo, questo procedimento non dovesse avere fine, f(x) avrebbe grado infinito. As-
surdo. Quindi Je: f(z) = ge(xP"), ge separabile. O

Proposition 3.27. Sia F<K una estensione

F 4
{ campo finito = F=K e’ separabile

F=<K algebrica
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Proof: Sia a € K. Dobbiamo dimostrare che f(2) = Py, (o, F') € separabile.

F=K algebrica = « algebrico su F' = 3f(z) = Puin (o, F)
Sia n = deg f(x)
o algebrico su F' = = dimp F(a) =n

[2.40,pg.29]
F=F(a)
- hF(a) =
dimp F(a) =n = |F(a)|=|F"<ox = chF(a) =p ) =
q ~~ ([F(a)] =p", p primo
|F| < o0 3.2,pg.50] 3.3,pg.50]

= Flo)=08 | —2.7, | ={B]g(8) =0} (1)

[3.4,pg.51] g(x)
0EK S g(a)=0 = gl@) € (fx) = g2) = A@)f() (2)
(1) [2.28,pg.23]

chFla)=p = ©peZ,
[2.12,pg.14]
"Ngy=ptaP 11 = — - : L .
g(z)=p"x 1 1 = g¢g(x) non ha radici multiple = f(x) non ha radici multiple
p=0 Z, [1.17,pg.6] (2)
O

Proposition 3.28. Sia <K una estensione

F=<K separabile = F=<K algebrica
F=<K separabile < F<K algebrica

Proof:

(1) Dim. =
Per definizione.

(1) Dim <
PROOF SKETCH: Portiamo un esempio di estensione F'<K algebrica ma non separabile.
Per le prop [3.23,pg.60], [3.27,pg.62], F' dovra’ essere un campo infinito di caratteristica p.
Per dimostrare I'inseparabilita’ di F<K dobbiamo trovare un t € K : Py, (¢, F) €’ insepa-
rabile.

Sia t un elemento trascendente su Z,. Sia u = tP.

(1.1) w e’ trascendente su Z,
Se per assurdo u fosse algebrico su Z,,, allora 3f(z) € Zpy[z] : f(u) =0« f(t?) = 0.

fl@) =Y aa’
=0

FA) =Y ai () = ai ()" = g(t)
i=0 i=0

dove g(z) = Z a;x" P € Z,x]

g(t) = f(t?) = 0 = ¢ € algebrico su Z,
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assurdo.
Sia F' = Zy(u), K =Zy(t).
u=1tP € Zy(t) = Zp(v)CZy(t) & FLK
u=1t" = 2P —u € F[z] ha t come radice = t e algebrico su F =  F=F(t) algebrica (1)
[2.43,pg.31]
F(t)=Zp(u,t) = Zp(t)=K
UELy (t)
F(t) = K_= F=K ¢ algebrica
—~
(1)
Abbiamo cosi’ trovato la nostra estensione algebrica FFXK. Resta da dimostrare la sua non
separabilita’.
Consideriamo il polinomio f(z) = 2? —u
u € Zp(u) = F = f(z) € Fla]
(1.2) f(z) = Puin (t, F)
Usiamo la caratterizzazione [2.30,pg.24]. Dimostriamo intanto 'irriducibilita’.
(1.2.1) f(x) €’ irriducibile in Fx]
Sia F' = Zy[u]
u trascendente in Z,, = = Zpy[u] ~ Zy[z] (1)
[2.34,pg.26]
7, UFD = Z,]z) UFD_= Z,[u] UFD < F’ UFD = F'[z] UFD (2)
Gauss[Al23.2,pg.112] (1) Gauss[Al23.2,pg.112]
Lue F' = f(x) =2 —u € F'[z]
Possiamo allora cercare di applicare il Criterio di Eisenstein ([AI,23.2,pg.113]).
(1.2.1.1) u2/(u in F’

Se per assurdo u2/u in F' = Zy|u] ~ Z,x], allora,

uQ/u@Hh(u)EF’:UQh(u):u < 2°h(r) =2 =2+ degh(z) =1 < degh(x) = —1

FIeT, (2]
assurdo.
(1.2.1.2) w €’ primo in F”
F' = 7Zy[u] >~ Zy[z]
x irriducibile in Z,[z] & x primo in Z,[x] < w primo in Z,[u]
Zpx] € un ED, [1.8,pg.2] Lp[u]~Zp [x]

Notiamo che f(z) = 2P — u €’ primitivo ([AI,16.2,pg.69]), in quanto 2P ha 1 come coeffi-
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ciente.
F’ UFD

f(z) € F'[x]

f(z) = 2P — u primitivo
u primo in F’ = f(z) e irriducibile in F'[z] (3)

~—
FEisenstein[Al,23.2,pg.113
u/u [AL23.2,pg.113]

uz/(u
(3) = f(z) e irriducibile in Q(F')[z] = Q(Z,[u])[z] ~  Z,(u)z] = Flz]
_ [AL23.1,pg.112] [2.39,pg.28]

Nota'?. Infine,

~

[]

(x) e F
P —u=1"—tP =0

(t

~

f(x) ¢ monico
f(z) € irriducibile in F[z]
e quindi f(z) = Puin (t, Flz])
(1.3) Q.E.D.

f(z) € Flz]CK]z]
In K[z], f(z) = 2P — u si puo’ scrivere direttamente come

f(z) aP —tP = (xz —t)? = f(z) ha una sola radice, che ¢’ multipla =
€K [x]=Z, (t)[x] [1.20,pg.7]

= f(x) non e’ separabile
Theorem 3.29. Sia F<K una estensione,
F=<K finitamente generata, separabile = F<K e’ semplice
In particolare, si ha

F infinito
K=F(o,f3), a,pe K =K=F(a+A3) VAeF: \#
F<K separabile

o — O

Vi=1,...,n, Vj=2,....m

J

dove (v = ay), Qg - . .,y sS0N0 tutte le radici di Py (o, F)
(B =P51),02,-..,0m sono tutte le radici di Ppp, (5, F)

Proof:
F=<K fin. gen. = Jay,...,a, € K: K=F(ay,...,a,) (1)

F=<K separabile = F<K algebrica (2)

CASE: F finito

17Non possiamo applicare direttamente Eisenstein in Zy(u) perche’ u non e’ primo in Z,(u) (e’ infatti invertibile)
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(1),(2) & F<K finita

[2.44,pg.31]
F finit
Hto . = K finito = K" € ciclico=
F<K finita ~ ~
[3.2,pg.50] [3.8,pg.53]
=3JaeK": K*=(a)=K'CF(a) = KCF(«)

—~~
0€F ()

F(a)CK [per definizione] = K = Fla)

KCF(a)

CASE: F infinito
Procediamo per induzione su n.

0.1) n=1

(1)= K=F(a)
quindi K e’ semplice.
(0.2) n=2
K = F(a1,a2). Chiamiamo o = a1, 8 = ae, e quindi K = F(«, ).
(2) = Elf(x) = Pmin (avF) ) Elg(x) = Pmin (/6'7F)
F=<K separabile = «, 3 sono separabili = Py, (, F) = f(2), Pnin (8, F) = g(x) sono separabili =

le {a1,...,a,} sono tutte distinte (2.0)
le {f1,...,0:} sono tutte distinte (2.1)
Siano
a1, Qa,. .., a, le radici di f(x)

b1, B2, ..., Bm le radici di g(x)
Sia M =CS (f(x)g(x), F) = F(a1,...,Qn,B1,--.,0n). Sia

a—oy
Nij=——€MVi=1,....,n, Vji=2,...,m
IR ’
Si ha
Finfinito = 3INe€ F: AX#\; Vi,j o (B —BA#a—a; & a+ N # o+ 5\ Vi,j (3)
Sia v = a + A
Sia h(z) = f(y — A\x)
(0.2.1) = p1 € l'unico elemento di {0, ..., Hn} tale che h(5) =0
{3 € una radice di h(x):

hB) = f(y = AB) = fla+ BA = AB) = f(a) 0

—
f(#)=Puin(a,F)
Se f3j, con j # 1, fosse radice di h(z):

Jy=AB;)=0=Fi: a,=7—-AGj e a,=a+A—AF; & a+A=ao; + [\
assurdo contro (3).

Poiche’
YEF(), A€ F = h(z) = f(y— Az) € F(v)[z]
g(x) € Flz]CF(v)[z]
h(z),g(x) € F(v)[x]
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per la prop. [3.20,pg.58], possiamo calcolare d(x) = MCD(h(z), g(z)) all’'interno di F(~)[z].
9(w) = Puin (3, F) = 9(8) = 0= 2~ 8 [g(x)

M(B) = 0=z~ 5 /h()
:x—ﬁ/d(m)
g(@) = (@ = B)(w = Ba) ... (= = Bu)
d(x) / g(x) = d(x) e del tipo (z = §,)(x = B) . (¢ = B;,) (+)
(x— ) [d@) [h@) = h(3) =0 =, B=0

~—

passo 0.2.1
3 B €’ I'unico t.c. x—ﬂ/d(m)\:ﬁ/d(x) =x—0
(2.1) (%)
d(z) € F(v)[z]
eF
{d(z)xﬁ = f € F(y)
Y=a+ A& a=y-pFA £ F(v)
By A EF(y)
E€FCF(y)

a,f e F(y)= K=F(a,f)CF(y)
a,feK=F(o,fB), N\e FCK =~ve€ K = F(y)CK

= K =F(v)
e quindi FF'<K e’ semplice
(0.3) Passo induttivo: P(n—1) = n

(1)=K=F(ag,...,an) = Flag,...,an-1)(an) = F(B)(an) = F(B,an) = F(9)

[2.22,pg.19] Hp induttiva passo 0.2

O

Example 3.30. Esempio di estensione finita, non separabile e non semplice.
Sia p primo, t,v trascendenti su Z,, u =t?, w =P, F = Z,(u,w), K =7Zy(t,v).
Si ha

FCK = F(t,v)
t,v sono algebrici su F, infatti, sono radice dei seguenti polinomi:

2P —u, 2P —w € Flz]

t,v algebrici su F =  F=<F(t,v) algebrica =  F=F(t,v) finita
—~ -~
[2.43,pg.31] [2.42,pg.30]
Analogamente a quanto fatto nella dimostrazione [3.28,pg.63] (usando Eisenstein) si vede che
a? —u=Puin (t, F) (1)
2P —w = Py (v, F) (1.1)
P — w €’ irriducibile su F(¢t) (1.2)
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Supponiamo per assurdo che F<K sia semplice, ovvero che 3y € K : K = F(7).
FCF(t)CF(t,v)
(1) =[F(t): F]=p
(11) = [F(t,0) : F(t)] < p
(1.2) = deg Pmin (v, F(t)) > p & [F(t,v): F(t)] > p
= [F(t,v) : F(t)] =p

[F(t)F]:p ' ., . o,
{[F(t,v):F(t)]:p = [F(t,0): F]=p* & [K:F]=p" (1)
Si ha

f(t7 ’U) __ago + ap1v + a02v2 + -+ ajot + aqitv + a21t2v + ...
g(t, ’U) boo + bp1v + 602112 + oo+ bigt + birtv + bort2v + ...

vye K=F(tv) = ~=
[2.21,pg.18]

abo 4 abivP 4 ab,v?P + - 4 al tP + al | tPuP 4 ab PP + .

p p— P
7 " ;;; , bho + bh vP + bhv2P 4 - -+ 4 bt + O tPuP + BE 2PuP 4
_agg +abw + ab,w? + -+ afyu + ajuw + abuPw + ... f(u,w) 7
=y R a— P 7oz = € Zp(u,w) = F =
00 T bo1w + bpgw? + -+ - + bigu + by uw + by utw + ... g(u, w)

fu,w)

= v €’ radice di af — =
g(u, w)

€ Flz] = deg Puin (7, F) <p=

Fy):F]<p&[K:F|<p

assurdo contro (1).
Quindi F=<K non €’ semplice. Inoltre, poiche’ F<XK = F(t,v) ¢’ finitamente generata ma non
semplice, per il thm [3.29,pg.65], possiamo dedurre che F<K non e’ separabile.

Theorem 3.31. Sia F=<K una estensione finita, si ha
F=K e’ semplice < |{L : F<L<K}| <o

ovvero F<K e’ semplice sse esiste un numero finito di campi strettamente compresi tra F e K.

Proposition 3.32.

separabili

F=L separabile N F<K
F<K=<L K<L

Proof: Sia a € K, f(z) = Puin (o, F)
-
@€ KCL ) = f(zx) separabile
FCL separabile
Quindi F'<XK €’ separabile.
Sia a € L, f(x) = Pnin (o, K), g(z) = Ppin (o, F)
f(l') = Pmin (CY,K), g(x) = Pmin (a,F)
fle) = g(a) =0, g(z) € Flz]CK[x]
F=<L separabile = g(x) separabile (2)
(1),(2) =  f(x) separabile

[3.19,pg.58]
Quindi K<L e’ separabile. O

= (@) /g@) (1)

68



Proposition 3.33.

F<F ce, Oy .
=F(a1, ‘ »n) , = F=<F(ai,...,a,) e separabile
«a; separabile su FF Yi=1,...,n

Proof: Nota: faremo uso di teoremi che verranno dimostrati in seguito (ovviamente questi
teoremi non fanno uso di questa stessa proposizione ;)

i algebri F
«; separabile Vi = i algeDIICo su . Vi =
Di(x) = Puin (o, F') separabile

= FCF(ay,...,q,) € algebrica e finitamente generata =  FCK €’ finita
-~ -~
[2.43,pg.31] (2.44,pg.31]
Q1,...,0p, sep. su F
K=F(ay,...,an) =  Jvy € K separabile su F t.c. K = F(v)
FCK algebrica [6.18,pg.90]

~ separabile su F = p(z) = Puyin (7, F) € separabile
Sia J =CS (p(z), F)

p(z) separabile =  FCJ ¢’ di Galois = F'CJ €’ separabile
p(z) € Flx] [6.19,pg.92]
=0= J

P0) TS L F(y)Cd e KCJ
FCJ
FCKCJ

- . =  FCK separabile
FCJ separabile ~

[3.32,pg.68]

4 Polinomi simmetrici
Definition 4.1. Sia F campo, f(z1,...,z,) € Flz1,...,z,], ovvero
flze, ... xn) = Zawl’m@"x’fx? oozl
i1 12

ey ...zl si chiama monomio di f. ag,, . g, x1'xy ...l sichiama termine di f.
Poniamo

i o i def . . .
(3 1 1 K2
degag,, gz, xi'xy .. xraitay . ooxr = i+ + iy

Dati i due monomi

i i i
a(xy,...,Tn) =T . T

— pJ1 .02 jn
b(x1,...,Tpn) = a1 @ . alr

Definiamo il seguente ordinamento, chiamato ordinamento lessicografico:

dega = degb
t=min{t | iy # ji} = ir <ji

a<b « dega < degb Vv {
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Proposition 4.2. La relazione < e’ una relazione d’ordine totale sui termini di Flzy,...,x,] e
inoltre, posto

= (T1,...,2p)
i=(i1,...,1ip) € N"

= (J1,---,Jn) € N?
+i=01+J1,-- - in+Jn)

i_ il ’LQ in
' =xi'Ty .. .Ty)

SR

st ha

1. gzggj :>§i+k§§j+k vk € N

i<zl . .
2.9, , = =>zth<g/t vkeN?
"<z

3. L’insieme {z e N | fgy‘} e’ finito
Proof: Intanto osserviamo che la relazione < €’ il realta’ una relazione su N”, dove
S S B R M R
iSj ittty <jidodjav el T o
Ht:mm{t | n #Jt} =1 < Jt

Basta quindi ragionare sulle n-uple.
E’ facile vedere che (N", <) e’ una relazione d’ordine totale (e’ in pratica quella del dizionario).
Infine, Se ¢ = j, la 1. €’ vera. Se i # j, per dimostrare la 1., basta osservare che
i§j2>it<jt=>it+kt <jt+kt

La 2. si ricava dalla 1.

1<j=1i1+h<j+h

h<k = h+j<k+j

=i+ h<j+h<k+j

Si ha
A={ieN"[i<jC{ieN" [i+- +ip <ji+- -+ U{ieN" i+ +ip=j1 4+ +jn} =
:{iEN"|i1+"'+in<j1+"'+jn}

Ma e’ chiaro che quest’ultimo insieme e’ finito.
Notal!® O

Definition 4.3. Sia f(z1,...,2,) € Flz1,...,2,], = (z1,...,2,), f non nullo.
Definiamo il leading term di f(z):

LT(f) € il termine di f(x) t.c. a<LT(f) Va(z) termine di f(z)
ovvero

LT(f) = max {a(z) termine di f(z)}

Poiche’ < €’ un ordinamento totale (vedi [4.2,pg.70]), LT(f) esiste ed e’ unico.

18Se la relazione < fosse stata puramente lessicografica, senza il controllo sul grado di z, allora la 3. diventava,
falsa, infatti, si avrebbe

(0,m)<(1,0) Yn e N
Invece, il controllo sul grado garantisce che:

0+n>1+0 Vn<1= (1,0)<(0,n) Vn>1
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Proposition 4.4. Sia f,g € Flz1,...,2,], si ha

LT(fg) = LT(f)LT(g)
LT(f™) = LT(f)™ VYm e N

Proof: Usando la notazione introdotta in [4.2,pg.70], sia
LT(f) =az’, i= (i1,.--,0n)

Si ha
LT(f)LT(g) = abz'"™’
Sia k(z) = cz®, k= (hy,...,h,) un qualsiasi termine di fg.
k(z) termine di fg = 3f1(x),¢1(z) termini di f(x), g(x) t.c k(z) = fi(x)g1(x)
dove fi(z) = az", g1(z) = Bz*
k(z) = fi(z)gi(z) = k(z) = afa”*

LT(f)< <azx” L
(F)=h P =  abz'<afz"* < LT(f)LT(9)<k
<o b <o [4 2\/70]
.4,Pg.

Per l'arbitrarieta’ di k(z), termine di fg, e per la definizione di LT, si ha quindi
LT(f)LT(g) = LT(fg)

LT(f™) =LT(ff... ) = LT(/)LT(f)...LT(f) = LT(f)™

Infine,

Definition 4.5. Sia f € Flxy,...,z,], x = (z1,...,2Zp).

f e’ simmetrico &8 f(z) = f(o(z)) Yo €S,
dove 0(2) = (ma(l)a Lo(2)s: -+ axa(n))

S, gruppo delle permutazioni di n elementi. In pratica un polinomio e’ simmetrico, se resta
uguale effettuando un qualsiasi scambio di variabili.
I polinomi simmetrici elementari sono:

o1(X1, o0y Tp) =21+ X2+ -+ Ty
o2(x1, ..y Tp) = g T
i<j
0'3(.271,...,3?”) = E T LiyLig
11 <ip<1i3

O'h(l‘l,...,l‘n): E Ti1 Lig « -« Ty,
11 <to<--<ip

On(T1y. . Tpn) = T1T ... T

In pratica, i monomi di oy, sono tutti i possibili monomi formati da h indeterminate distinte,
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ovvero
n=1{1,2,...,n}
. . _ s . .
{i1,...,in} SN & x;, @i, ... x;, € un monomio di oy,
—_———
tutti distinti

I monomi di oj sono quindi in numero

Proposition 4.6.
LT(op) = 2122 .. 2

Proof: Poiche’ ogni monomio di o, ha lo stesso numero di indeterminate, con esponente 1,
distinte, si ha che per ogni m(z) monomio di oy,
degm(x) =h
Quindi per confrontare i monomi con <, basta usare ’ordinamente lessicografico stretto.
m(l)xilxiz T, ST1T2 ... T Vi<ig <ig<---<ip

mlxgxiz...xihgxlxg...xh Vi=i1 <2<ig < - <1

1‘1$2mg$i3...Z‘i,LSJ?lJ?QQL‘g...J?h Vi=i1 <2=19 <3<z <ip

1’11‘2%31’2'3...iL’ihilx?LfﬂihS‘Tl...’JJh Vi=i1<2=i3<3=i3<---<h—-1=1ip_1 <h<iy

T1To...Tph =T1...Tp V1 =101 <2=i3<3=i3<---<h—-1=i,_1 <h=1i,
O

Proposition 4.7. Formule di Viete’.
Sia f(x) = ap + a1z + - -- + 2 € Flz] monico, K = CS (f(z), F) e siano

a,...,aq € K
tutte le radici di f(x), allora
ap = (—1)dih0d,h(a1, ce 7Ozd) Vh=0,...,d—1

ovvero
d—1
fz) =z + Z(fl)dfhad,h(al, o ag)zh
h=0

dove oy, e’ il polinomio elementare h-esimo.

Proof:
fx)=ap+ax+---+2¢ (1)
K=CS(f(z),F)= flz)=(z—a)(z—ag)...(x —aq) = (+...,) (2)
Calcoliamo i termini dentro I'ultima parentesi.
1. Termine di grado d — 1: poiche’ dobbiamo arrivare a 2% !, dai vari fattori di primo grado
dobbiamo selezionare almeno d — 1 indeterminate x. Ad esempio, se nella prima parentesi
scegliamo —a, in tutte le altre dobbiamo prendere solo z, avremo quindi —aq 2% 1.
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Quindi, ad ogni scelta stiamo scegliendo una «; e tutte le altre saranno necessariamente delle
z. Il termine sara’ la somma di tutte le scelte:
—gz® T — gt - gt = — (Z ai> 21
E per la def [4.5,pg.71], €’ proprio
— 0'1(041, .o 7Otd)
2. Termine di grado d — 2: ragionando come prima notiamo che ad ogni scelta possiamo scartare
arbitrariamente due distinte o, o5, quindi il termine sara’ la somma di tutte le distinte coppie

xd—l

estratte da aq,..., 4. Stavolta pero’ il segno sara’ positivo, perche’ (—a;)(—¢;) = aja;. In
definitiva:
Z ;0 242
1<j
E per la def [4.5,pg.71], € proprio
oa(ar, ..., ag)z?™?
3. Termine di grado d — h, 0 < h: il termine sara’ la somma di tutte le h-uple (non ordinate)
Qi,,...,q;,. 1l segno sara’ positivo se h e’ pari, negativo altrimenti. Quindi:
(—l)h < Z Qg Oy vne Oéih> xd_h
11 <ig<---<ip
E per la def [4.5,pg.71], € proprio
(-D)'op(an, ..., aq9)zd"
Confrontanto i coefficienti della (1) e quelli della (2) si ha la tesi. O
Theorem 4.8. Sia f € Flx1,...,x,] un polinomio simmetrico, x = (x1,...,%,). Si ha

g € Flay,...,za] 0 f(z) = g(o1(2),02(2), ..., on(2))
Dowve o; sono i polinomi simmetrici elementari.

Proof: Non dimostriamo l'unicita’.
Sia
z=(x1,...,2y,)
h=(hy,...,h,) € N"
g(z) = LT(f) = az" = aa:’fl Coat (1)
(1) hy >ha>--->hyp
Supponiamo per assurdo h; < h;11. Sia o = (4,74 1) la trasposizione che scambia i con i + 1.
f(z) simmetrico

g(z) termine di f(z) 7 (o(z)) ¢ ancora un termine di f(z)

(1) =g(o(x) = g(x1y oy @ity Tig 1, Ty T2y e v oy Tyy) = axi“ .. .:E?i’llw?i“x?_;l:c,}fb"
= 9(o(@)) > g(x) = LT(f)
hit1>h;
assurdo contro la definizione di LT.
Sia
@1 = aoTh2ghamhs gha=ha UZiElfh"JZ"
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che e’ una scelta lecita poiche’ hy > hg > -+ > h,,.
LT(SDl) \:/ aLT(O.{Ll—}LQ) . LT(O_hi—llfhn)LT(o_Z”) _

n

[4.4,pg.71]

=  aLT(o))" " LT(0,_1) 7" LT (0,)" =

= axMThr(giy)he TR (gyaaws) TR (g T () =
[4.6,pg.72]
=alabe Ll = LT(f)

LT(p1) =LT(f) = f — 1 =0V LT(f — ¢1) <LT(f) (2)
(2) 1 € simmetrico

o1(z) = aoi(z) "2 o, (z) =

yahe

= p1(o(2)) = aoi(o(2)" 7 on(e@) = anlz con(2)" = 1 (z)

o; € simmetrico
Quindi, effettuando uno scambio di variabili in ¢y,
Poniamo f1 = f — ¢
f, 1 simmetrici = f; simmetrico
Possiamo allora riapplicare I'intero ragionamento fin qui svolto a f1, ottenendo
o=fi—p2=F—p1—p2
cosi’ procedendo arriviamo a
fi=f—(er+e2+-+¢;)
Dalla (2) si ha
fi =0V LT(f;) <LT(fj—1) <--- <LT(f1) <LT(f) (2.1)
Quindi se per assurdo f; # 0 Vj, avremo un numero infinito di f; tali che LT(f;) < LT(f), e
questo €’ in contrasto con la 3. della prop [4.2,pg.70].
Quindi 3k : fr = 0, ovvero
fi=0ef=p1+ - +ur
che, per costruzione degli ¢;, € proprio il polinomio g(z) della tesi. O

5 Estensioni normali

Proposition 5.1. Sia FXK una estensione di campi, f(z) € Flz], x = (z1,...,24), p(z) €
Flz1,...,zq], K=CS(f(2),F).

Si ha
p(z) simmetrico = p(aq,...,aq) € F
dove ay, . ..,aq € K sono tutte le radici di f(x)
Proof: Sia o = (aq,...,aq). Ricordiamo il seguente omomorfismo di anelli:
Flz1,...,2q) — Floa,...,a4)

g(x1,...,24q) nﬂg(ah...,ad) =g(a)
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Si ha
p(z) simmetrico NP p(z) = plo1(x), 02(x),...,0q(z)) (1)
[4.8,pg.73]
Sia ¢(z) la parte monica di f(z), ovvero f(z) = ap(x), ¢(x) monico
Per la [4.7,pg.72] :

d—1
p(r) =2+ (=1)""oa_n(a)z = oila) € Fle] Vi=1,....d (2)
h=0 ¢(x)EF[x]
p(a) = ¢(p) = P(P(01),...,9(04)) = ploi(),...,04(a))

(1), ¢ omomorfismo

p(a) = ploi(a),...,04(a)) (3)

{p@:) € Fa]

3), @) =pla) € F

Definition 5.2. Sia FF<K una estensione algebrica

F=K ¢ normale & (f(ac) € Flx], irriducibile, 3oy € K : f(an) =0=>Va e CS(f(z),F): f(a) =0 a € K)

In altre parole, se F<K €’ normale, ogni polinomio irriducibile in F[z] con almeno una radice
in K, avra’ tutte le altre radici in K.

Lemma 5.3. Sia F' campo. Si ha
Vf(z) € Flz] FXCS(f(z),F) e normale

Proof: Sia K = CS(f(z), F). Sia g(x) € Flz] irriducibile, con 5 € K : g(8) = 0. Dimostriamo
che tutte le altre radici di g stanno in K.

Siano
a1,...,an € K leradici di f(z) (1)
Si ha
K=>f(x)F =F(ay,...,ap)
(1) = ag,...,a, algebricisu ' =  F<K=F(ay,...,an) = Floag,...,qp)
[2.43,pg.31] [2.36,pg.27]
e K =Flag,...,an] = B=h(a,...,an)
Sia
a=(ag,...,an)
z = (x1,...,%,), x; indeterminata

w

—
8

N

= [ @—h(o(a)) € K[a] (4)
g€Sy
dove S,, €’ il gruppo delle permutazioni di n elementi. E’ chiaro che s(8) = 0, poiche’  — h(«)
e’ un fattore di s(x).
(1) s(z) € Fa]

(0]



Consideriamo

S(z,x) = H (x —h(o(z))) € Flzy,...,2Tn, ]

ocESy,

S(z,x) e per costruzione simmetrico nelle variabili z, ...

S(z,x) € Flzy,...,z,][z] = S(z,x) sz ' p

n!

Example 5.4. QCQ(+/2) non e’ normale, infatti,

Tn (2)

EF[,’El,...

,xn] Yi=1,...,n!

(2) = Vo eS8, Sz,x)=5(c(z),z) VoS, sz x—sz ))z' < Vo € S,
=0
= pi(z) € simmetrico Vi=1,...,n! = pi(a)e F Vi=1,...,nl= S(a,r) € Flx]
[5.1,pg.74]
s(x) = S(a,z) € Flx]
(2) Q.E.D.
Sia y(x) la parte monica di g(z), ovvero
g(z) = by(z), ~(x) € Flx] monico, b#0
Si ha
g(x) irrid. in Flz] = () irrid. in Flx]
9(8) =0=~(8)=0
~(z) € F[x] monico
= 7('73) = Puin (ﬁa F) (3)
[2.30,pg.24]
s(8) =0, s(z) € Flal, 3) = ) /s(x) =
[2.28,pg.23]
= y(x) = (z — 1 (a)(r — m2(a))...(x — 7n(a)) € K[z] per qualche 71,...,7m € Sy =
4
= n(e)e K Yi=1,...,m
—~
4)
Quindi y(z) ha tutte le radici in K.

23 —2 ¢ irrid. in Q, ha V2 € Q(V/2) come radice

ma tutte le sue altre radici sono

w¥2,0°V2 ¢ Q(V2)

Theorem 5.5. Sia <K una estensione, allora

F=<K normale, finita < 3f(z) € Flz] :
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In particolare, dati a,...,an € K algebrici su F, con K = F(ay,...,a,), si ha

F=<K normale, finita = K =CS (H Prin (o, F) F)
i=1
Proof:
(1) Dim. <«
Per il lem [5.3,pg.75], F<K € normale. Inoltre,
K=CS(f(x),F)=F(a1,...,an)
a1,. .., 0 radici di f(z) = a1,...,q, algebrici su Flz] =  F<F(ai,...,qa,) = K finita

< > [2.42,pg.30]
1) Dim. =

F=<K finita = Jaq,...,a, € K: K= F(aq,...,a,) algebrica = 3p;(x) = Py (i, F) Vi=1,...

Siano date le radici dei p;:
Q1] = Q1,0012, ..., A1y

Q21 = (2, A22, . . ., A2y,

o, € K = OéijeKVjil,...,T‘J
~~
F=<K normale
= K2CS (p1(x)p2() . .. pn(z), F)
CS (p1(x)p2(z) - - - pn(), ) Flaij, Vi, j)2K = F(on, ..., an)

= K = CS (p1(2)p2(z) ... pu(z), F)
Quindi il polinomio cercato €’
f(@) =p1(@)p2(2) ... pn()

Proposition 5.6. Sia F<K una estensione,
[K: F]=2= F=K e  normale

Proof: Sia f(z) € F[z] irriducibile, con oy € K, f(a;1) = 0.
f(z)=a f(z)
—~~

flay) =0, f € Flz] irrid. NP f(#) = Puin (a1, F) = [F(aq) : Fl =deg f (1)
[2.30,pg.24]
{?;KK = F(a)CK = F(CF(an)CK = [F(aa) : F] < [K: F] =2 & deg f <2

firrid. = degf>1
Se deg f = 1, allora

e quindi f ha tutte le radici in K.
Se deg f = 2, allora

fla1) =0 \:E_/ x—al/?in K|[z]

Ruffini deg F=2

fl@)=(z—a)(z— ), *—as € K[z] = a1,as € K[7]
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e quindi f ha tutte le radici in K.
In definitiva, per Parbitrarieta’ di f(x), F=K e’ normale. O

6 Gruppo di Galois

Definition 6.1. Sia F'<K una estensione algebrica. Definiamo i seguenti insiemi:
I(K,F)={¢:K — F|pp=id, ¢ omomorfismo}
G(K,F)={¢:K — K |pp=1id, ¢ isomorfismo}

G (K, F) ¢ chiamato Gruppo di Galois.
Example 6.2.
7(Q(#),Q) ={id, f}
con f(a+ib) =a—1idb
Proof: Stiamo ricercando tutti gli omomorfismi del tipo
¢:Q(i) —Q

Poiche’ Qi) = {a+ib | a,b € Q},

pla+ib) = p(a) +¢(i)p(b) = a+bp(i)
plo=id
o(i?) = p(i)?
©(i?) = e-h=-1 = (i) = -1 o ¢(i) = +i

i2=—1
Abbiamo quindi due possibilita. Se scegliamo (i) = 4, allora ¢ = id, altrimenti ¢ = f.
Resta da verificare che f e’ un omomorfismo. Intanto f e’ una funzione ben definita, perche’
ogni elem, di Q(4) si scrive in modo unico come a + ib (vedi [2.35,pg.26])
fla+ib+c+id)=f(la+c)+i(b+d)=(a+c)—i(b+d) =a—ib+c—id= f(a+ib) + f(c+id)
f((a+1ib)(c+1id)) = f(ac — bd + i(ad + bc)) = ac — bd — i(ad + bc) = (a — ib)(c — id) = f(a +b) f(c + id)

O
Proposition 6.3. Sia F<K algebrica. Si ha
0 €I(K,F)= ¢: Kp — Fr e una applicazione lineare iniettiva
weG(K,F)=¢:Kr — Kp e un isomorfismo vettoriale
Proof:
F campo = F #{0}
[1.1,pg-1]
¢ €I(K,F)= ¢or=1id = Imp # {0} = © €’ iniettiva
F#{0} [AL,18.2,pg.90]
o: K —F
p €T(K,F)= {¢p=id = @ €’ una applicazione lineare
F=<K,F [2.15,pg.15]
Analogamente nel caso in cui ¢ € G (K, F'). L’unica differenza e’ che per definizione ¢ €’ biettiva.
O
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Proposition 6.4. Sia F<K algebrica,
1. G(K,F)CI (K, F)
2. (G(K,F),o0) e un gruppo
3. FXL=K =G(K,L) < G(K,F)
<~
sottogruppo
dove o e’ l’operazione di composizione.
Proof:
(1) Dim 1.
Basta dimostrare che KCF o
F=<K algebrica = F=KDK
~~
[2.62,pg.49]
(2) Dim 2.
Siano f,g € G (K, F)
fg ¢ ancora un omomorfismo
{ae F= fg(a) = fla) =a} = fgr=id
= fgeG(K,F)
o €’ associativa
id e’ ’elemento neutro
fip =id = Im f # {0}
f isomorfismo = 3f~!
(3) Dim 3.
Intanto osserviamo che
F=<K algebrica = L=<K algebrica
——
[2.45,pg.31]
Poiche’G (K )7 G (K, F) sono entrambi due gruppi con la stessa operazione, basta controllare
che G (K, L) G(K,F).
g: K — K isomorf.
9€G(K,L)= g, =id = gpr=id =9€G(KTF)

FCL
O
Proposition 6.5.
F=<K algebri
=% GONE - 7(K,L)CT (K, F)
F<L=K
Proof:
@EI(K,L)éw‘L:id\:L = i = id
FCL
F=<K algebrica = XL algebrica = F=1L
-~ —~~
[2.45,pg.31] [2.62,pg.49)]
peI(K,L)=¢p:K—L=F
p: K —> F, omomorfismo = e T(K,F)
olF = id
O
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Proposition 6.6. Sia
1. F=XK algebrica, o € K, p(x) = Ppin (o, F)
2. ¢ : F — F una immersione e

® : Flx] — Flz]
Z a;xt — Z o(a;)r’
i=0 i=0

lomomorfismo indotto da ¢ (vedi [1.13,pg.3])
3. f(x) e Flz],a e K
4. ¢ : K — F un omomorfismo t.c. PIF=¢
allora si ha
L ¢(f(a)) = 2(f)(¢(a))
2. ¢(a) e’ radice di ®(p)
In particolare, la tesi vale per qualsiasi p € T (K, F) (basta considerare ¢ =id), e si ha
¢(f(a)) = f(p(a))
P(«) e’ radice di p(x)

Proof:
(1) Dim. 1.

T

f(x) € Fla] = f(z) =) bia", b€ F Vi=1,...,r = @(f)\:’/Zgo(bi)xr (1.1)

=1 (1) =1

fla)=by +bra+---+bra"
¢(fl@) = @lbo) +@b1)gla) +- -+ (br)p(a)" =
@ omomorf
= #lbo) +e(bi)gla) + -+ o(br)p(a)" = ©(f)(P(a)
(2) Dim 2 o Y

passo 1

= ¢(a) € F ¢ radice di ®(p)

Proposition 6.7. Sia F=XK algebrica, « € K, p(x) = Ppin (o, F), p € T (K, F), allora si ha
P(«) e’ radice di p(x)
Preso f(x) € Flz], a € K, si ha
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Proof: Basta rileggere la [6.6,pg.80]. O
Theorem 6.8. Sia

1. FRK, a € K, p(z) = Ppin (o, F), n = deg p(x)

2. ¢ : F — F una immersione

8. E={¢: K — F|@p=¢, @ omomorfismo}

4. @ : Flz] — Flx] Uomomorfismo indotto da ¢ e 3, ..., 3, le radici di ®(p)

Si ha
[E|<n
K =F(a) N . . - -
, = |E| = |{¢(a) | ¢ € E}| con biezione p € E — @(a)
« algebrico su F B B
K=F
(a). ) = |E|=n

a separabile e algebrico su F

Proof: Sia

®: Flx] — Flz]

Zaixi = Z@(ai)ﬂﬂi (1)
i=0 i=0
lomomorfismo indotto da ¢ (vedi [1.13,pg.3]).
Sia ¢ € E.
(1) Sia E' = {¢(a) | ¢ € E} . Dim che

|E| = |E|

In altre parole, ogni ¢ € E €’ completamente determinato da @(«).
Utilizziamo la seguente funzione:

e:E— F

¢ &(a)
e ¢’ chiaramente surriettiva. E’ anche iniettiva: supponendo che ¢(a) = ¢'(«) dimostriamo
che ¢ = @’
aalgebricosu I = K=F(a)=F[a] = {bg+bia+ba®+- - +b,_1a" " |b€F}

(2.36,pg.27] [2.40,pg.29)]

BeEK=b=0by+ba+ba®+- - 4b,_1a"*

2(8) = @(bo) + (b1)@(a) + -+ + G(bp-1)p(e)" " (bo) + p(b1)(e) + -+ @(bn-1) ()"

=
&' (B) = @(bo) + o(b1)@ (@) + -+ 4+ @(bn-1)F ()" = @(bo) + @(b1)B(a) + - -+ @(bn_1)p(a)" " = 3(3)

Per larbitrarieta’ di b abbiamo quindi

~

VBe K (B)=¢(8) <

A}l
I
Ay
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Abbiamo
n =degp = deg ®(p) = 364, ..., By radici di ®(p)

®(p) € Flz], F chiuso = [feEFVi=1,...,n (2

[2.56,pg.42]
p(x) = Poin (o, F) = §(a) € F e radice di ®(p) = Fi: [; = ¢(a)
[6.6,pg.80] (2)

Quindi, fin qui abbiamo visto che
¢ E=p(a)e{f,..., 0}
= {@(a) | g€ EYCAB1, ..., Bu} = [{Br,.- . Bu}| 2 [{E(a) | o € E}| = [E| (3)
passo 1
B1, ..., Bn possono non essere distinti = | {f1,...,8:.}| <n = |E|<n
(3)
che ¢’ la prima parte della tesi.
(2) Dim. che
{B1,.., B} ={&(a) | ¢ € E}
Per completare I'uguaglianza in (3), dimostriamo che {fi,...,8,} C{@(a) | ¢ € E} Fissato
1 <k <n, =P, consideriamo la funzione f definita come
f:K=F(a) — F
—=n—1

_ — —2
bo + bra + by’ + -+ by_1a™ " = o(bo) + ©(b1)B + p(b2) B + - + p(bn-1)p
o in altri termini:

F(h() = 2(n)(B) (4)
Per il lemma [2.58,pg.43], applicato a L = F', abbiamo che:
f € un omomorfismo t.c. fip =¢

quindi

f:K—F

firP=e =f€EE

f omomorfismo
Abbiamo cosi’ trovato un elemento f € E tale che

fla)=p

quindi B € {$(a) | ¢ € E}.
Per I’arbitrarieta’ di 5 abbiamo quindi

{61776n}g{¢(a) | @GE}
{61, . Bn} = {@(a) | @ € E}

(3) Supponiamo adesso che « sia separabile su F' e dimostriamo che |E| = n.

e per la (3)
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¢ immersione = ¢ iniettiva = ® iniettiva = & : Fz] — Im ® €’ un isomorfismo (x)

[1.13,pg.3]
« separabile = p(z) separabile = ®(p)(z) separabile = f1,..., [, sono tutte distinte =
per def. (%)

:>|{ﬁ177ﬁn}|:n
n={B,....0.} = Hele)|geE} = I|F]

passo 2 passo 1

|E|=n

Corollary 6.9. Sia F<K, ¢ : F — F una immersione. Si ha
F=<K finita = ‘ {¢: K —F|@gr=p, ¢ omomorfismo} ‘ <[K:F|

Inoltre, se F=RK e’ anche separabile, allora vale l'uguaglianza.
Nota: la dimostrazione e’ costruttiva: viene fornito il metodo per costruire l’insieme.

Proof: Sia E l'insieme della tesi. Osserviamo intanto che
F<K finita = F=K finit. gen. e algebrica

[2.44,pg.31]
(1) Supponiamo F<K separabile e dimostriamo che |E| = [K : F]

F<K finit. gen. e separabile =  F=<K semplice = K = F(a), a € K
[3.29,pg.65]

F=K finita = F'<K algebrica = « algebrico su F
Quindi per il thm [6.8,pg.81] si ha
|E| = deg Puin (o, F) = [F(a):F]=[K:F]
[2.40,pg.29]

(2) Supponiamo F<K non separabile e dimostriamo che |E| < [K : F]

F=K finit. gen. = K = F(a1,...,an)

F=<K algebrica = a1,...,aqa, algebrici su F
Procediamo per induzione su n
(2.1) n=1
Basta applicare il thm [6.8,pg.81]:

|E| = deg Puin (1, F) [F(ai) : F]=[K : F]

—~
[2.40,pg.29]
(22) n—1=n

Sia F' = F(oq,...,an-1), esia E' = {¢: F/ — F | ¢|p = ¢, ¢ omomorfismo}, si ha

F=F'=F'(an)
Abbiamo |E’| < [F’ : F], infatti, se F<F" e’ separabile, per il passo 1 abbiamo |E’| = [F' :
F], altrimenti possiamo applicare I'ipotesi induttiva, e abbiamo |E’| < [F” : F].
E,:{@llw"v@%}ﬂ h < [F/:F] (1)

Sia ¢, € E' , El' = {95’ L F' (o) — F | Pl =i, & omorf.}.
(2.2.1) Sia B =\l E/,siha B’ = E

83



Dim. E"CE.

ai,...,0p,_1 algebrici = F=F' =F(ai,...,a, 1) algebrica = =
[2.43,pg.31] [2.62,pg.49]
¢I€E£I:>S5fp/ :SDQ‘:%SBTF:SD;}F =% 3)
FCF/ plEE
F(a,)=K
= E! = {@’ F(ay) — F | Pl = i & omorf.} =
—{¢ K —TF & =, ¢lp =, & omorl.} CE
h
Vo<i<h E/CE= | JE/CE
i=1
Dim. ECE". Sia ¢ € E e sia f = Q|
fir=¢r=¢=>fcE = f=y)
N [ —
gf K = F/(a/n) — F=F, omorfismo = ¢ B/CE"
Qip = [ =¢j
h
(2.2.2) |E| < )iy |EY
h h
_ /1 1 17
E =, E'=|EB'=|E <Y B
passo 2.2.1 =1 i=1
Applicando il thm [6.8,pg.81] su ¢} e FCF’(ay,), abbiamo
|E}'| < deg Pin (a0, F') = [F'() : F'] (%)
Quindi
h
El < E'| < h[F'(ay):F'] < [F:F|[F(a,):F] = [Fllay,):F
|\_Z|z|_[(a)]_[ J[F(an) - FTl = [F'(an): F]
passo 2.2.2 =1 (%) (1) [2.18,pg. 16]
Bl < [K : F]

Corollary 6.10.

F=K finita = |G(K,F)|<|ZT(K,F)| <[K:F]
F=K finita e separabile = |G (K, F)| < |Z(K,F)| =K : F]

Proof: Basta applicare [6.9,pg.83], con ¢ = id, e la prop [6.4,pg.79].
Definition 6.11. Sia F<K algebrica e TCT (K, F'), definiamo

K'={aceK|tla)=a Yt T}

Proposition 6.12. Sia F<K algebrica, LCK ¢ TCI (K, F), si ha

1.

2
3.
4

F<KT<K
. TCT (K, KT)
LgKI(K,L)

- G (K, K9SN) =g (K, F)
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Proof:
(1) Dim 1.

teTCI(K,F)=tp=id=t(a)=a YVa € F = FCK" KTCK
Resta da dimostrare che KT <K, ovvero che KT e’ un sottocampo di K.
a,fe KT
tla=p6) = ta)-tf)=a-p
t omo.

sa—-pfeKT

Has™) = (o)) = a)((3) " =ap™
t omo.
=af e KT
e quindi per la [1.6,pg.1] si ha la tesi.

(2) Dim 2.
teT
per definizione di KT
1= F=KT<K = ==
passo & = -~ =  F=<KT algebrica = F=KT
F=K algebrica ~ ~
[2.45,pg.31] [2.62,pg.49]
t: K f?:ﬁomomorﬁsmo N GI(K,KT)
t‘KT =id
(3) Dim 3.
a€ LCK
(p€Z(K,L)= ¢ =id=¢(a) =a) = ac KL
(4) Dim. 4.
(4.1) Dim D
K Ki f.
oeG (K, F) = ) —> isomor
PP = id
ac KIBE) = fla)=a VfecG(K,F) = ¢ola) =a
= g0|Kg(K,F) =id
p: K — K. isomorf. —peg (K, Kg(K’F))
Pl = id
(4.2) Dim C
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K K i £
peg (K, Kg(KvF)) ¥ —>_ .ISOmor )
o m = id

G(K,F) C 1I(K,F) = F<KI ()
[6.4,pg.79] 1.
(%), (+x) = ¢ = id
K Ki f.
(2] —> 1S0Mmor = @ c g (K, F)
pip=id

Proposition 6.13. Sia F<L=<K, si ha
F=K separabile, finita = L = KTUSL)

Proof: Siam = [K : L]

F=<K separabile, finita = L=K separabile, finita = |Z(K,L)|=[K:Ll=m (1)
~— ~—
3.32,pg.68],[2.18,pg. 16] [6.10,pg.84]
LK = L=KTEL<K (2
~—
[6.12,pg.84]
L=K separabile, finita = KT <K separabile, finita =

[3.32,pg.68],[3.32,pg.68]

= ’I(K,KI(K’L)) ‘ = [ KTED] < K =m (2)

<~
[6.10,pg.84] Y (2),][2.18,pg.16]
1 <m (3)
L=K finita = L<K algebrica = 7 (K,L)CT (K,KI(K’L)) =I=|I|>|T(K,L)| = m (1.1)
-~ -~ -
[2.44,pg.31] [6.12,pg.84] 1)
(1.1), (3) = || =m
L=KTEL <K
[K:Ll=m [ I(K,L) . } — — KI(K.L)
K RTED) — K Ll=1=>L=K
—~— [2.18,pg.16]
(21)
O

Corollary 6.14. Sia F<K separabile e finita, allora
‘ (L| FRL=K)} ‘ < ’ (T | TCI (K, F)}
In particolare, una funzione iniettiva e’
f(L)=T(K,L)
Proof: Siano A, B i due insiemi della tesi. f e’ ben definita, infatti,

LeA= F<L<K = I(KLCI(K F)=TI(KL)eB

[6.5,pg.79]
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Sia g : B — A, la seguente funzione:
g(T) = K"
E’ anch’essa ben definita:
TeB=TCI(K.F) = F<KT<K = K" c A

[6.12,pg.84]
Infine, gf = id 4, infatti
= — KZI(K,L) -
9f(L) =g(IT(K,L)) =K = L
F=K sep. e finita, [6.13,pg.86]
Quindi f €’ iniettiva. O

Proposition 6.15.
F=K finita e normale = G(K,F)=1 (K, F)
Proof: Per la prop [6.4,pg.79], sappiamo gia’ che G (K, F)CZ (K, F'). Resta da dimostrare D.

Siap € T(K,F)
F=K finita = K=F(a,...,an), a; € K Vi
—~

[2.44,pg.31]
~ flag, ... an)
geK = 5fm, fig € Flay, ..., xy]
[2.21,pg.18]
0B = ellen.on) _ ), - ()
(] Om:n,(;ﬁsmo 4,09(0(1, B Oén) o p=id, f:g;[ﬂfh...,xn] 9(4,0(041), ) @(an))
_ f(‘P(Oél)aaCP(Oén))
= Imp = {g(w(a1),---,§0(an)) fig € Flr1,...,zn), glai,...,am) 7&0} (1)

F=K finita = F=<K algebrica = «a; algebrico su F' Vi

Sia pl(x) = Puin (aia F)

p€e€I(K,F) = (o) e radice di p;(z)

[6.6,pg.80]

pi(ai) = 0, o; € K
pi(p(a;)) =0
pi(x) irrid. in F[x]
F<K e’ normale

= (o) € K

ploy) € K Vi = ImpCK (2)
(1)
p€I(K,F) = ¢:Kr— Fp e una applicazione lineare iniettiva

[6.3,pg. 78]
=K ~ oK)= [p(K): F]=[K : F]
isom. vettoriale
2 K)CK
{( );f; )—_K~F = =K
lp(K) - F] = [K : F] [AL,4.10.2,pg.27]
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Quindi, ricapitolando,
¢ iniettiva = ¢ : K — ¢(K) isomorfismo
p(K)=K=¢p: K — K

pp=1id
=>peg(K,F)
O
Example 6.16.
G(Q(1), Q) =7(Q(x),Q) ={id, f}
con f(a+ib) =a —ib
Proof:
Qi) =Cs(2* +1,Q) = QCQ(i) ¢ normale e finita =, G(Q(1),Q) =T (Q(i),Q) =
[5.5,pg.76] [6.15,pg.87]
= Z@0)Q={d f)
[6.2,pg.78]
con f(a+ib) =a—ib
O

Proposition 6.17. Sia F<XK, a € K e H <G =G (K, F) sottogruppo. Supponendo che

F=<K estensione finita
KH=F

st ha

H=A{p1,..., 0}
con s <00, @; Fp; ViF£]

I8

Prin (0, F) = H(33 — )
i=1
dove abbiamo posto
a,=pila) K Vi=1,...,s
{oq, ...} ={a),...,al}
conr <s, oy Foy ViFEj

In particolare, la tesi vale per H = G.

Proof: Osserviamo che
F=K finita = |G| < [K:F]<+4o00
<~
[6.10,pg.84]
HCG = |H| < |G| < 4+

Quindi, possiamo scrivere H = {¢1,...,¢s} con @; # @; Vi # j.
Sia a € K, e siano

a,=pila) EK Vi=1,...,s
{on, ...} ={ad, ...}

conr<s, a;Fa; ViF]

88



Sia,
h(z) = H(z — ;) € K[z]

(1) Dim. h(z) = Puin (o, F)
Sia g € H,esia A={ag,...,a,}
(1.1) Dim. ¢4 : A — A ¢’ una biezione, ovvero e’ una permutazione su A

Per costruzione Vo, 31’ 1 o = @i ()

p(ai) = ppir (@) = p o pir(a) pjla) =ay € A

~—
H €’ un gruppo

= @1a(A)CA (%)
p € HCG =G (K,F) = ¢ € iniettiva (xx)

{|A| <00 -
= @ surriettiva

(%), (%)

(1.2) h(x) € Flx]
h(zx) e’ per costruzione simmetrico nelle variabili aq, . . ., ;, quindi non cambia applicandogli
I'indotto ®; della permutazione Dijat
®;(h)=h
o piu’ in dettaglio:
hz) =ap+ a1z + -+ apz”
®i(h)(z) = pilao) + @i(ar)r + -+ + piar)z” =

T

= Ie-wl@) =  h@)=atast-ta’

i omomorfismo J=1 i permuta gli o
pi(ag) = ao

ap + a1z + -+ arx” = pi(ag) + pi(ar)x + - + pilar)x” < pila) = a < pila;)=a; ¥j=1,...
vi(ar) = ar

vila)=a; Yi=1,...,s & p(a;) =a; Yo € H=a; € K*
a; € K Vj= h(z)e K¥[z] = Fla]

KH=F
Sia p(x) = Puyin (o, F)

(1.3) h(x) =p(z)

89



Sempre per costruzione h(a;) =0 Vi, cioe’
h(pir(@)) =0 Vi
€ HCGCI(K,F) = p(<pir(a)):0®p(ai):0$$—ai/p(x)
[6.7,pg.80]
zfozi/p(x) Vizl,...,réh(x)/p(x)
a=id(a), ide H=3k: a=qa;
h(z) € Flx]

prans 1.2 = o) /h@)

h(a) =h(ag) =0  [2.28,pg.23]

x/px ()

= h(z)
p(x /h T
O
Lemma 6.18.
F=K algebrica
K=F(ay,...,am) = 3y € K separabile su F t.c. K = F(v)
ay,...,an € K, separabili su F

Nota'?

Proof: Sfruttiamo la dimostrazione del thm [3.29,pg.65]. Osserviamo intanto che le ipotesi
garantiscono la (1) e (2) della dim di [3.29,pg.65].
(1) Supponiamo F' finito
Ripetendo la dimostrazione di [3.29,pg.65], nel caso finito, abbiamo
F=K finita, K finito
JdJae K K =F(a)
Infine,

F finit
{ 1o F=K sepabile = « separabile

=
F=K algebrica ~~
[3.27,pg.62]
(2) Supponiamo F infinito

Procediamo per induzione su n

2.1) n=1
K = F(ay), a1 separabile
(2.2) n=2
Poniamo
a=a, f=[
f(.’L') = Pmin (CY,F), g(:E) = Pmin(/@7F)
a1, Qa, ..., tutte le radici di f(z)

01,02, ..., B tutte le radici di g(x)

194 differenza del thm [3.29,pg.65], stiamo affermando che v e’ separabile e non stiamo richiedendo che F<K
sia separabile.
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Poiche’ F' ¢’ infinito
INeF: A 7é

— Q4 1§h7ia§rr
{ (1)

ﬂ] Bq 1<j#q<s
=i+ MG #an+ Mg Vji#q (1.1)
Inoltre,
a separabile = Py (o, F) = f(x) separabile = ai,ag,...,q, sono distinte = o; + A3; # ap + \3; Vi#h
= o; + A3 #an+ A3y Vi#h (1.2)
(1.1)
o+ A3 =an+ A3, & t=hAh=gq (1.3)
(1.1),(1.2)
Riusando la dimostrazione del thm [3.29,pg.65] nel caso n = 2, otteniamo
K =F(a+\3)
Nota?? Sia v = a + \S.
(2.2.1) Dimostriamo che 7 €’ separabile su F
Sia .
=T
j=1
(2.2.1.1) s(y) =0
s(la+AB) = fla+ A8 —=AB1) fla+ A3 —ABa) ...
fla+A8=AB) = fla)=
B1=B

(2.2.1.2) s(z) e separabile
f@=@@-a)(z—a)...(z — )

Fl@=28;) = [[(@ — (i + A3)))
=1

$)=Hf(9«“—/\ﬁj)=HH(w—(ai+Aﬁj))=>

j=1 j=1i=1

= le radici di s(x) sono o; + A\3; = sono tutte distinte = s(x) e’ separabile

(1.3)
(2.2.1.3) s(z) € Flx]
Poniamo .
S(x1,...,x5,x) = Hf(a: —Azj) € Flzy,... 24, 2]
j=1
dove x1,...,x,,x sono delle indeterminate. Si ha
S e’ simmetrico nella variabili z1, ...,z . .. .
. ; sono simmetrici = (B, ..., 0s) € Flz] Vi
S(@1,.. o xs,x) =Y i qi(wr, ..., @)’ 7 [ 1v74]‘I(51 Be) l2]
5.1,pg.

= s(x) = S(B1,...,0s,x) € Fla]

201a dimostrazione del thm [3.29,pg.65] nel caso n = 2 funziona anche supponendo che a, 3 siano separabili,
senza richiedere che FF<XK sia separabile.
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Sia p(x) = Puin (o, F)

[2.28,pg.23]

{p(z)/s(x) = p(x) separabile

. ~~
s(x) separabile 3.19,pg.58]

(23) n—1=n

Flag,...,an) =F(ag,...,an—1)(ay) F(v)(an), 7 separabile su F

~—~
Hp induttiva

1, @p separabili su F' = F(v1,a,) = F(v2) 72 separabile.
passo 2.2
Theorem 6.19. Data F=K finita, le sequenti proposizioni sono equivalenti:

1. F=XK e’ normale e separabile

2. 3f(z) € Flx] separabile t.c. K =CS (f(x),F)

in particolare, se K = F(aq,...,a,), «; algebrico, un tale f e’ f(x) = H {Puin (a;, F) |i=1,...

3. F<XL=K = |G (K,L)| = [K : L]
4. F = K9ED
5. (G (K, F)| = [K : F]
Proof:
(1) Dim 1. = 2.
Si ha
F=K finita = K=F(a,...,a,), «; algebrico Vi
-~
[2.44,pg.31]
Sia p;(z) = Ppin (i, F) Yi=1,...,n

F=<K normale, finita = K=CS (Hpi(x),F) (1)

[5.5,pg.76] i=1

Siano dati ¢;(x) Vi,...,r tali che

¢i(x) # qj(x) ViF#j (2)
r<n
si ha
n r ron
[I»i=) = [ i) = [I@—aiy)= (10)
i=1 alcuni p;(z) potrebbero essere uguali i=1 spezzando i g;(z) i=1j=1
dove a1, ..., Qp, sono le radici di ¢;(z) e quindi, per la (2), sono le radici di qualche p;(z)

a; Vi, j sono tutte le radici dei vari ¢;(x) e quindi anche dei vari p;(z)
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Sia f(z) = []i_; ¢;(z), si ha

f(x) = H H H —ay5) (1.2)
=1 (1 0) 1=17=1
= CS (f(z),F) = F(o;, Vu])\:,_/K
(1.1)
Resta da dimostrare che f(z) e’ separabile.
F=K separabile = «; separabile Vi = p;(x) separabile Vi = ¢;(x) separabile Vi = a;; # a;x Vj#k (3)
Se per assurdo, 3¢ # h, j,k: a;; = ok, con allora

an(ank) = 0= gi(ay;) o
_ {qhm = Puin (i, F)

qn i MONico = = q(r) =q(x) = i=hassurdo (4)
R ¢i(7) = Puin (v, I) ~ ~
qh, ¢; irriducibile in F[z] Qij=ans (2)

Quindi
1 7é h = Qg 75 Anlk (41)
(4.1), (3) = Qyj 7é apk Vi 7é hVj 7é k
aij:ahk@)i:h, jZk‘
quindi tutte le a;; sono tra loro distinte, e quindi dalla (1.2) f(x) e’ separabile.
(2) Dim 2. = 3.
Per la 2. abbiamo
K =CS(f(2),F), f(x)€ Flz] (1)
f(x) separabile (1.1)
Siano ayq, ..., an € K tutte le radici di f(z). Si ha

{K =CS(f(x),F) = K=0C5(f(@),L)

FLL=K
[2.54,pg.42]
Abbiamo
K=CS(f(x),L) = L=<K ¢ normale, finita = G(K,L)=ZI(K,L)=|G(K,L)|=|Z(K,L)| (2)
[5.5,pg.76] [6.15,pg.87]

fla) =0, f(z) € FlelCLle] =, pile) = Pun (0 L) / £(@)

[2.28,pg.23]

(1) = f(x) separabile [3.19.pg.58] per def.

n) o | |
{ (2)/ f(=) =  p;(x) separabile = «; separabile su L
L=K finita = L=<K algebrica
—~
[2.44,pg.31]

L=K algebrica

«; separabile su L Vi = Iy € K separabile su L t.c. K = L(y) (3)

K=CS(f(z),L)=L(aq,...,ap) [6.18,pg.90]
v separabile su L = p(x) = Ppin (7, L) separabile = (v =7),...,7, radici di p(z) sono distinte =

:>T:|{'71""7’7T}| \:// |I(K’L)|©‘Q(K7L)|

applicando [6.8,pg.81] con ¢ = id (2)
IG(K,L)| =r=degp(x) = [L(y):L] = [K:L]
[2.40,pg.29] (3)

G (K, L)| = [K : L]
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(3) Dim 3. = 4.
Sia G =§ (K, F),
F=<K algebrica
<K%=<
G C I(K,F) = F<XK"=<K (1)
[6.4,pg.79] [6.12,pg.84]
(1), F=K finita = [K:KC°|[K®:F]=[K:F] (2)
—~
[2.18,pg.16]
=1=[K:K<[K:Fl=m (2.2)
_ . G _ G >
l=[K: K% G (K,K%)| > |G|
3. con L=KG& [6.12,pg.84] 3. con L=F
=1>m (3)
(2.2),3)=1l=m = [K°:F]=1=F =K%
—~~

@)
(4) 4. = 1.

SiaG=G(K,F), a € K, h(z) = Ppin (o, F), si ha
(4.1) h(z) =[li—,(z — a;), con aq,...,a, € K distinti fra loro

F=<K finita .
KG - F = G—{‘le--a@s} dove
— ~~ | h(x) = Puin (o, F) = [[_, (x — ;)
4. [6.17,pg.88]
a,=pila) eK Vi=1,...,s
{ala"'7a7‘} = {allw--»a/s}

conr<s, oyFoy ViF]

(4.2) F=K € separabile

Sia a € K, p(x) = Ppin (o, F'). Per passo 4.1 abbiamo che

Jag,...,ar € K: p(x) :H(az—ai), o F oy ViFE
i=1

quindi p(z) e’ separabile
(4.3) F=K e’ normale B

Sia f(x) € F[z] irriducibile, f(z) = af(z), f(x) monico, e supponiamo Ja € K : f(«a) = 0.

Sempre per

f(z) € Flx] irriducibile r

f(Oé):O N f(x):Pmin(ayF) = H(-T_Oéi), a; € K Vi
f(x) monico [2.30,pg.24] passo 4.1 4=1
Quindi f(z) ha tutte le radici in K.

Per l'arbitrarieta’ di f(x) deduciamo che F<K e’ normale.
(5) 3.=5.

Basta scegliere L = F'
(6) 5.= 4.
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Sia G =G (K,F), F' = K©.
GCI(K,F) = F=<KY=F=<K
—~~
[6.12,pg.84]
F=K finita = F'=K finita, [K:F]=[K:F'|[F':F] (%)
[2.18,pg.16]
Possiamo percio’ applicare le proposizioni fin’ora dimostrate alla estensione F'<K.
AN G _ _
G(K,F')=G(K,K°) = =G (1)
[6.12,pg.84]
g(K’F/> = G = ! ‘ / = . / : = = ‘ g(K’F) ‘ =
K KC=F = |gK F)|=[x:F] @ [K:F_= |G(K,F) Q(K,K )
(1) 4. = 3. 5. [6.12,pg.84]

- ‘g(K,KG) = [K:F

[K:F|=[K:F|

Definition 6.20. Sia F'<K una estensione finita.

F=K ¢’ una estensione di Galois 4« vale una qualsiasi prop. del thm [6.19,pg.92]
Example 6.21.
QCQ(v2, V3)
QCQ(w, V2)

sono estensioni di Galois.

QCQ(V2)
non e’ di Galois.

Proof:
Q(V2,v3) = Q(V2+V3) = CS (p(x), Q) (%)

p(x) = 2* —102% + 1 € Q[x]
p(@) = (z— (V2+V3)(z+ (V2+V3)(z — (V2 —V3))(z + (V2 — V3)) = p(z) ¢ separabile ()
() (%) = QCQ(V2 + V3) ¢ di Galois

2. di [6.19,pg.92]

Qw, v2) = CS (z* — 2,Qlz]
23— 2= (2 — V2)(x — V2w)(x — V2w?) = 2° — 2 ¢ separabile
\:i_/ QCQ(w, \‘75) e’ di Galois

2. di [6.19,pg.92]

)
(

QCQ(V/2) non ¢ normale (vedi [5.4,pg.76]) = QCQ(V/2) non e di Galois
1. di [6.19,pg.92]
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Proposition 6.22. Sia F=K, f(x) € Flx], si ha

chF =0 = =<K e’ di Galois
K =0CS(f(z), F)

In pratica, se chF =0, la separabilita’ di f non e’ piu’ necessaria.
Proof:
K=CS(f(x),F) = F=K € normale e finita
~~
[5.5,pg.76]
F<K finita = F=<K algebrica

{F-<K algebrica

=  F=K ¢’ separabile
chF =0 ~~

[3.23,pg.60]
F<K ¢’ finita, normale, separabile = F=K ¢ di Galois

[6.19,pg.92]
Proposition 6.23.

F=<K e’ di Galoi
{ =8 ¢ abaos L=K e’ di Galois, ma non e’ detto che pure F<L lo sia

FLL=<K
Proof:
F<K e di Galois = K=0CS(f(z),F), f(x) separabile
[6.19,pg.92]
K=cCS F
{ VOB 5 k=osyw.
FLL=K ~

[2.54,pg.42]

= L=K ¢’ di Galois
~—~—
[6.19,pg.92]
Non e’ detto che F'<XL sia di Galois, infatti, I’esempio [6.21,pg.95] mostra che

K =CS(f(2),L)
f(z) separabile

Q CQ(V2)CQ(w, V2)
T T

F=K ¢’ di Galois, ma F=<L non lo ¢’

Proposition 6.24. Sia F<K una estensione di Galois. St ha
G(K,F)=1I(K,F)

Proof:
F=<K di Galois =  F=K finita, normale, separabile = G(K,F)=I(K,F)
-~ -~

[6.19,pg.92] [6.15,pg.87]
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Theorem 6.25. Corrispondenza di Galois.
Sia F<K una estensione di Galois, allora

{L| FRL=K} ‘ = ‘ {H|H<G(K,F) sottogruppo}
In particolare, un funzione biettiva tra i due insiemi e’
f(L)=G(K,L)
fHH) = K"

Proof:
(1) f € ben definita

FL=<K Z G(K,L)<G(K,F)
[6.4,pg.79]
(2) f € iniettiva
Sfruttiamo quello che abbiamo gia’ visto nella prop. [6.14,pg.86], considerando anche la prop
[6.24,pg.96]
F=<K di Galois \:i/ F=K finita, normale, separabile =

(6.19,pg.92]
AL | FRLK} —{T | T<I (K, F
#: L[| FSL=K} {T| TSI (K, F)} e’ un funzione iniettiva (x)
~ |e(L)=T(K,L)
[6.14,pg.86]
F=<K di Galoi
{ = @ alon =  L=K diGalois = G(K,L)=1T(K,L)
F<L=<K ~—~— ~—

[6.23,pg.96] [6.24,pg.96]
p(L)=T(K,L)=G(K,L)= f(L) VL= f=¢p_ = f iniettiva
(*)
(3) f € surriettiva
Consideriamo la funzione
g:{H<G(K,F)} —{L| LXF=<K}
g(H) = K"
E’ anch’essa ben definitas:
H<G(K,F) = F=KU<K
~~
[6.12,pg.84]
Per dimostrare che f e’ surriettiva, proviamo che fg = id, ovvero che
fg(H) = f(K") =G (K,K") = H
(3.1) Dim. G (K,K")=H
Sia F' = KH
(3.1.1) Dim. HCG (K, F")

K" <K di Galois (1)
[6.23,pg.96]
HY __ H
= I(K, k") =g (K, K") (2)
[6.24,pg.96]
H C I(KK")

~—
[6.12,pg.84] (2)

F<K di Galois
F<KH<K
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Resta da dimostrare H2OG (K, KH).
(3.1.2) Dim. che |H| = [K : F']

(1) = F'=<K di Galois = F'=K finita, separabile (1.1)
[6.19,pg.92]
= K=F(ai,...,an), ai,...,q, separabili, F'<K algebrica =
[2.44,pg.31]
=  Jy € K separabile su F' t.c. K = F'(y) (3)
[6.18,pg.90]
Poiche’
vye K
H < G(KF)
Ny
passo 3.1.1
(1.1) = F'<K estensione finita
F/ — KH

per la prop [6.17,pg.88] si ha ha
H ={hi,...,hs}
con s < oo, h;#h; Vi#j (4)

P() = Pain (1. F) = [[ (@ =) (4.0)

i=1
dove abbiamo posto
vi=hi(y)EK Vi=1,...,s
{r,oowt = {'717 o a’)/;} (4.1)
conr<s, vi#Fy Vitj (4.2)

(3.1.2.1) hily) # hy() Vi # j
Per la (3) possiamo applicare il thm [6.8,pg.81] (con ¢ = id), e abbiamo

— / _ /
[6.24,pg.96)

|E| = |{9(7) | g € E}|, con biezione g € E'— g(v) (5)
Presi hi,h; e H C G(K,F)=FE
~—

passo 3.1.1

hi(v) = hj(v) & hi=h; & i=]
(5) (4)
= hi(y) # hi(y) Vi#j (6)
Dalla (6), (4.1), (4.2) segue che, a meno di riordinare gli indici,
r=s, vi=" Vi=1,...,r

e quindi
degp(x) =7 = 5 = |H|
_ ) / / Lo _ L
p(@) = Pain (v, F') = [F'(7): F'] =degp(z) = [H| & [K : F'] = [H]
[2.40,pg.29] (3)
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Per concludere,

12 . Vi _ N nll _ / _ /
(1) = F'<K di Galos = ‘Q(K,F)_[K.F] - JHl < ‘Q(K,F):Uﬂ_)g(K,F)
[6.19,pg.92] passo 3.1.2 passo 3.1.1
K F) =[K:F
9K F)| =K F] < o
F'<K e finita
H:‘ K, F)| <
=[G ED <o L g gk ) = 0 (15, K
HCG (K, F)

O
Proposition 6.26. Sia f(x) € Flx] separabile, K = CS (f(x),F), A= {a1,...,a,} Uinsieme
delle radici di f(x), deg f(x) =mn. Si ha la sequente immersione tra gruppi:
D:G(K,F)—S,(A)
prPa

dove Sy, (A) e’ il gruppo delle permutazioni su A, che puo’ essere visto direttamente come Sy,.

Proof:
(1) Dim. che ® €’ ben posta.
Presa ¢ € G (K, F) dimostriamo che ¢' = ¢4 € S,(A).

' (o) € A, infatti
F@' () = flelai)) = @(f(ei)) =¢(0) =0
[6.7,pg.80]
f@'()) =0=¢' () € A

0 € G (K,F) = ¢ iniettiva = ¢’ iniettiva

i A— A

¢ iniettiva = ¢’ biettiva

A finito
f(x) separabile = ag, ..., a, sono tutte distinte = |A| =n
{(p’ biettiva € Su(A)

Al =mn

(2) Dim. che ® ¢ un omomorfismo tra gruppi

®(fg) = (f9)ja = fga
914 GSn(A):& Img|A:A¢fg‘A:f|Ag‘A

D(f)o®(g) = flacgia = fga = ®(fg)
(3) ® ¢ iniettiva
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ker® = {f € G (K, F) | fla =id}
fia=id & flala;) = o Vi

h(ah ,Oén) .
K=F . = F
ke (ala ,O[n) ,:>, k j(OZl, 7an)a haj S [mla axn]
[2.21,pg.18]
_ fh(ala"'aan) _ _ h(f(al),,f(()én)) _ h(ala'”van) _
TW = e T (@) flon) e
f omomorfismo firp=id, f omo. fla=id

fk)=k Vke K= f=idg
Quindi, fj4 =id & f =idg = ker ® = [id] = @ ¢’ iniettiva

O
Corollary 6.27. Sia f(z) € F[z] separabile, K = CS (f(z), F), deg f(x) =n. Si ha
(K F] = |G (K, F)| /n!
Proof:
F bil
f(x) € Fla] separabile FCK di Galois = [K : F] = |G (K, F)|
K=C5(f(z),F)
[6.19,pg.92]
Per la prop. [6.26,pg.99], abbiamo la seguente immersione tra gruppi:
d:G(K,F)—S,
mo < S, = |Im<I>|/|Sn|:n!
—~
Lagrange [AIL,1.53,pg.19]
= |
9(K.F)| = |me|/n
& iniettiva
O

Definition 6.28. Sia H un gruppo di funzioni e A un insieme non vuoto.

H ¢ transitivosu A & Vaj,a5 € A o€ H: o(oy) = a;
Rievocando il concetto di orbita (vedi [AIL,1.9,pg.72]) possiamo dire:

H ¢ transitivo su A < Og(a) ={h(a) |he H} = A YVa € A

Proposition 6.29. Sia f(z) € Flz] , K = CS(f(x),F), deg f(zr) =n>1, G=G(K,F), A
Uinsieme delle radici di f(x). Si ha

G transitivo su A < f(x) irriducibile in Fx]

Nota: se f(x) e’ separabile, allora per la [6.26,p9.99], G ~ H < S,. Quindi per controllare
che G sia transitivo, basta controllare che H sia transitivo su {1,...,n}. Cosi’ facendo non
dobbiamo considerare A (e quindi le radici di f(x)). Bisogna pero’ determinare H.

Proof:
(1) Dim =
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Sia h(x) € F[z] un fattore irriducibile di f(z). Dimostriamo che h(z) = f(x).
Sia a € K una radice di h(z)
hMa)=0= fla)=0=>ac A = Ogla)=A
G transitivo su A
0, €EA=0g(a)=>FpeG: pla) =
p e GCI(K,F) = h(p(a))=eph(a)) =¢0)=0= ¢(a) = «o; radice di h(zx)
[6.7,pg.80]
a; radice di h(z)Va; € A (1)
Quindi tutte le radici di f(x) sono radici di h(x), e quindi

(1) = f() /()
h(x) fattore di f(z) = h(x)/f(x)
= h(z) = f(z)
Percio’ f(z) e’ irriducibile in F[z].
(2) Dim <«
Dobbiamo dimostrare che
Vaj, o € A Jp € G: p(a;) = a;

Abbiamo:
f(z) irrid. in F[z] ) N N (o) = oy
o, 0 radici di f(z) NP I F(ay) F(8;) isomorfismo t.c. {1/)|F _id (1)

[2.38,pg.28)
Adesso cerchiamo di estendere ¢ a una ¢ € G usando il thm [2.52,pg.38]:
{Fgﬂao, F(oj)CK = F(ay, ..., an)

K =CS (f(x),F) S K =05(f(2), F(e)) = CS (f(x), Flay)) (2)

[2.54,pg.42]
Sia ¢ : F(a;)[z] — F(a;)[z] I'indotto di ¢, abbiamo
Vi) = @

Yip=id, f(z)€F[z]
K'=CS ' (f(2), F(ay)) = CS (f(2), F(ay)) = K
(2)
Sia F' = F(«a;), F" = F(a;), e applichiamo il thm [2.52,pg.38]:
Y : I — F" isomorfismo
_ /
;(’Z)KT v Oé??f( . F) N Jo: K ~ K’ = K isomorf.
= x 5
- \/’(2) o =1
FI'2K = CS (' (f(x)), F")
Abbiamo cosi’ trovato la nostra ¢, infatti,
o € Floy) =F', o =1 = p(ag) = () = aj
¢h)
¢ : K — K isomorfismo
or = Y = id =>peG(K,F)=G

~—~
FCF (1)
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Theorem 6.30. Sia F<K una estensione di Galois e sia FXL=<K. Si ha

6P K:F
L= e w D) T R

2. F=L ¢’ di Galois < G(K,L) <

(K, F) sottogruppo normale

K, F
3. FXL ¢’ di Galois = G (L, F) ~ 7711) il gruppo quoziente

Ponendo G =G (K,F), H=G(K,L), J=G(L,

|Gl [K:F]
1. [L.F]_ﬁ_[K:L]

2. F=L e’ di Galois < H < G sottogruppo normale

G
3. F=L e’ di Galois = J ~ — il gruppo quoziente

H
Proof:
(1) Dim 1.
. . [K : F|
F=K Galois = F=<K finita = [K:L[L:F]=[K:F)<[L:F]=
~~ [K : L]
[2.18,pg.16]
F=<K Galois = L=K Galois = [K:L=|G(K,L)|=|H|
-~ -~
[6.23,pg.96] [6.19,pg.92]
=< i : = =
F=<K Galois = [K:F]=I|G(K,F)|=|G|
[6.19,pg.92]
[K:F] |G|
[L:F]= =
[K:L |H|
(2) Dim 2.
(2.1) Dim =
Consideriamo la seguente mappa:
¢:G—J
pelGr oL
(2.1.1) ¢ e’ ben posta: ¢(¢) =L € J =G (L, F)
F=<K algebrica = F=L algebrica
—~
[2.45,pg.31]
Per Hp F=XL ¢’ di Galois = ZI(L,F)=G(L,F)=J (%)
[6.24,pg.96]
F=K di Galois = F=K algebrica = F=K
—~
[2.62,pg.49]
oL L—KCK=F
(eiL)iF =_¢F = id
~— ——
FCL  ¢ecG=G(K,F) =L €I(L,F) =J
¢ € G = p omomorf. = ¢, omomorf. (%)

F=L algebrica
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(2.1.2) ¢ € un omomorfismo tra gruppi
Segue immediatamente dal fatto che ¢ e’ ben posta:

#(fg) = (fa)L = faL

(f)od(g) = fiLaic

#(9) = gL £ J= G(L,F)=gr:L— L= fiLgL=for
passo 2.1.1

&(f)op(g) = firgiL = foiL = é(f9)
(2.1.3) ker¢p = H

geG=G(K,F) B
{¢(g)id<:>gLid %QEQ(K7L)_H

Quindi g € kerp < g€ H
Poiche’ ker ¢ e’ normale, anche H lo ¢’.

(2.1.4) Dim 3.
Applicando il thm dell’lomomorfismo tra gruppi (vedi [AIL,1.147,pg.60]) all’omomorfismo
¢, si ha

G
~1 — o~
ker ¢ mé \ﬁ’ m ¢
H=ker ¢
Dimostriamo che Im ¢ = J:
G G |G|
mo~p=lmol=|g| = o A = 6ER)I=1]

[AIL,1.114,pg.47] passo 1 F<L Galois
Im¢pCJ
[Im¢|=|J| = Im¢=1J
J €’ finito

(2.2) Dim <«

Continuiamo la dimostrazione della 2., implicazione < .
Dobbiamo dimostrare che F'<L e’ di Galois. Lo faremo usando la caratterizzazione
[L:F]=|G(L,F)|=|J]|

Procediamo:
F=<K di Galois = L=K diGalois = L=K95L =FKH (3)
~~ ~~
[6.23,pg.96] [6.19,pg.92]
Riconsideriamo la mappa
¢:G—J
peG L

Stavolta, per dimostrare che ¢ e’ ben posta, sfrutteremo la normalita’ di H.
(2.2.1) ¢ € ben posta: Im¢pC.J
Preso g € G dimostriamo ¢(g) = g € J =G (L, F)
g|F =id
geG=gr:L—K (%)

g isomorfismo = g|;, immersione

gL : L — L isomorfismo

< Im =L
gFr = id . oz

g|L€g<LaF)<:>{
(%)
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Quindi, basta verificare che Im g, = L
(2.2.1.1) Dim. Img;,CL
Sia o € L.
gla)e L_= K7 < h(g(a)) =gla) YVhe H
(3)
h(gl@)) =gla) & g 'hgla)=a ()

g isomorfismo

h € H < G normale = g thg=HeH
—

caratterizz. sottogruppi normali [AII,1.104,pg.42]
(#%) & h'(a) = a vero perche’ a € L = K

Quindi e’ vero che h(g(a)) = g(a) Yhe H
(22.1.2) Img|, = L

ImgCL=gr:L— L
F<K finita = F=L finita

gr:L— L
(9L)r —IF = id = g)r € una applicazione lineare e quindi un endomorfismo
FCL —~
. - . 2.15,pg.15

Ly spazio vett. di dim. finita [2:15,pg.15]
g iniettiva = g|7, iniettiva
g1 endomorfismo iniettivo = gL € un isomorfismo vettoriale = Img|;, = L

[AL,8.1,pg.50]

(2.2.2) ¢ € un omomorfismo tra gruppi
Si procede come nel passo <3>2.

(2.2.3) ker¢p = H
Si procede come nel passo <3>3.

In definitiva, per il thm dell’omomorfismo:

%2Imq’)§J (+)

: G G|
C . > — > — — - — :
FCL finita = [L:F]>|G(L,F)|=|J| > ]H\ T [L:F]
[6.10,pg.84] (+) [AIL1.114,pg.47] passo 1
=I[L:F|=|G(L,F)| =  F=Le¢ diGalois
~—

[6.19,pg.92]
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Corollary 6.31. Sia F<K una estensione di Galois, e sia
G=G(K,F)
H < G sottogruppo
allora
_ 1G] _ [K : F)
|H|  [K: K]
2. F=K" ¢’ di Galois < H < G sottogruppo normale

1. [KH:F)

3. F=K" ¢’ di Galois = G (KH,F) ~ % il gruppo quoziente

Proof: Utilizzando la corrispondenza di Galois (vedi [6.25,pg.96]). abbiamo
H<G=FK"<K
G(K,K™)=H (1)
Ponendo L = K| e applicando il thm [6.30,pg.101]:
K F K:F

G (K KH)] K K]
2. F<K" ¢ di Galois < G (K, KH) < G (K, F) sottogruppo normale

, , G(K,F)
CP<KH & H ~
3. F<XK" ¢ di Galois :>Q(K ,F) G (K. KT
Per la (1), e considerando G = G (K, F'):
v, |Gl _ [K:F]
1. [K F]—| T KK

2. F=K*" ¢ di Galois < H < G sottogruppo normale

3. FXK™ ¢ di Galois = G (K" F) ~ %
che €’ la tesi.
Proposition 6.32. Sia F<K di Galois, FXL=K, o € G=G (K, F). Si ha
F=2p(L)=K
p(L) si chiama campo coniugato di L.

Proof:
FCLCK = o(F)Cp(L)Ce(K)
peG(K,F) = ¢r=id=@(F)=F
p€eG(K,F)=¢: K — K surriettiva = p(K
Resta da verificare che ¢(L) €’ un sottocampo di K: siano a,b € L,
L campo = a—b,ab™' €L w(a) — ¢(b) =

¢ omomorf. cL

p(a)p(b) = p(ab ) € p(L)

ab
~—
€L

Proposition 6.33. Sia F=<K di Galois, FXL=K, p € G=G (K, F). Si ha
G(K,p(L)) = ¢G (K, L)p~"
dove 9G (K, L)o™" ' {pgp™" | g€ G (K, L)}
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Proof:
(1) Dim D
Sia g € G (K, L). Dimostriamo che pgp~! € G (K, ¢(L)).
wgp ! e composizione di automorfismi su K = ¢ge~! e un automorfismo su K
Resta da verificare che (¢g¢™1)|,(1) = id. Sia b € ¢(L)
bep(L)=3acL: pla)=">

(g™ H)(0) = pgp~tpl(a) = pgla) = ¢la)=0
Q i g|r=id, a€L
uindi
0gp~!: K — K isomorfismo 1
. i = pgp 'l € G(K,p(L))
(g™ )jpr) =1
(2) Dim C

Sia ¢ = o=, L' = p(L).
_ _ -1
peG=G(K,F) = v¢Yv=¢p €G
G gruppo
F<L=<K = F<L'<K
—~~

(6.32,pg.105]
Allora, per quanto dimostrato nel passo precedente, abbiamo

06 (K. L'~ €6 (K. 0(L) & oG (K. o(L))eCG (K. L) & G (K. (L) CeG (K. L)p™
()
(*) Infatti,
e lgp € T'G (K, p(L)pCG(K,L) =39 €G(K,L): ¢ 'gp=9g < g=9g o' € G (K,L)p*
O

Proposition 6.34. Sia

1. F<K, FXL<K

2. L=F(ai,...,a), a1,...,a, € K

3. o e IT(K,F), conp(a) =0; Yi=1,...,n
Si ha

SO(L) = QD(F(OZl,...,Oén)) = F(ﬁla7ﬂn)
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Proof:

eI (K,F) = ¢ iniettiva = Imo, =¢(L)~L
[6.3,pg.78] ¢ omomorfismo tra anelli
L campo
= (L) = p(F(ai,...,a,)) campo
{gp(L) ~ L
Flag,...,a,) = {f(al,...,ozn) f(x1, ey mn),9(x1, .y 2) € FlT1, ..., T0), g(al,...7an)7é0}
~~ glag,...,an)
[2.21,pg.18]
(p(f(ala"'aan) _ pr(alw--aan) _ f(@(al)vaso(an)) _
g(ala”-aan) ~ @g(ala'“»an) \/ g(ﬂp(al),...,@(an))
¢ omomorfismo | p=id, ¢ omo.
f(/Blv"'7ﬂn)
="———" cF(f,...,0
9Br, s fa) < L)

Quindi, ()O(F(ah"wan))gF(ﬁla"'7677,)
Bl?"'aﬁn \6/_/ @(F(al”"van))

Bi=p(a:)
F g oo, 0n)) = F(B1,...,Bn)Co(F(ai, ..., an))
p p=id
o(F(a,...,a,)) campo
Qujndi F(ﬂla"'aﬁn):@(F(al,...,an)) 0

6.1 Teorema fondamentale dell’algebra

Proposition 6.35.
C e’ chiuso < (f(z) € Rlz], deg f(z) >1=FaecC: f(a)=0)

Proof:
(1) Dim. =

f(z) € Riz)cCla]
Ma C e’ chiuso, e quindi per definizione, f(x) ha una radice in C.
(1) Dim. <
Consideriamo l'operazione di coniugazione:
:C—C
Z—Z
= € un omomorfismo di campi, infatti,
a+tb=a+b
ab = ab
e’ inoltre un isomorfismo (la sua inversa e’ se stesso).
Quindi per la prop [1.13,pg.3], anche il suo indotto
7 Clz] — Clz]

e’ un isomorfismo.
Per dimostrare che C €’ chiuso, consideriamo un generico h(xz) € Clz], con degh(z) > 1, e
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vediamo che h(z) ha una radice a € C.
Sia f(x) = h(z)h(z)

—
~

fla)=h@h(x) = B@h(z) = k(o)) = f(2)
“omomorfismo
flz)=f(z)= flzx) € Rlz] = daeC: fla)=0& h(a)h(a) =0 < h(a) =0V h(e) =0 (1)
Hp

Se h(a) =0, o ¢’ una radice di h(z). Supponiamo allora che h(a) # 0. Per la (1)
h(e) = 0= h(e) =04 h(@) = 0= a ¢ radice di h(z)

Proposition 6.36. Sia f(x) € R[], allora

deg f(x) dispari = Ja € R: f(a)=0
Proposition 6.37.

f(x)=ao+ -+ aqx?, d dispari
Supponiamo aq > 0 (analogamente si vede per ag < 0). Si ha

wh_)rr;o f(z) = wh_)rrgc agx® = o0
ag>0
Quindi, definitivamente f(x) sara’ positivo. Allora esiste b€ R: f(b) > 0.
1i _ 1 d _ _
R
aq>0, d dispari

Quindi, definitivamente f(x) sara’ positivo. Allora esiste a € R: f(a) < 0.

{ﬂ@ﬂ®<0

f continua N Jo €] min{a, b}, max{a,b}[: f(a)=0

thm dell’esistenza dello zero

Proposition 6.38. Sia f(z) € C|x]
deg f(z) =2 = f(z) si spezza linearmente in Clx]
Proof:
f(z) =az® +bx+c

—b+Vb% — dac
— e )

Le sue due radici sono

dove
b?> — 4ac = p(cos b + isin )

Vb2 —dac= ﬁ(cosg +ising>

€ R, infatti, per il thm dei valori intermedi, 2 ammette tutti i valori tra il suo inf = 0 e
p b b p b
sup = 400, quindi

Iy e 0,40l VP=pey=peER
Quindi tutti gli elementi fin’ora esposti stanno in C, e in particolare le radici di f(z) sono in C.
Quindi per Ruffini, f(x) si spezza linearmente in C. O
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Theorem 6.39.
C e’ algebricamente chiuso

Proof: Grazie alla prop [6.35,pg.107], basta dimostrare che preso ®(z) € Rz], deg ®(z) > 1
esiste a € C: ®(a) =0.

Se ®(z) € irriducibile in C[z], sia f(z) = ®(z), altrimenti sia f(x) un suo fattore irriducibile e
monico in C[z]. Dimostreremo che f(z) ha un radice in C.

Sia L = CS (f(z),C) = C(aq,...,an), dove ai,...,a, € L sono le radici di f(z).

(1) C=<L ¢’ di Galois

C=L algebri
{ =L algebrica =  L=C ¢ separabile (x)
~~

chL =0
[3.23,pg.60]
f(z) € [ ]CClx] irriducibile
flan) = = f(x) = Pnin (a1, C) che e’ separabile per la (x)
f(x) monico [2.30,pg.24]

)
f(x) € Cla] separabile = C=L ¢’ di Galois
L=0C8(f(x),C) ~
[6.19,pg.92]
(2) R=L ¢’ di Galois
Se f(i) =0V f(—i) =0 sia g(x) = f(z), altrimenti sia g(x) = f(x)(x2 +1). Poiche’ 22 + 1 ¢’

separabile (le sue radici sono 1) e anche f(x) ¢ separabile, g(z) e’ ancora separabile.

{[R(;):R}:[(C:R}:Q L R() = C

{L =C8(9(2),R) = RCL ¢’ di Galois
—~

bil
g(z) separabile 61000 07]

Consideriamo la catena
R=<C=<L
abbiamo
[C:R]=2 o 2/[L 'R} < [L:R] =2m = 2""'q, con ¢ dispari

[2.18,pg.16]
In pratica, abbiamo scritto 2m mettendo in evidenza tutti i fattori 2, ovvero

t+1:max{z€N|2z/[L:R]}
(3) Dim. che ¢ =1

R=L di Galois ()

_ L] — ot+l < : _ ot+1
G (L, R)| L:R]=2"¢ = 3H<G(,R): |H =2
(), [6.19,pg.92] [AIL,2.8,pg.83]
Per la corrispondenza di Galois (vedi [6.25,pg.96]) abbiamo:
R=L7<L

G(L,L™)=H (%)
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{4)

inoltre
R=L di Galois = L"=LdiGalois = [L:L"]=|G(L,L")| = |H|=2""
~~ ~~ ~~

[6.23,pg.96] [6.19,pg.92] (%)
[L:R] =2i*t1q H o1
{[L:LH]_2t+1 = [ETR=g
[2.18,pg.16]
R=<L Galois = R=<L separabile = R=<LH separabile
[3.32,pg.68]
R=<LH finita =  R=<L fin. gen.
—~
[2.44,pg.31]
RjLZ separabile N IH _ R(3)
R=<L" fin. gen. ~~
[3.29,pg.65]

R=<LH finita = R<L algebrica = 3 algebrico su R = Ip(z) = Puin (3, R)
degp(z) = [L7 :R] =¢

degp(z) = q dispari N B eR: p(r) =0
p(z) € Rlz] ~
[6.36,pg. 108

riducibil
p(z) irriducibile = degp(z) =1

p(?“) =0 Ruffini
g=[L" :R] = degp(z) =1
t=20
R=<C=<L
. —_ot+l_ _ ot+l
[L:R]=2""¢q = 2
q=1

L:R] =2t+!
%(C'R]]:Q =[L:C]=2'

Supponiamo per assurdo che ¢ > 1.
C=L e di Galois (passo 1) = |G (L,C)| = [L:C] = 2" = G(L,C) ¢ un 2 — gruppo

= N <G (L,C) normale : |[N|=2""1 (2)

[AIL2.5,pg.80]
Utilizzando la corrispondenza di Galois (vedi [6.25,pg.96]). abbiamo
C=LN <L
G(L,LY)=N
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allora
C=<L di Galois

= C=LV ¢’ di Galois = c=rV separabile
g (L7 LN) =N < G(L,C) normale ~~ ~~

[6.30,pg.101] [6.19,pg.92]
C=L finita = C<L" finita = C=<L" fin. gen.

C=<L" fin. )
N . gen' =  Jy: LN =C(y)
C=<L" separabile ~~

[3.29,pg.65]

C=L" finita = C=<L" algebrica = 7 algebrico su C = 3q(x) = Puin (7,C)
C=L di Galois = LY=L di Galois
—~
[6.23,pg.96]

. TN _ Ny _ ot—1
[L:L"N] = G (L, LY)|=|N| = 2
LN <L di Galois,[6.19,pg.92] (2)

L:Cl=2 2t
{[ ] = [LVN:Cl===2

-~

[L:LN]=2t1 2t-1
[2.18,pg. 16]

deg q(z) = deg Puin (7,C) = [C(7) : €] = [LV : C] =2
{deg q(z) =2

(x) € C N
alw) € Cla] [6.38,pg.108]
assurdo contro ¢(z) = Puyin (7, C).

(5) Q.E.D.

q(z) € riducibile in C[z]

passo 4
CCL
[L:C]=1
quindi f(z) ha tutte le radici in C. Noi volevamo dimostrare che ne aveva almeno una.

=C=L=Clay,...,an) = a1,...,a, € C

O

6.2 Estensioni ciclotomiche

Lemma 6.40. Sian > 1, (n,p) =1, p primo, ¢ = p", allora

n/qm—1©o(q)/m
dove o(q) e’ Uordine di q in U(Z,,), gruppo moltiplicativo degli elementi invertibili di Z,,.
Quindi,
min{m | n/qm—l} = 0(q)
Proof:

(n,p) =1 (n,9) =1 & q€U(Zn)

q=p" Vedi Al

n/qm—lﬁqmzl U(Zn)(@o(q)/m
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Proposition 6.41. Osservazione generale su U, e " — a.
Sia f(x) =a™ —a € Flx], F campo, a # 0. Le radici di f(x) sono:

b, wib, wab, ..., wube CS(f(x),F)

dove b" = a, U, ={l,w1,...,wm}
(Un, ) € Uinsieme delle radici n-esime dell’unita’ nel campo F, ovvero
U,={£€CSa"-1,F)|"—-1=0}

(Un,-) € un gruppo moltiplicativo.
Si distinguono i sequenti casi:
CASE: chF' =0
Qui, ritroviamo Uy, classico, ovvero
U,={¢€C|¢"—-1=0}
e le radici di f(x) sono tutte distinte, ovvero f(x) e’ separabile.
Inoltre, U, e’ ciclico (vedi [AIL,1.16,pg.]]) U, = (w), con |Uy,| = n, quindi le radici di f(x)
sono

b, wh, wW?b, ..., W be CS(f(x),F)

CASE: chF = p, p/n
Allora
U, = {1}

e le radici di f(x) si riducono all’unica radice b (quindi f(x) non e’ separabile).
CASE: chF = p, p/(n, F finito

1. U, e’ ciclico
9. UngF@n/\F\ —1
3. Se |F| =gq, ovvero F ~ F,, allora
la piu’ piccola estensione FCK t.c. U,CK e’ data da un campo K t.c. |K|=q™, ovvero K ~ Fym
dove m = o(q) = ordine di q in U(Zy,)
CASE: chF = p, p/(n, F infinito
Cosa si puo’ dire?

Proof: Sia K =CS (2" —1,F).
(1) (Uy,-) € un gruppo

1 # 0=0none radicedia” —-1=0¢U,
<~
[1.1,pg-1]
U,CK
0¢ U,
Allora, basta verificare che (U,,-) < (K*,-), ovvero che
ab~t e U, Va,beU,

= U, CK~”
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Quindi,
a,belU,=ad" " =b"=1

_ —1 _ _
(ab™H)" = a"()  =1=(abH"—1=0=ab"t €U,
a,belU,, CK* campo
Siano (wop = 1), w1, ..., ws, gli elementi distinti di U,, (U,, € necessariamente finito perche’ 2™ —1
ammette un numero finito di radici).

Poiche’
(bw;)" = b "Wl = a = bw; radice di 2" — a

o n n §" £\" 3 S
Eradicedi 2" —a< " =a=0b \(—); bnl@(b> —1¢>E€Un<i>g—w¢¢>§fwib
a#0 < b#0
si ha che
{radici di f(z) =2" —a} = {bw; | i =0,...,m}

Esaminiamo adesso i vari casi.
CASE: chF =0

U, € ciclico: U, = (w), con |Uy,| = n (vedi [AIL,1.16,pg.4]). Quindi, le radici di f(z) =

™ —b" € F[z] sono

b,wb,w?b, ... ,w" b
f(z) € separabile, infatti,
! =0 0 0 w0 0 0
fllxy=nz"""=0en=0ve=0& chF/n Ve=0 < =0 (x)
chF=0
5 . . . / _ —

¢ € radice multipla di f(z) & f'(§)=0 & £€=0

[1.17,pg.6] ()
= Ji: wb=0 ¢ w'=0 & w=20
—~ <~ <~
le radici di f(z) sono wib b#0 K ¢ un dominio

assurdo contro 0 ¢ U,,.
Quindi f(z) non ha radici multiple, ovvero e’ separabile.

CASE: chF = p, p/n

" —1=z" - 1"

= (z-1)"=0U,={1}
[1.20,pg.7]
e quindi

b=wib=wyb=...w,b
CASE: chF = p, p/(n, F finito
(1.1) (U,,-) € ciclico

{F* e’ ciclico (vedi [3.8,pg.53]) U, ciclico (1)
n

U, <F~*
1.2 [AIL,1.39,pg.13]
1.2) Dim. 2.
(1.2.1) Dim. =
U, < F*, U,, F* gruppi = n= |Un|/|F*| =|F|-1
Lagrange [AII,1.53,pg.19]

(1.2.2) Dim. <«

113



n/|F*|7 F* ciclico = AH < F*: |H|=n (2)
[AIL,1.42,pg.14]

|H|=n = h"=1VYhe H= HCU,
~~~
Lagrange [AII1.53,pg.19]
C
HEUn =U,=H<F*
[H| =n = |Un|

(1.3) Dim 3.
Per la prop [3.17,pg.57] possiamo scrivere
F=F,CK = Fyn
Per la 2.
UngK(:)n/|K|—1:qm—1 & m = o(q) in U(Z,)

p/n & (n,p)=1, lemma [6.40,pg.111]

Theorem 6.42. Sia U, = (w) il gruppo delle radici n-esime dell’unita’. Poniamo

fla)=a" ~1
fm(z) = H r—u dove m/n
u€Up: U7n:<u>
¢ funzione di Eulero, ovvero p(n) =|{m e N| (m,n) =1, m <n}|
dove (m,n) = MCD(m, n)

si ha
L f@)= ] fm@
3. [Q(w) : Q] = deg fu(z) = »(n)
4. Q=Q(w) €’ di Galois
Proof:
(1) Dim 1.
Per la prop [1.19,pg.7] le radici di f(x) sono
(1=w"),w,w? ... W
Quindi

n—1
fla) = Lo
=0

Sia m < mn. Osserviamo che preso un elemento u € U,,
Un = (u) & o(u) =m (x)

fm(x) = H NG H x—u

w€U,: Uy =(u) (%) w€Uy,: o(u)=m
(1.1) U, = {u e U, | o(u) =m, m/n}
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Basta dimostrare C.
ue U, = o(u)/|Un\:n:>u€{uEUn|0(u):m7 m/n}

[AIL,1.54,pg.19]
Allora,
n—1
f(x):ll]xfwz = EUx—u = H xfu:Hfm(x)
= Up=(w) ¥&Yn passo 1.1 wEUn: o(u)=rm, m/n m/n
(2) deg fn(z) = ¢(n)

Abbiamo visto che

fulz) = H x—u
w€U,: U,=(u)
Allora, basta contare gli elementi di {v € U, : U,, = (u)}.
vwelU,=(w & Ji: w=u i<n
Up = (u) = (w") NP (i,n) =1 (%)
[AIL,1.45,pg.16]

{u €U, |Up=(u}| = [{w' €Uy | (i,n)=1,i<n}|=|{i|(i,n) =1, i <n}|=¢n)
()
(3) Dim 2.
PROOF SKETCH: f,(z) € monico, f,(w) = 0. Per vedere che f,,(x) = Pnin (w, Q), basta allora
dimostrare che f,(x) € irriducibile in Q[z]. Utilizzeremo la prop [AI23.1,pg.112] per poter
dimostrare che f,,(x) €’ irriducibile in Z[z]. Dimostriamo per induzione che f,, (x) € Z[x], fn(x)

primitivo e che f,(z) € irriducibile in Q[z]. Procediamo per induzione forte su n.
(3.1) n=1

f(x)=2z—-1= fi(x) =2 — 1 che € irriducibile in Q[z] ed €’ anche primitivo
(3.2) Supponiamo la tesi vera per 1 < m < n e dimostriamola per n
(3.2.1) fn(z) € Z[z] ed €’ primitivo

Poiche’ n > 1, I'insieme {m / n, m# n} non e’ vuoto. Possiamo quindi considerare:

g@)= I  ful@)=3m" <n: g2)= [] fm(z) €]

m/m m#n m/m’ €Z[x] per Hp indut.
fm(z) € primitivo (per Hp indutt.) Vm <n = H fm(x) = g(x) ¢ primitivo (1)
lemma di Gauss [AL,16.19,pg.69] /m,

f(z) € Zz] _f®)
{gm ezln) ~ = gy €O
Con ¢(f) indichiamo il contenuto del polinomio f (vedi [AI,16.2,pg.69]). Poiche’ f,(z) €
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Qlz], possiamo considerare la sua parte primitiva:

fla) €Qla] = f(a) = 2+ Laod o4 ot ayb €2
1

bo b b,
fulz) = g fa(z), dove

d = mem {bo, ..., b},

b= ¢(df(z)) = MCD {d;:' |z'0,...,r}

~ dao da1 dar r

fn(f):%ﬂmeJr"'Jr o, - € Zlz]

fulz) € Z[z], fo(z) primitivo
fn(z) primitivo, g(x) primitivo per la (1) = fu(x)g(x) primitivo < ¢(fog) =1

lemma Gauss [AI,16.19,pg.69]
b~ -
2" = 1= f(2) = fa(2)9(z) = S fal2)g(2) = da” — d = bfu(2)g(2) =
= c(dz™ —d)=c (bfn(ac)g(x)) ; b=b=d
=d C(fng):1

fulz) = gfn(x)\://fn(x) € Z[x] ed € primitivo
(3.2.2) fn(z) € irr;i(iztfcibile in Q[z]

(3.2.2.1) Sia « radice di f,,(z) e sia p(x) = Pupin (@, Q), si ha:

g primo t.c. ¢{n = p(a?) =0
Infatti,

Tal@) =0 = p(@) ) fal2) & p@)h(z) = ful@)
[2.28,pg.23]
@n) =1 0y U, = fu(a?) =0 Yi(al) = 0 N =0V h(a?) =0
) At = U= 1(a?) = 0 6 pla”)hla”) =0 & pla) = 0V ) =
Supponiamo per assurdo che h(af) =0
h(a?) =0 = a € radice di h(z9) =0 NP p(:lc)/h(xq) < p(x)l(x) = h(z9)
[2.28,pg.23]
Passando in Zg[z], per la prop [1.20,pg.7] si ha :
p(x)l(z) = h(z)? in Zg[z] (+)

116



Allora preso un fattore irrididucibile p(z) € Z,[z] di p(x), si ha

/p =>p /h

p'(z) 1rr1du(:1blle in Zg[x] & p(z) primo in Z,[z]
Zq(z] ED, ,[1.8,pg.2]
=p (I)/h(l’) in Zg[z] = p'(z)k(z) = h(z) in Z,[z]
) primo

((2) /p<x> = p(a) = p'(@)q ()
a" =1 = f(x) = fa(x)g(z) = p(x)h(x)g(z) = p'(z)q' (x)p (2)k(z)g(x) = p'(x)*¢ (x)k(z)g(x)
p'(x)?
Diz" —1]=na""' # 0 Vz#£0
—~—

afn
ma 0 non e’ radice di 2™ — 1
=P & —1=0=Dl" -1]¢) =
= 2" — 1 non ha radici mult. in Z,[z] = =™ — 1 ¢’ separabile in Z,[z]

ammette radici doppie = z™ — 1 non €’ separabile in Zg[z]

[1.17,pg.6]
Assurdo.

(3:22.2) fu(a) /p(2)

Sia v una radice di f,(x). Per quanto visto in precedenza '
aradice di fp(x) = U, ={(a)=>Ji<n, (i,n)=1: vy=a'
1=Dp1...Ps P; primo
(i,n) =1 :pi)(n Vi
at = qP1Ps = ((ap1)172)-~

Sia

B = (o)) )™

dimostriamo per induzione che f,,(Bx) =p(Bx) =0 Vk=1,... s

1. Base:

a radice di f(z) = U, = ()

(i,n) =1
. :>(p1an):1
P1/l
Ny Un = (aP') = of* = f; ¢ radice di f,, ()

[AIL,1.45,pg.16]

puprimo, pfn =, pa?) =0 p(By) =0
passo 3.2.2.1
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Bri1 = By

Per ’'Hp induttiva, §i €’ una radice di f,(x), allora applicando la base
(sostituendo « con fi e py con pr41) si ha f,(Bk+1) =0,

Per Hp induttiva p(8x) = 0 = p(z) = Puin (Bk, Q)

p(z) = Puin (Br, Q) \:/;_/ p(ﬂikJrl) — 05 p(frp1) =0
pk+1Xn passo 3.2.2.1

In particolare, per k = s, abbiamo ‘
By = aP1Ps = qf =

p(Bs) =0« p(a’) =0 p(y) =0
Ricapitolando: abbiamo preso una generica radice v di f,(z) e visto che p(y) = 0

quindi, per Ruffini
fal@) /ple)

e poiche’ avevamo gia’ visto che p(:c)/fn(a:)7 si ha f,(x) = p(z). Quindi
fn(x) = p(x) = Puin (o, Q) = f(x) irriducibile in Q[x]

(3.2.3) Q.E.D.
fa(2) € Z[z]CQ[z]
fn(x) irriducibile in Q[z] b
fn(x) monico N Jn(@) = Fain (0, Q)
[2.30,pg.24]
fn(w) =0
che €’ la tesi dell'induzione.
(4) Dim 3.
Q) : Q] = deg Pain («, Q) = deg fu(x) = (n)
asso 2
(5) Dim 4. ’
CS (fa(2),Q) = Qw)
Per costruzione f, (x) e separabile
= Q=Q(w) ¢’ di Galois

[6.19,pg.92]
O

Proposition 6.43. Sia U, = (w) il gruppo delle radici n-esime dell’unita’ e sia (U(Zy),-) il
gruppo moltiplicativo degli elementi invertibili di Z,,. Si ha

9(Qw), Q) =~ U(Zy)

Proof: Per il thm [6.42,pg.114], QCQ(w) ¢’ di Galois.
QCQ(w) Galois =, G(Qw),Q) =7(Qw), Q)
[6.24,pg.96]
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Possiamo quindi usare la prop [6.8,pg.81] per determinare gli elementi di Z (Q(w), Q). Sempre
per il thm [6.42,pg.114], si ha
Prin (Wa Q) = fn(-r)

le radici di f,(x) sono {u €U, |U, = (u), } {WeU, |U,=(w), 0<i<n—1}=

Ny,

U, =(w)
= {u'elU,]|(i,n)=1, 0<i<n-—1}
[AIL,1.45,pg.16]
quindi gli elementi di Z (Q(w), Q) sono determinati dalle seguenti assegnazioni:

w nﬁwi, con (i,n) =1

Ricordando che
U(Z,) = {z € Zn | Hz_l} = {z€Zy]| (2,n) =1}
[AI10.1,pg.45]
scegliamo quindi la seguente mappa:

9(Qw), Q) — U(Zy)
)

(1) ® e’ iniettiva

Yi(w) = wi\z/wj = Yj(w)
i=j 3_, i =1
Vi, ¥ € T(Q(w), Q) [6.8,pg-81]

(2) ® e’ surriettiva

QCQ(W) di Galois = 19(Qw), QI =[Qw): W = v

[6.19,pg.92] [6.42,pg.114]

U(Zn) = ¥0)
[AL12.1,pg.54]

{<I> : G (Q(w),Q) — U(Z,) iniettiva
U(Z,)| = |G (Qw), Q)]

(3) ® ¢’ un omomorfismo di gruppi

= & surriettiva

Pip;(w) = @i (w’) = p;(w)! = (W) =w"
P(pipj) =ij
(i) @(p)) = ij

6.3 Riga e compasso

Definition 6.44. Sia E = R? il piano affine euclideo costruito sullo spazio vettoriale R? (nota!)
Una costruzione euclidea (con riga e compasso) e’ una successione Ay, ..., A, di punti, rette

2le’ in pratica 1'usuale piano R? dotato di prodotto scalare e quindi di norma, distanza, angoli. Vedi [GII,3,pg.56]

119



e circonferenze, tali che
1. Ap, A; € E, ovvero sono due punti del piano
2. A; ¢ una retta = 3], k<i: Aj,Ak € E, AJAK = A,
dove A; Ak €’ la retta passante per i punti A;, Ax
—_—
3. A; € una circonferenza = 3h,j,k <i: A, Aj, Ax € E, C(Ap, || 4;AL]) = A;
-
dove Aj Ay € il vettore Ay — A;
o -
|A;Ag|| € la sua norma

e s
C(Ap, ||AjAgl) € la circonferenza di centro Ay, e raggio ||A;Ag||

4. A, € E= Hj,k <i: Ai,Ang, A; e AjﬂAk, |AjﬂAk-| < 400

In pratica, ogni passo della costruzione deve essere realizzato mediante elementi a lui precedenti,
gia’ costruiti. Gli unici due punti arbitrari sono quelli iniziali Ag, A1, tutti gli altri si devono
ricavare tramite intersezioni di oggetti costruiti.

Definition 6.45.
R . def . . .. -
a € R €’ un numero euclideo & 3JA costruzione euclidea t.c. 3i,j: A;, A; € B, ||4;A;|| = |al
a+ib € C e’ un numero euclideo %% a,b € R sono euclidei
Poniamo
E={aeR|ae euclideo}U{l}
Proposition 6.46. FEsistono le sequenti costruzioni:
1. Asse del segmento AgA;. Lo indicheremo con Asse(Ag, A1).

2. Retta r perpendicolare a una retta s e passante per un punto P. La indicheremo con
r = Perp(s, P).

3. Retta r parallela a s passante per P. La indicheremo con r = Parall(s, P).

4. Segmento di lunghezza | su una retta r usando come estremo un punto P € r

Proof:
(1) Dim. 1.
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Dove

—
Ay =c1 =C(A,||AB])

—
Az =co =C(B,||AB]|)
Ay =D € ciNey

Ay €’ Passe cercato, lo indicheremo con A4 = Asse(A4, B).
(2) Dim 2.

Dove
Ag=A
A =B
Ay = s =11 = AB la retta data
C = P ¢’ il punto dato
Ay =1 = C(A,||ACY)
As =D € c¢iNs
As = ¢; = (D, | D)
A; = F € coNey
Ag=CF
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(2.1

) Dimostriamo che Ag e’ la retta perpendicolare a s in C. Ovvero, Ag = Perp(s, C)
G
A D B
Ca

Abbiamo

— —_—
|IDF|| = ||DC|| = raggio di ¢y

= il triangolo DCF ¢’ isoscele = DCF = DFC (1)

~—~

angoli alla base del triangolo isoscele

|AC| = | AD| = | AF|| = raggio di ¢,

= i triangoli ACD, ADF, ACF sono isosceli =

ACD = ACF 4+ CFD
AFD = AFC 4+ CFD

ADF - DFA = AFC+CFD = ACF+CFD
~—~ ~—~
(3) (2)

(1):>DFG DCG (1.1)

{CGD—W—GCD cha . CED— DOF

ACD = CDA
ADF =DFA  (2)
ACF =CFA

= ADF = CDA < GDF = CDG (4)

DGF =7 — GDF — DFG ~
(4), (1.1)
CGD = DGF -
CGD + DGF = r =CGD=DGF = —
~—~ 2
C,G,F sono allineati

Dim 3.
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H
M
I1
K J .
- B
A
5 l6
Dove
Ag=A
A =B
As = s =11 = AB la retta data
H = P ¢’ il punto dato
Az =I5 = Perp(AB, H)
Ay=1¢€ ASQE
N
As =c3 =C(L, |IH])
A6 =Je€ Cgﬂ@
—_—
A7 =cqa = C(J, ||J1]])
Ag = lg = Perp(AB, J)
Ag = M € cyNAg
Ajg=HM
A € la retta parallela a s passante per H.
(4) Dim 4.

E’ dato il segmento AB. Dobbiamo riportarlo sulla retta [5 con un estremo in L.
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Prima di tutto riportiamo HF su AB senza curarci di L.

Ao = A
A =
Ay =1, =AB
As = FE € ABnls
—
Ay =1 =C(E, [|EA])
—
As = co =C(E, ||EB]|)
Ag = H € c1Nl5

A7 = F € Ny

Adesso spostiamo HF' a destra, facendo diventare L un estremo.

l

k)&

= Perp(l5, H
Ay = ¢y = C(H, ||HF||>
A0 =D € c3NAg
A;1 = Parall(l5, D)
A12 = Perp(ls, L)
Az =M € Aj1NAp
Ay =cy=C(L, ||L—]\)4||)
A5 = G € eqNiy

=

,_
®

LG €’ il segmento cercato.

Proposition 6.47.
a,b,c €, c#0=b+a, abac™, \/|la|] €E

Proof:

(1) Dimb+a ek
Per Hp a,b sono euclidei, quindi riusciamo a costruire dei segmenti che hanno modulo |al, |b].
Per la prop [6.46,pg.120] riusciamo anche a riportare tali segmenti sulla retta AgA; in modo
che il loro primo estremo sia Agy. Vedi figura:
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dove

—
Az =c; =C(C,||CB|)
Ay =D € cinly
Quindi
—
|AB||=b—a
Per la somma riportiamo AB sulla stessa retta I3 con C' come estremo sinistro (basta usare
la prop [6.46,pg.120]).
(2) ab, ac”' € E
Per definizione 1 € E. E’ allora costruibile un segmento AB di lunghezza 1.
Po_ic)he’ c € E, per la prop [6.46,pg.120], possiamo costruire su AB il segmento AC, con
|AC] = e. .
Per il passo precedente, a+c € E, quindi possiamo costruire il segmento AD, con ||AD|| = a+c.
Allora
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dove N
¢ =C(A |AB])
es = C(B, | BA|)
H € coNes
le =AH
s1=HC
ls = Parall(HC, D)
I e lgNig

Abbiamo: N N
[AH| = [[AB|| =1
— — —
ICD| = [|AD|| - [|AC|| = a
Per il thm di Talete, abbiamo:
—_— — — — — — a _1
IAH] = |AC] = [|HL| - |ICD]| & L:e= |[HL|| s a & |HL|| = — = ac
Per il prodotto: invece di riportare a+c su AD, riportiamo a su H L, cioe’ Hﬁ” = a, avremo
cosi’: -
ls = Parall(HC, 1)
D e lgnly

— — — — — —
|AH| - |AC]| = [HL|| : [CD|| & 1:c=a: |[CD|| & [|CD[ = ac
(3) VaeE, cona>0

Consideriamo la seguente costruzione:

/%
B
Cy

A

|
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dove -
Costruiamo AB

Riportiamo a su BC usando la prop [6.46,pg.120]
Iy = Asse(4,C)
D e lm@
—_—
c1 =C(D, ||DA])

Per il secondo teorema di Euclide:
— — —_— —
|AB| : [|BH| = |BH|| : | BC|
basta allora scegliere
—
|AB|| =1
IBC| =a
per avere
— — — 2 —_—
1:|BH| = ||BH| :a < ||BH| =a<+ ||BH| = Va

Proposition 6.48.
Q=E=R

Proof: Per definizione ECR. E’ anche un sottocampo: basta applicare la prop [1.6,pg.1] e la
prop [6.47,pg.124].
Infine, poiche’ E e’ un sottocampo di R:
chE = <chR=0 = Q=K
~ —~

[2.8,pg.12] [2.9,pg.13]

Proposition 6.49. Posto F =E2, Ay = O = (0,0), A; = (1,0), si ha
1. Le sequenti mappe rendono F uno spazio affine euclideo sullo spazio vettoriale E
PO=Q—P VYP,Q€EF
(,y)-(2",y) = xa’ +yy' Va,y,2’,y €E
2. F={P € E | P ¢’ costruibile a partire da Ao, A1}
La 2. si puo’ interpretare cosi’: linsiemi dei punti del piano con coordinate euclidee e’ uguale

all’insieme dei punti costruibili del piano.
Nota: da ora in poi supporremo Ag = O = (0,0), A; = (1,0).

Proof: Per la prop [6.48,pg.127] E ¢’ un campo. Possiamo quindi considerare lo spazio affine
euclideo F sullo spazio vettoriale E2:

F = E?

—

PQ=Q—-P VP,QeF

(z,y)(z",y") = 22’ +yy’ Va,y,2’,y €E

— — — —
Scelto un riferimento (O, {X, Y }), O cF, X,Y €E? aognipunto P € F possiamo associare
le sue coordinate [P]. Scegliendo il riferimento canonico O = (0,0), X = (1,0),1_’) = (0,1),

abbiamo
[P]=P



(Nota??)
(1) Fissati A9 = O = (0,0), A1 = (1,0), dimostriamo che
F ={P € E| P € costruibile a partire da Ag, A1}
(1.1) €
Costruiamo gli assi X e Y:
X = AgA,
Y = Perp(X, Ay)
Abbiamo:
—_— —_—
P=(z,y) eF=E*=a,ycE= 3i,j,hk: A,A;, A A €E, [|AAfll = |z, ||AnAxl = ||
Riportiamo i segmenti A;A;, Ap Ay, rispettivamente sull’asse X e Y usando O come primo
estremo (vedi [6.46,pg.120]) e scegliendo il secondo estremo in modo da rispettare il segno
dizey.
Dai secondi estremi tracciamo la perpendicolare agli assi e intersechiamo le rette ottenute.
11 punto d’intersezione avra’ coordinate (z,y).
Abbiamo cosi’ costruito il punto P a partire da Ay, A;. Poiche’ P € F = E2CR? = E, si ha
che P appartiene al secondo insieme.

P=(x,y)

—

X O

(1.2) Dim D
Sia P € {P € E | P €’ costruibile a partire da Ag, A;}. Quindi 3i: A; = P.
Costruiamo gli assi X,Y come prima, e tracciamo la perpendicolare ad essi passante per P.
Intersecando X, Y con tali perpendicolari oﬂe}niamci} punti @, R. Quindi,
P = (£[|0Q]|, £[|OR])
dove i segni devono essere scelti in maniera opportuna. Le coordinate di P sono quindi dei
numeri euclidei: P € E2 = F.

O
Theorem 6.50.

c K
a € E < 3 una catena di campi Q = Kg=<K1=<...=<K;=R tale che {a ¢

Proof:

2Zanche se E2CR2, non €’ vero che F = E2 ¢’ un sottospazio vettoriale di E = R2, infatti il primo e’ uno spazio
costruito sul campo E, il secondo e’ invece costruito su R e come vedremo E C R
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(1) Dim. =
Siaa € Ee P = (a,0) € E? = F. Per la prop [6.49,pg.127] P ¢’ costruibile a partire da A, A,
oVVero

JAs, As, ..., A, costruzione euclidea t.c. A,, =P
Siano Py, ..., Ps tutti i punti che compaiono nella costruzione, con
Py = Ay, P, = A4
Ps—lej7 j<ma Ps:Am:P
Aji1,Ajye, ..., Am—1 sono le rette e circonferenze costruite dopo Ps_; e prima di P
(1.1) Dimostriamo per induzione su s che
(Pi)1, (P)2 € Ky
t>1= [Kh:thl] =2 thl,...,t

Nota: (F;); €’ la prima coordinata del punto P;, cioe’ P; = ((P;)1, (FP;)2)
Per s =1, si ha

EI@:KojKlj...jKthtaleche{ Vi=0,1,...,s

P,=P =4, =(1,0) € Q* = K¢

POZAOZO:((),O)G(@Q:Kg
quindi la tesi e’ vera con t = 0.

Supponendo la tesi vera per s — 1, si ha

(Py)1, (Pi)2 € Ky

t>1= [Kh:Kh—l] =2 Vh:L...,t
Le rette e circonferenze della costruzione sono state ricavate dai punti Py, ..., Ps_1, che
hanno le coordinate in K;. Allora, le equazioni di tali rette e circonferenze saranno dei

d Q= Ko=K; 1=X...2XK,;=R tale che Vi=0,1,...,s—1

polinomi in K;[X,Y]. Ad esempio, la circonferenza C( P, || P2 Ps||) € descritta dall’equazione:
—
(X = (P2)1)? + (Y = (P2)2)? — || PaP3]| = 0

€K [x]
1l punto Ps = (zs,ys) € intersezione di due rette o di due circonferenze o di una retta e
circonferenza. Le equazioni di tali curve sono di grado < 2 e in K;[X,Y]. Analizziamo il
terzo caso: Ps e’ dato dalla soluzione di un sistema del tipo:

a,b,c,d € Ky
(X —a)!+ (Y =b)?2—r2=0 X?—2Xa+a?+Y?-2Yb+b?—1r2=0 -
(X -2+ (Y —-d)?—r2=0 X2 —2Xc+ 2 +Y2-2dY +d?>—1r2=0 ~~

X2 -2 X+A+Y2-2dY +d2—72=0

ci siamo cosi’ ricondotti all’intersezione retta-circonferenza, cioe’ a un sistema del tipo:

X4bY 4c=0
a,b,c,d,eGKt{a Tor e

{(—2a+20)X—i—(2d—2b)Y—i—a2—d2+b2—02 =0

(X —d)?+ (Y —e)?—12=0
Ricavando la X o la Y dalla prima equazione e sostituendo nella seconda, arriviamo a

un’equazione di secondo grado. Le sue radici saranno del tipo
b,A e K,

b+ VA

X K,(VA) (1)

129

sottraendo membro a membro



Si ha
A€ Ky = 2? — A€ Ki[a]

VA ¢ radice di z2 — A (2)

= VA€ algebrico su K Ip(z) = Puin (\/Z, Kt>

=
-~
[2.28,pg.23]
(2) :>p(x)/x2 — A= degp(z) <2
Si possono verificare due casi:
CASE: degp(z) =1
Quindi
p(x) =z — VA € Kiz] = VA € K; = Ki(VA) = K,
X EKt(\/Z):Kt:YEKt
—~—
1)
Ma X,Y sono le coordinate di P;, quindi la catena cercata e’ sempre
Ko=<... <K,
CASE: degp(z) =2

degp(z) =2 = [K(VA) : K] =2
Quindi la catena cercata e’
Ko=... =K, <K,(VA)
(1) Dim. <«
Data la solita catena Q = Ky=...=<K;, supponendo che a € K;, dimostriamo che a € E,
ovvero che K;CE.

(1.1) Procediamo induzione su ¢.
Pert =0
Ky=Q C E

~—
[6.48,pg.127]

Passo induttivo, con ¢ > 1.
Poiche’ per Hp induttiva K;_;CE, basta dimostrare che K;\K;_1CE

Sia a € Kt\Kt—l

= Ki_ 1 - thl((l)gKt =1< [thl((l) : thl] < [Kt : thl] 2= [thl(a) : thl] =2

=
Per Hp
= [Kt . thl(a) = 1] = Kt = thl(a) (3)

[2.18,pg.16]
[Kt : Kt—l] =2= Kt—ngt finita =

= K; 1CK; algebrica a € K; € algebrico su K;_1 = 3p(x) = Puin (a, Kt—1)
degp(z) = [Ki_1(a) : Ky 1] = [K;: Ki 1] =2 = p(x) =ca® +dr +e, c,dec K

(3)

—d £ V/d? — 4ce
pla)=0=a= —
a € K,CR = d? —4ce >0
—d £ Vd? — 4ce
C 2 _ a2 — —_etva e
c,d,ec Ky 1CE = d 4ce € E = d 4ce € E > a€RE
E campo d?—4ce>0, [6.47,pg.124] E campo
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Quindi a € E, cioe’ la tesi.

Corollary 6.51.

a € E=a e’ algebrico su Q, deg P, (a,Q)=2", m>0

Proof: Per il thm [6.50,pg.128] abbiamo
aEKtt...EKO:Q

Set=0alloraac Ky =Q, p(z) = Puin(a,Q) =2 —a, degp(z) =1=2°
Supponiamo ¢ > 1

Q:K()ijt . _ ot
{[Ki:K“]=2 Viel ...t S~~~ Ky : Ko] =2
[2.19,pg.17]

[K; : Ko] finita = [K; : K] algebrica = a € K; algebrico su Ky = Q = 3p(x) = Puin (a,Q)

{@QQ(&)Q[Q

M = t \/
K. Q) =2 [2.18,pg. 16]

degp(z) = [Q(a) : Q] =2

Q(a) : Q] /2" = Im: [Qa): Q] =27

Example 6.52.

1. E’ impossibile rettificare la circonferenza
2. E’ impossibile quadrare il cerchio
3. E’ impossibile duplicare il cubo

Proof:
(1) Dim 1.
Rettificare una circonferenza di raggio r vuol dire costruire un segmento di lunghezza pari al
perimetro della circonferenza, ovvero di lunghezza 271, o in altri termini, deve essere 271 € E.
Quindi,
2rr € E = meE
—~
2,7€E, E campo
, .
meRE \:>/ 7 € algebrico su Q

(6.51,pg.131]
e questo e’ assurdo.
(2) Dim 2.
Quadrare il cerchio vuol dire costruire un quadrato di area pari all’area di un cerchio di raggio
r. Quindi, dobbiamo trovare un [ € E tale che I = 7r2.
leE=PcREem?cE=>n1elR \:j/ 7 e’ algebrico su Q
[6.51,pg.131]
Assurdo.
(3) Dim 3.
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Dato un cubo di lato a e volume a®, bisogna trovare un cubo di volume 5% = 243, e quindi

b =20 = b= V2a3 =2
Se per assurdo b € E

3 3
beE = V2a = = V2cE

a€E, E campo

V2€E =, p(e)=Pun (V2.Q) =27
[6.51,pg.131]
r— . 3 —
p(‘r) = Puin (\/i Q) N ,
vedi esercizio [8.3,pg.173]
Assurdo.
6.3.1 Ciclotomia

3 — 2= degp(z) =3

Proposition 6.53. E’ possibile costruire un poligono regolare di n lati inscritto nella circon-

ferenza unitaria < w e’ euclideo , dove Uy, = (w).

Proof: Sul piano complesso, le radici n-esime dell’unita’ si dispongono proprio sui vertici del

poligono regolare di n-lati, infatti,

2r .. 2w
W = COS — +18In —
n n

& .. 2km
w” =cosS— + 18I ——
n
(1) Dim <«
Supponiamo che w sia euclideo.

. 2r . 2w 2 . 2w
w euclideo < cos—, sin— € E = P = (cos —, sin —
n n ~~ n n

[6.49,pg.127]
Allora, anche il segmento PA; €’ costruibile.
La radice w® = 1 +i0 = 1 corrisponde al punto (1,0) = A;.
La radice w corrisponde al punto P.
Quindi il segmento PA; €’ il primo lato del poligono.
Per costruire gli altri lati, basta usare il compasso:
e
c1 = C(P,[|[PA])
{PQ, Al} = 01051

St e’ la circonferenza unitaria
E’ facile vedere che il secondo lato del poligono e’ P, P.
Procedendo in questo modo, si costruiscono tutti gli altri lati.
(2) =
Per ipotesi possiamo costruire tutti i vertici del poligono regolare

) e’ un punto costruibile a partire da Ay = (0, (

Possiamo anche supporre che A; = (1,0) sia un punto di tale poligono (se cosi’ non fosse, base

ricostruire gli assi).

Consideriamo un segmento che abbiamo per estremo A; e per altro estremo P = (z,y), in

modo che y > 0. Vedi figura per n = 5: E’ facile vedere che

2

T = CcoS —
n

.27

y = sin —
n
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Quindi,
P = (z,y) costruibile = z,y € E & x4+ iy e euclideo
[6.49,pg.127]

Proposition 6.54. Sia U, = (w), allora

2r . 2w | . 27
w =cos — +isin — e’ euclideo < cos— € E
n n n

Proof: = si ha per definizione.

Per la <« , basta osservare che una volta costruito il coseno e’ possibile costruire il seno:

. si costruisce la circonferenza unitaria, con gli assi X,Y

. si riporta il coseno nel segmento OQ

. si costruisce la perpendicolare a X passante per )

. si interseca tale retta con la circonferenza

. Pordinata del punto P di intersezione e’ il seno cercato

. si traccia la perpendicolare a Y per P, riportando cosi’ I'ordinata di P in un segmento su Y
O

SO W N~

Theorem 6.55. Sia U, = (w), allora
w e’ euclideo < Im>0: @(n)=2"

dove ¢ €’ la funzione di eulero.

Proof:
2 .. 27
W = COS — + 181N —
n n
Poniamo
2 .27
a=cos—, [ =sin—
n n
(1) Dim. =
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w euclideo < a,0 € E
ack = deg Pyin (@,Q) =2™, m > 0= [Q(o) : Q] =2™ (1)
[6.51,pg.131]
w=a+if € Qa,B,i) = Qw)SQ(e, 8,7) (1.1)
o+ 3% = cos’ 0 +sin” 0 = 1 = B ¢ radice di 22 + o® — 1 € Q(a)[z] (2)
(1.1) 3t >0: [Q(o,B):Q] =21
Sia p(z) = Pmin (8, Q(a)). Partendo dalla (2), distinguiamo due casi:
Casg: 22 + a? — 1 riducibile in Q(«)[z]

2® +a? — 1= h(z)g(z), degh(z)=degg(x) =1, h(z),g(z) € Qa)[z] = h(8) =0V g(3) =0

= p(a) /ba) V p(a) [g(@) = degp(x) =1

= p(a) =2 - B € Q)[z] = B € Qa) = Qa, B) = Q)
= [Q(e, 8) : Q] = [Q(a) : Q]\:/Qm

©))
CasE: 22 4+ a? — 1 irriducibile in Q(«)[x]

2?2+ a? — 1€ Q(a)lx], irrid.

e’ monico \:‘/ p(z) = 4+’ -1= [Q()(B) : Q(a)] = degp(x) = 2
(£ €’ una sua radice [2.30,pg.24]

Q=Q(a)=Q(x)(B)

(Q@)(8) : Q(a)] = 2 P

@) : Q) = 2" [2.1;:5;16] [Q(a, 8) : Q)

(1)
(1.2) Ir>0: [Q(«,B,i): Q] =27

Poin (1,Q(, B)) = 22 +1 = [Q(e, B)(3) : Q(a, B)] = 2 (3)
[Q(O[,ﬁ,i) : Q] \:’/ [@(a7ﬁ72) : Q(aaﬁ)”@(a7ﬁ) : Q] = 22t = 2t+1

[2.18,pg.16] (3), passo 1.1
In conclusione:

Q\j/@(w)j(@(a,ﬁ,i)

o 2 0W:Q/r =W :Q=2" & em)=2"
[Q(a, 8,7) : Q] =27 [2.18,pg.16] [6.42,pg.114]
(1) Dim. «

Supponiamo p(n) = 2™.
w e’ euclideo & a€elE
~—

[6.54,pg.133]
Per dimostrare « € E useremo il thm [6.50,pg.128].
Consideriamo l'operazione di coniugazione:
c:C—C

Zr—=Z
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o € un omomorfismo di campi, infatti,

S
<

+b=a+
ab = ab
e’ inoltre un isomorfismo (infatti 0 ~! = o). E’ chiaro anche che or = id.

Per il thm [6.42,pg.114] sappiamo:

[Qw): Q] = w(n) = 2™ (0)
per Hp
Q=Q(w) e’ di Galois (1)
Allora
(1) = Q=Q(w) algebrica =, Q=Q(w) (1.1)
[2.62,pg.49]
(1) = 19(Qw)0Q)=[Qw:Q = 2" (12)
[6.19,pg.92] (0)
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Sia 0’ = 0|g(w)-
o(w)=d(a+iB) =a—1if
o (ww = (a—if)(a+if) =a*+ % =cos?§ +sin*0 = 1 = o' (w) =w™*
k = deg Pin (v, Q) = [Q(w) : Q] = ¢(n)
w algebrico = Q(w) = {ao—|—a1w+-~-—|—ak_1wk_1 |a; € QVi :O,...,k—l}

o'(ag + a1w + - - + ap_1w"1) = ap+ a0’ (W) + -+ ap_10’ (W) =
€Q(w) o’ omo. , U"R:id
=ataw+ - Fa(wHFTeQw™) < Q)
N
w~leQ(w)

Quindi ¢'(Q(w))CQ(w) & Im o' CQ(w)

o' : Qw) — Qw)CQw) =Q
o omomorfismo = ¢’ omomorfismo =
or =id = UIIQ =id

=0 €7(Qw),Q) G(Qw),Q) = H = (¢') <G (Q(w),Q) = G sottogruppo

—
(1), [6.24,pg.96]
o' =0, o/ #id=o0(c’)=2= |H| =
GQw),Q &= Uz

[6.43,pg.118] = G =G (Q(w),Q) abeliano = H < G €’ normale
U(Z,) abeliano

Notache: H<G= |G| >|H|=2 = m>1
-~

|G|=2m
H <G =G (Q(w),Q) normale Q=Q(w)" di Galois (4)
T ’ = QW Q=g = & =21 (1)
(1) ~~ (W)™ H <~ 2
[6.31,pg.105] (1.2)
4) =16 (Qw)",Q)| = [Qw)": Q] = 2" (4.2)
(4.1)
Poniamo H = Q(w)?, J =G (H,Q)
[J| = 2m=1 = J e un 2-gruppo =
(4.2)
= Ao ={id} < Jy < -+ < Jp_1 = J tale che {JJ’L:JQ L =0 m=1 ()
thm p-gruppi [AIIL2.5,pg.80] t - Hotate

(1.1) HCR

H=Qw)? =Qw)li4} =z e Q) |o(2) =2 z=12e 2 c R} = Qw)NR
(1.2) H/ = Q

HY = goH.Q) — Q
~—
corrispondenza Galois [6.25,pg.96]

(1.3) o e H
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= = COS— =«
2 2
wtw
a=“2% cqu)
o(a) _ o' (w)+o'd’(w) _ o' (w) +w .
ot ao’'(2) ~ 2
o’ omomorfismo U‘Q(N):ld

o'(0) =a € Qw) = a € QW)™ "} = Q)" = H
Usando la corrispondenza di Galois (vedi [6.25,pg.96]), dalla (5) abbiamo

Q = H =@/ <{/2<.  <H'<HP =HId=H C R (51)
passo 1.2 passo 1.1

(14) B :H/+]) =2 Vi=0,...,m—2

[H:Q = [Qw)":Q = 2"

~—
(4.2)
< Ji B . .
(5) = J; < J =G (H,Q) normale @T]H © d1|JCfa1015 2(2,11) S
Q=H di Galois < Q=g T =2 (6.2)
[6.31,pg.105] (5)
Q=H’ <H
[H]i Q] — 2m—1—i -
(5.1) = 6.2) = [H:H"]=2" (7)
[H:Q] = 2m-1 [2.18,pg.16]
(4.2)
H7i+ CHY« CH
[H . HJl] = 2i i+1
22

ing > B HW) = =2

[H : H‘I'Hl] = 2itl [2.18,pg.16]
——
(7)
(1.5) Q.E.D.
a € H
—~—
passo 1.3
(5.1) = Q = H/m1 <H/n—2=< ... <H/' <H’" = HCR = ackE
m>1 [6.50,pg.128]

[HY . H/i+1] =2 Vi=0,...,m—2
che e’ la tesi.
O

Proposition 6.56. Sia n = 2%0p;°t ... p5 la fattorizzazione in primi distinti di n, con sq > 0,
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si>0Vi=1,...,t, allora

S =8 =---=8=1

n)=2"<& .
w(n) {pi=22”+1 Vi=1...t

o(n) = 2™ = n = 2% (22’” ¥ 1) " (22’” + 1)
con ki, hy; >0

Proof: Supporremo sg > 0. La dimostrazione e’ analoga nel caso so = 0 (basta non
considerare 2%°).

Per la prop [AL12.3,pg.55], abbiamo

(- J 0 H0-2)-0-8)-

1 1 1
= 2% (1 - 2) 1 (1 - ) e (1 - > =2%"1p 7t p — 1) p* T (pe — 1)

P1

§1=83=---=8 =1
n)=2"& 1
#(n) {pi—1=2” viel. ...t W
(1) Dimostriamo che
2" +1primo =r=0Vv3h>0: r=2"
(Non vale il vicerversa: 232 4+ 1 non e’ primo)
Se r = 0 allora la tesi e’ vera. Supponiamo r # 0.
Supponiamo per assurdo che r non sia una potenza di 2, ovvero
r=2%d con d dispari, d # 1
allora 4
o4 1=22"d 1= (22k) +1 (%)
Il polinomio %41 ammette —1 come radice (d e’ dispari), quindi applicando Ruffini otteniamo:
1= (z+ 1)1 —z+2® -2+ 42973 - g2 4 47
quindi, la (x) diventa:
T = 22k
41 =220 41 =294 1= (z+1)(1—z+2%—a®+. 42973 —g?72 4 pd7)
Ma 2" + 1 €’ primo, quindi
t+1==41Vi1i—a+a? -2+ 4293 22429 =41
Analizziamo i vari casi: .
rz+1=—1< z=—2assurdo perche’ z =22 >0
r+1=1<%« 2 =0 assurdo

z+1>0

¥ 4+1>0
Quindi 'unico caso rimasto e’:
_x_'_xQ_x3+._.+xd—3_xd—2+xd—l:O$_1+x_x2+_”+xd—4_xd—3+xd—2:0:>

=1-o+22 -2+ 4293 2924291 =_1>0 assurdo

z#0
2k 2k
:—1:0Z1<:>x/1<:)2 /1:2 = 1 assurdo
Quindi
) . . hjy h;
pi—1=2""op =2"+1 = ri=0vr=2"ep=2vp=22"+1 & p=2"+1 (2
pi primo, passo 1 Per Hp p;#2
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In conclusione, dalla (1) e (2) abbiamo
S1 =8 =---=8 =1

n)=2"& v
() pi=22" 41 Vi=1,...,t

= 2%0p%1 . pt = 2% (22" 1)L (22" 41
=>n Pt Dt + +

O

Proposition 6.57. Sia dato il sequente algoritmo scritto in J**
rc=:3 : ’=. (+./ 1> #/.7 ([ #° 2&|) q: y) +. (-.%./ 1=+/"1#: ~.1-"q: y)’"0

allora

ren=1& pn)=2"

7 Gruppi risolubili
Definition 7.1. Sia G un gruppo

G €’ un gruppo risolubile <

) ) H;_ 1 < H; normale .
< Jecatena di gruppi {e} = Hy < H; <--- < H, =G t.c. v . Vi=1,...,n
T e abeliano
La catena viene chiamata catena risolvente.
Proposition 7.2.
1. G abeliano = G risolubile
2. G p-gruppo = G risolubile
3. |G| =pq, p,q primi = G risolubile
Proof:
(1) Dim 1.
Basta scegliere la catena banale Hy = {e} <H; = G.
(2) Dim 2.
G p-gruppo = JHy = {id} < H; < --- < Hy = G tale che |Hi| =’ Vi=0,...
~~ - - - ; < G normale
thm p-gruppi [AII2.5,pg.80]
H;_1 <G normale = H;_1; < H; normale
——
H,CG
= = —— = p primo = ciclico = abeliano
'Hi—l ~ |Hi—1|  pi~t ~ Hi, H; 4
[AIL1.114,pg.47] [AIL1.56,pg.20]
(3) Dim 3.
Distinguiamo due casi
CASE: p=gq

IGl=pq = = p? = G ¢’ abeliano = G ¢’ risolubile
~—~ ~—~ ~—~

p=q [AIL2.6,pg.81] 1.

23Vedi Jsoftware http://www.jsoftware.com/
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CASE: p #q
Possiamo supporre g > p. Applichiamo il thm di Cauchy e di Sylow

Gl —
Gl =ra = JK <G: |K|=q

~—~—
p 7& q Sylow [AIL2.8,pg.83]

Sia t il numero di ¢ sottogruppi di Sylow, sempre per il thm [AII,2.8,pg.83] si ha
t/
b = t=1
t=1 (Z,) et
quindi esiste un unico g-sottogruppo di Sylow, cioe’ K.
Allora, per la prop [AIL2.9,pg.88] si ha che K €’ normale in G.

Infine,
¢ finito ‘E‘ = @ P rimo = — ciclico = E abeliano
K normale in G ~~ K K| ¢ pp ~~ K
[AIL,1.114,pg.47] [AIL1.56,pg.20]
|K| = ¢ primo = K ciclico, e quindi abeliano = K ~ ﬁ abeliano
e

Quindi come catena possiamo scegliere
{e} < K<G
Proposition 7.3. Sia dato un gruppo G risolubile, allora
1. H < G = H risolubile

2. N <G normale = % risolubile

3. 1 < |G| < 400 = 3 una catena risolvente {e} = Hy < --- < H, =G t.c. ’ ‘ =p; primo Yi=1,...

H;
H; 4
Proof:

Ki— <Ki 1
G risolubile = 3{e} =Ky < K; <--- < K, =G t.c. { 1 = normale

KK—i ¢’ abeliano
i—1

Vi=1,...,n (1)
(1) Dim 1.

Consideriamo la catena di gruppi

Hn{e} ={e} <HNK; <---<HNK, =HNG=H
dimostriamo che e’ la catena risolvente di H.
K,;,_1 < K; normale = HNK,;_1 < HNK; normale
—
[AIL,1.181,pg. 78]
Consideriamo il seguente omomorfismo:

id T K;
KZOH — Kz — !
K1
p = moid, dove 7 €’ la surriezione naturale

ok) =kK; 4
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si ha
ker(p = {k c KZDH | k;Ki—l = Ki—l ke Ki—l} = KiﬂHﬂKi_l = HﬁKi_l

K; 1CK;
¢ N K,NH K,NH I < K;
omomort. = >~ 1m
v ~~ ker<p HNK,; 4 v= K, 1
[AIL,1.147,pg.60]
HNK; K;
=<t HNK;
HNK; 1 — K;_1 2 :
) = ———— abeliano
{Klj”l HﬂKi_l

(2) Dim 2.

N<G
{ < G normale N NK, <G
[AII,1.119,pg.49]

Possiamo cosi’ considerare la catena:
N{e}=N<NK;<.---<NK,=NG=G
NCNK;CG
N < G normale
G

Applicando alla catena la surriezione naturale 7 : G — %, otteniamo:

= N < NK; normale

N NK; G
— =INl < <. o< =
N (v} = - - N
Dimostriamo che questa e’ la catena risolvente cercata.
(2.1) Dim che NI](\; L < M ¢ normale
Applicando il teorema d1 corrispondenza di gruppi (vedi [AII,1.158,pg.66]) alla surriezione
naturale NK
i NK; — ® surriez. naturale
abbiamo g N
H < NK; normale t.c. HDkerm; = mi(H) < m;(NK;) normale < N <

[AIL1.158,pg.66]
In particolare,
kerm == NgNKZ',1

NKiy _ NK;

NK,;,_1 < NK; normale < — normale

~~ N —

(2)
(2.1.1) Dim. che NK;_1 < NK; normale
Usiamo la caraterizzazione dei sott. normali (vedi [AII,1.104,pg.42])
Siano n;k; € NK;, n;_1k,_1 € NK;_4
(k) (ni—ikio1)(nik) ™" = nikini—1ki—iki'n~Y =
N < G normale = k;N = Nk; = kini_q1 = n'k;
=nin'kiki_1k; " 'nTh =
K, 1 < K; normale = kik‘iflk‘iil = 1{3271 e K;_1

=nn'k,_n"t =

N < G normale = k}_n~!

=n;n'nik;_; € NK;_;
Quindi Vb € NK;_1VYa € NK; aba™' € NK;_,

/
i_nz i—1
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(2.2) Dim che

NK;
N
NK; 1
N
e’ abeliano
N < G normale = N < NK; normale NK;
NK;_1 < NK. 1 = : NE; = KN
i1 < ; normale E S NEK = KN
NCNK;_; [AIL,1.155,pg.64] N [AIL,1.118,pg.48]
Allora, basta dimostrare che K;N/K;_1 N € abeliano.
Consideriamo il seguente omomorfismo:
K 4 gy o BN
% % Ki—lN
@ = moid, dove 7 €’ la surriezione naturale
o(ki) = ki K; 1N
@ €’ surriettiva, infatti,
EnK; 1N = kK 1N =@ki)
NCK; 1N
quindi per il thm dell’omomorfismo ([AIL1.147,pg.60]) abbiamo 'isomorfismo @,
i P i

kerop my = K; 1N
inoltre
kergp = KiﬁKi,lNQKi,l

i

K, 1 < K; normale = gruppo
i—1
Sia
v K; R K;
K;_1 ker ¢

qu(szz—l) = ki ker<p
(2.2.1) 1 € ben posta ed €’ un omomorfismo

Sia kiK1 = ]{/’;Ki,1 Sk = k;k‘l;l
(ki K1) = ki ker p = kik;_1 ker ¢ = kiker o = (ki K; 1)
Ki_1Ckerp
quindi e’ ben posta.
w(szz—l)w(k;Kz—l) = ki ker (pk; ker Y = kzk; ker Y = ¢(klk;KZ_1)
quindi €’ un omomorfismo.
1 e’ chiaramente surriettiva.

Sia
, K K;N
(s —
K K; 1N
V' = Poy

$, 1 omo. surriettivi = v’ omo. surriettivo
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Possiamo adesso dimostrare 'abelianita’ di KKiZIVN
K;N K;
/ / 1 7 . / ! / . N
a,bEKiilN\iEIa,be i,l'd}(a)_a’d}(b)_b

Y’ surr.

abeliano = ab = ba

a,be
i—1
a'¥ = (@) (b) = ¢ (ab) = ¢'(ba) = ¥/ (B) (a) = V'’

(3) Dim. 3.
Procediamo per induzione forte su |G| = m/’.
(3.1) |G| =2
|G| = 2 = G abeliano
La catena cercata e’:
{e} <G

(3.2) |IGl=m<m’
Sia
{fe}=Ky<---<K,=G
la catena risolvente di G. Poiche’ |G| > 1 = G # {e}, possiamo supporre che gli elementi

della catena siano distinti tra loro, ovvero
KK Vi) (3)
(togliendo gli elementi non distinti da una catena risolvente otteniamo ancora una catena

risolvente). Quindi,
K, _1 < K,, normale N ‘ K, |  |K,]
|Kn| = |G| < o0 ~ K, |K,
[AIL1.114,pg.47]
Kn—l S Kn |Kn| . Kn
= | Ky < |Kp| = 1= > 1 = dp primo t.c. /‘ *
{Knl#Kn | Kn—1] < [Kn| Ko pp o (*)
K, |G|
Sia G’ = , d=—
anl p
G’ abeliano E—— o —
= t.c. =
d/‘G/| ~ y — C ‘ ‘
[AIL,3.4,pg.93]
H <G
- = H' < G’ normale (4)
G’ abeliano
Sia,
K, .
m: K, — surriez. naturale
Kn—l
H=n"'(H)

Per il thm di corrispondenza (vedi [AIL,1.158,pg.66]) applicato a 7, abbiamo
(4) & H' < G' normale = H =7n"Y(H") < G normale t.c. HOkerm = K,,_;
[AIL1.158,pg.66]
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Osserviamo che

H
H =7(H)= H =
m(H) o
HQanl - Kljil ~ Kn
H,K,_; < G normale ~~ KH - H
[AIL1.155,pg.64] Kn-1
¢ w5 K,
H & _I ~~ H
Kn—1 [AIL1.155,pg.64]
’Kn G’ |G| |G
= | —| = = = =
a7 wl T T d

‘ Kn
H

K
= p primo = fn abeliano
Abbiamo cosi’ dimostrato che

H < K,, = G normale , ‘%‘ = p primo, % abeliano

H <
{ =G = H risolubile
N~~~

Infine,

G risolubile

Possiamo allora applicare 'Hp induttiva su H, ottenendo la catena cercata:
{e}=Ho<H,<---<Hy 1 <HLZG

O
Proposition 7.4. Sia G un gruppo, allora
N < G normale
N risolubile = G risolubile
% risolubile
Proof: N e % sono risolubili, quindi abbiamo due catene risolventi:
{e}=Ny<---<N,=N
G
n — < < -
{e } HO < S Hm N
Sia
TG — N surriez. naturale
Ki = 7T_1(Hi)
Per il thm di corrispondenza (vedi [AII,1.157,pg.65]):
H; < 5 K;=n"YH;) <G tc. KDkermr=N (5)
Ko =7 (Ho) = 7' ({e'}) = N
G
Kp=nmYH,=r'(=)=
7w  (Hp)=m (N) G
abbiamo allora la catena:
{e}=No<- <N,=N=K <K < <K,=G
Il primo pezzo della catena (Ny < --- < N) rispetta, per Hp, le proprieta’ di una catena
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risolvente. Controlliamo che pure il secondo pezzo sia risolvente:
K;
H, =7n(K;)=— (6
n(Ki) =~ (6)
{N < @ normale

K
= N < K; normale = —- gruppo
NCK,;CG N
. K; .
Sia m; = Tk, K, — ~ = H,; surriez. naturale
(6)
Hy <...< H,, risolvente = H;_1 < H; normale & Ki 1 =m; "(H;_1) < K; normale
thm corrispondenza [AIL1.158,pg.66]

Verifichiamo 1’abelianita’:

K;
i F N K;
H;_ 1~~~ Ki1 ~— K1
(6) N [AII,1.155,pg.64]
. H; K; .
Hy < --- < H,, risolvente = —— ~ —"abeliano
H; v K

Theorem 7.5. di Feit-Thompson.
Sia G un gruppo, allora

|G| dispari = G risolubile
Proof: Alcuni commenti riguardanti la dimostrazione:

It takes a professional group theorist about a year of hard work to understand the
proof completely?*

La dimostrazione originale occupava un intero numero della rivista Pacific Journal
of Mathematics: FEIT, W. AND THOMPSON , J. G. 1963. Solvability of groups of
odd order. Pacific J. Math. 13:775-1029. (vedi®®)

L’intero numero di Pacific J. si puo’ scaricare da qui:
http://projecteuclid.org/DPubS?service=UI&version=1.0&verb=Display&handle=euclid.pjm/1103053941
O

7.1 Risolubilita’ di Sn
Proposition 7.6. S, e’ risolubile Vn=1,...,4

Proof:
(1) n=1,2
S1, 52 sono abeliani e quindi risolubili.
(2) n=3
Una catena risolvente e’
{id} < A3 <S5

24nttp://en.wikipedia.org/wiki/Feit-Thompson_theorem
25Paragrafo Solvable groups nel capitolo Subnormal Series; Solvable and Nilpotent Groups di http://uww.
jmilne.org/math/CourseNotes/math594g.html
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Infatti,

|As| = @ = g = 3 primo = Aj ciclico = A3 ~ m abeliano
S
|A | = 55| = A3 < S3 € normale

Ss
‘ =2= A ciclico e quindi abeliano
3

(3 n=4
Una catena risolvente e’
{id}§V§A4§S4
dove V €’ il gruppo Vier:
V ={id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}

S
|Ay| = ?4 = A, <S4 normale

j— ha ordine 2 e quindi e’ abeliano
4

V < Ay € normale (vedi [AIL1.88,pg.34])
‘@ _ A4 12

A
V] =4 = 3 primo = 74 abeliano

V. ~ V ¢’ abeliano (vedi [AIL1.88,pg.34])

{e}

Theorem 7.7. S,, non e’ risolubile Vn > 5

Proof:

(1) A, non €’ risolubile
Poiche’, per n > 5, A, e semplice (non ha sottogruppi normali non banali, vedi [AII,1.91,pg.36]),
I’unica possibile catena risolubile e’

{e} 4,
Pero’, A, non e’ abeliano, infatti, se lo fosse ogni suo sottogruppo dovrebbe essere normale.
A,, non risolubile = = S,, non e’ risolubile

sott. di un gruppo risolubile e’ risolubile[7.3,pg.140]

7.2 Estensioni risolubili

Definition 7.8. Sia FF'<K una estensione algebrica. Definiamo la traccia e norma.
Trgr: K — F
Trg r(a) = Z o(a)

c€I(K,F)
NK,F K — F
NK,F (a) = H U(Oé)

oc€I(K,F)
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Proposition 7.9.
F=<K e’ di Galois = Trg (), Ngr(a)€F

Proof:
F<K Galois
—~

[6.19,pg.92]

=< is =
F<K Galois = I(K,F)=6(K,F) (2)
[6.24,pg.96)

= F=KI®MN (1)
pPg-

_

Sia 0 € T (K, F), si ha
Tr (o) = Z s(a) = Z s(a@) £ K (2.1)

S€L(K,F) SEG(K,F) s:K—K
ceG(K,F)=0: K — K
Possiamo allora considerare o(Tr («))
o(Tr(a)) =, > os(@) 3)
o omomo. SEG(K,F)

Sia G = G (K, F), per il lemma [AIL1.52,pg.19] si ha
G- oG={og|geG}

quindi la (3) diventa

o(Tr (o)) = Z os(a) = Z s(a) = Tr (a)

SEG(K,F) SEG(K,F)
= o(Tr(a)) = Tr (o)
Per larbitrarieta’ di o e per la (2.1) si ha quindi Tr () €

Analogamente si dimostra che N («) € F

Definition 7.10. Sia F<K una estensione finita e separabile. Sia B = {a1,...,a,} una base
dello spazio vettoriale Kr , con n = dim K = [K : F|. Per il cor [6.10,pg.84] possiamo cosi’

enumerare gli elementi di Z (K, F):

I(K,F)={o1,...,0n}, conoy,...,o, distinti fra loro

Sia definita la seguente matrice
AeF"
Aij = oi(ay)
Definiamo il discriminante:

A Y et A

Proposition 7.11. Nelle ipotesi di [7.10,p9.147] e definita la sequente matrice

—=nXn

TeF
T;; = Tri p (a;a,)
si ha
1. A2 =detT
{FjK di Galois

=A#£0
chF =0 7
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Proof:
(1) Dim 1.

A? =det Adet A = det‘Adet A = det’AA
~ ~—

prop. determinanti Binet

n

(fAA);; = Z(tA)ikAkj = ZAkiAkj = Zak(ai)ak(aj) = = Zak(aiaj) = Tr (a;a;)
k=1 k=1

k=1 = k=1 o omom.
=4A=T
A? =det?Adet A = det T
(2) Dim 2. B
Poiche’ A € F,
A2 £0s A£0
Consideriamo la funzione
7. KpxKp — F
7(a,b) = Trg p (ab)
(2.1) 7 € ben posta

F=<K di Galois = Trgr(a) € F YainK

[7.9,pg.147]
(2.2) 7 € una forma bilineare sullo spazio vettoriale K (vedi [GII,2,pg.32]

T(a+b,¢) =Tr((a+b)c) = Z o((a+bd)c) = Z o(ac) + o(be) =

o€I(K,F) o€I(K,F)
= Y olae)+ D olbe)=7(a,c)+7(bc)
o€I(K,F) o€I(K,F)
7(a,b+ c¢) = 7(a,b) + 7(a,c)
weF, ur(a,b) = Z po(ab) = Z o(uab) = 7(ua,b) = 7(a, ub)
o€I(K,F) o) p=id 0EL(K,F)
(2.3) T ¢ la matrice associata a 7 rispetto alla base B

T(a;, a;) = Tr (a;a;) = T;j
(2.4) 7 € non degenere
Usiamo la caratterizzazione [GII,2.18,pg.38]:
Siaae Kp, a#0
Ta,a ) =Tr(aa ) =Tr()= Y o) =Y 1=[I(KF)=
o€I(K,F) o) p=id CET(K,F)
= [K:Fl=n # 0
F=<K di Galois chF=0
(2.5) Q.E.D.

7 non degenere , T matrice associata a 7= detT #0 < A2 #0& A#£0

passo 1
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Proposition 7.12. Ponendoci nel contesto della def [7.10,p9.147], si ha

01y...,0n € Hom(K, F) = spazio duale di Kp

F=<K di Galois .
= 01,...,0y, sono Li. su F, ovvero
L(o1,...,0n)p = Hom(K, F)

chF =0
Proof:
F=<K Galois = G(K,F)=I(K,F)={o1,...,0n}
[6.24,pg.96]
G(K,F) C Hom(K,F)
~—
[6.3,pg.78]
F=<K Galoi
=< alois S AZ0
chF =0
Consideriamo una c.l. degli o;: aj01 + -+ + a,0, con ay,...,a, € F. Dimostriamo che
ao1+---4+a0,=0&a1=a2=---=a, =0
Sia dato il seguente sistema omogeneo nelle incognite a1, ..., ay,

aro1(ar) + -+ anon(a)) =0

ar1o1(an) + -+ + apon(a,) =0

la sua matrice dei coefficienti e’ proprio !A e quindi

det’A = det A = A # 0 = ammette un unica soluzione, quella nulla = a; =ay =---=a, =0

O
Proposition 7.13. Sia

1. F=XK di Galois, chF =0, conn=[K : F]

2. G=G(K,F)=(r)

allora, preso a € K, si ha

b
NK,F (Oé) S « T(b)
Proof: Intanto osserviamo che

F=<K di Galois = {I(K,F) =G=(r)

IGl=[K:F]=mn
(1) Dim <«
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n—1
G=(r) = {F"=id7,....7"'} = N(a) = HT’(a)
|Gl=n =0
b

0 — —_

(a)=a= 0
_ 7(0)
T = 220)
2

2 v _ T (b)

= 550)
n—1 n—1

ne1p oy _ T (b)) _ T (D)

T =T T
n—1
br(b)T2(b) ... T L(b)
i(a) = 1
- EOT (@)= 202 0) ..o 1)
(2) Dim =
<K di : _
F2K di Galois, chF =0 = ¥ =id,7,..., 7" ! sono Li. su F (1)
G =(r) ~~
[7.12,pg.148]
Sia p =7 + a7+ ar(a)7? + -+ ar(a)... 7" ()" ! € Hom(K, F)
@ e unacl di 7% ..., 7771 i cui coeff. non sono tutti nulli: (1,a,ar(a),...,ar(a)... 7" (a)) =

= p£0=>3ce K: p(c) #0
)
¢ # 0, infatti, (0) =04+ a7(0)+... = 0

——
=N(a)=1 =c
& ar(c) + ar(a)m(c) + ar(a)m?(Q)73(c) + - + ar(a)?(a) ... 7" (@) () + ¢ = p(c) & vero
O
Proposition 7.14. Sia U, = (w) il gruppo delle radici n-esime dell’unita’.
F=K di Galois, chF =0, [K: F]=n
G=G(K,F)= () =deK': K=F0b)=CS@@"-bt",F),l"ecF

weF
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Proof:
~—~
F campo

™) = =eTh (¥
Tp=id, wTl€F

n—1 n—1
Ne!) = e e J[et=wr=1
G=(r) =0 () =0
b
-1y = « ., —1_ 0 _
N(w ) =1 NP IbeK: w 7T(b)@7—(b) wb (1)
[7.13,pg.149)]
) = 7(r(0) =_ 7' (W)T'(b) = ww'b = Wb

)
=7 =wb#b Vi=1,....,n— 1< g(b) #b Vg € G\ {id} <
o (o) =b=g=id) (2
(1) K=F()

F<F(b)<K = H=G(K,F(b) <G
Corrispondenza[6.25,pg.96]

F<K Galois = F(b)<K Galois = F(b)=K9EF®) - gl
~~ ~~
[6.23,pg.96] [6.19,pg.92]
be F(b)=K" = h(b)=bVhe H<G = h=id Vh€ H < H = {id}
2)
F(b)<K Galois = [K:F(®b)]=|G(K,Fb)| =|H| =1

[6.19,pg.92]

{F(b)g( = Fb) =K

dim KF(b) =1
(2) " e F

T(b’n) — T(b)’n — wnbn — bn
(1) wn=1

=770 =" Vi=0,1,....n—1=b"ec K¢ = F

-
F<K di Galois
(3) F(b)=CS8 (z™ —b", F)
Le radici di 2™ — b™ sono (vedi [1.19,pg.7])
b, wb, w?b,...,w" b
quindi

CS (2" —b", F) = F(b, wb, w?b,...,w" 1b) F(b)

~—~
weF
O

Proposition 7.15. Sia data Uestensione F=K e sia U, = (w) il gruppo delle radici n-esime
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dell’unita’,

F<K e’ di Galois
G =G (K,F) e’ ciclico

{KCS(x”a,F), acF~
[KF]/n

weF, chF=0

Proof: Le radici di f(z) = 2™ — a sono (vedi [1.19,pg.7])
b,wb,w?b,...,.w" b CS (2" —a,F) =K
dove b = /a
Nota: a € F*=a#0=0+#0
fl@) = 2" =b", chF=0, "=a#0 =  f(x) separabile

br=a [6.41,pg.112]
(1) F=K ¢’ di Galois

{ f(x) separabile

= F<K di Galois
K=CS(z"—a,F) ~~

[6.19,pg.92]
(2) F=<K e’ semplice

K =CS (2" —a,F) = F(b,wb,w?b,...,w" 1b)

Siap e G=G (K, F)
K =C5(f(z),F)
f(z) separabile = oA €Sn(A)=pb) € A Ti: o) =w'b (1)
A= {b, wb, ... ,w”flb} radici di f(xz) [6.26,pg.99]
Definiamo allora la seguente applicazione:

¢:G—U,
o(b)
b
¢ € ben definita perche’ b # 0, e per la (1) Ji : @ =

(3) ¢ € un omomorfismo di gruppi
Siano @1,z € G, con @1(b) = w'b, @y (b) = w'b, si ha

©0102(b) = @1 (W'b) = (w) p(b) Ny’ w1 (b) = wiw'b = w'tip
2 p=id, weF

¢(@1¢2) — %Q(b) _ wi+j

d(01)p(p2) = ©1(b) p2(b)

by W =W =d(ee)
(4) ¢ €’ iniettiva
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ker¢{<p€G|<p§)b)1¢><p(b)b}

K =F(b) = {ao+ab+ - +ab" |a; € F}, glao+aib+ - +a,b") = ag+arp(d) + -+ a,p(b) =

NP,

¢ r=id
= ao+ab+---+abd" = (pb)=b=p=idk)
@(b)=b
= ker ¢ = {idx} = ¢ iniettiva
(5) Q.E.D.
¢ iniettiva = G ~ Im¢ < U, = |G|/|Un\ = n
Lagrange[AII,1.53,pg.19] [6.41,pg.112]
F=K di Galois = \G|:[K:F]:>[K:F]/n
—~
[6.19,pg.92]
Un = 1 1' . .
{w) ciclico = Im ¢ ~ G ciclico
Im¢ <U, ~
[AIL1.39,pg.13]

Definition 7.16. Sia F'<K una estensione algebrica.

F=K ¢ ciclica & G (K, F) e ciclico

Theorem 7.17. Sia
1. Uy = (w)

2. F=K una estensione, con chF =0, w € F

allora
K—Fb. b . F=<K e’ ciclica e di Galois
= , e F* &
(®) [K : F}/n
Proof:
(1) Dim =
CS(z" —b",F) = F(bwb,w?,...,0" 'b) = F(w,b) = F(b)
~ ~ ~
[1.19,pg.7] w=4b weF
. F<K ¢’ di Galois
{K :F{:‘(b)h; CS(')(:E —bL ), BrEF G =G (K,F) ¢ ciclico
welb, el = [7.15,pg.151] | [K : F]/n

cioe’ la tesi.
(2) Dim <«
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m:[K:F]/ném/\:n
weF, U, =(w)=U,CF
m=1= @™ =1e1"=1
= U, <U,CF

Sia W' t.c. Uy, = (W)

F=K di Galois, chF =0, [K: F]=m

F=K ¢’ ciclica = JbeK': K=F@0),beF

-~

w' e U, CF [7.14,pg.150]
che ¢’ la tesi.

Proposition 7.18. Sia F' campo con chF =0 e sia U,, = (w), allora

1. F=F(w) e’ di Galois
2. G(F(w), F)=(U(Zn),")
3. G(F(w), F) abeliano

dove (U(Zy,), ) e’ il gruppo moltiplicativo degli invertibili di Z,,.

Proof:
(1) Dim. 1.
Flw)=CS (" —-1,F)
chF =0, 140 =  z" — 1 separabile =  F=<F(w) di Galois
[6.41,pg.112] [6.19,pg.92]
(2) Dim 2.

Si procede analogamente alla prop. [6.43,pg.118], considerando pero’ che
¢hF =0 = Q=F = Py (,F) / Puin («,Q)
e quindi non vale la surriettivita’. L’iniettivita’ continua a valere, quindi
G (F(w), F)=(U(Zn),")
(3) Dim 3.
U(Z,) € un gruppo abeliano, quindi ogni suo sottogruppo e’ abeliano.

Proposition 7.19. Sia
1. F campo, chF =0
2. K=CS(a" —a,F),acF*
allora
G (K, F) e’ risolubile

Proof: Per la prop [6.41,pg.112], 2™ — a €’ separabile e le sue radici distinte sono
b,wd,...,w" b
be K, b" =a, U, =(w)
a#0=b#0
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quindi

K=0S(z" —a,F)=F(bwb,...,w" ') = F(bw)
W=
F<F(w)XF(w,b) = K
Sia G =G (K,F), H=G(K,F(v)), J=0G(F(w),F)
< . .
hF =0, Uy, = (w) N F_F(w).dl Galois (1)
~ J e’ abeliano
[7.18,pg.154]
n __ o '1
a" —a separabile - F<K di Galois
K=CS(z" —a,F)
U, = (w)
K = F(w)(b), chF(w)=chF =0, we F(w) =  F(w)=K € ciclica
b =a € F*CF(w)* [7.17,pg.153]
F(w)=<K ciclica = H =G (K, F(w)) ciclico = H abeliano (2)
per def.
F<K di Galois N % ~ J che e’ abeliano (1.1)
(1) = F=<F(w) Galois ~ H < G normale '

[6.30,pg.101]
Per la (2) e (1.1), la seguente catena
{e}<HLG
e’ risolvente per G.

Proposition 7.20. Sia

1. F=<K una estensione di Galois, con chF =0

2. Uy, = (w)
Allora,
1. F(w)=K(w) €’ di Galois
2. G (K(w), F(w)— (K, F)
3. G(K,F) risolubile < G (K (w), F(w)) risolubile
Proof:
(1) Dim 1.

F=<K di Galois = 3f(z) € F[z] separabile t.c. K =CS (f(z),F)=F(f,...

[6.19,pg.92]

K(w) =F(w,f1,-..,0m) =CS (f(z), F(w))

f(x) separabile . .
{K (@) = CS (f(@), Flw))  —~~ F(w)=K(w) di Galois

[6.19,pg.92]
(2) Dim 2.
Consideriamo la seguente applicazione:
¢:G(K(w), F(w)) — G (K, F)

Y= QK
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(2.1) ¢ e’ ben posta

F=<K Galois = G(K,F)=71(K,F)

{FjKjK@Q —

) =  F=K(w) algebrica = F=K(w)
F<K, K=K(w) algebriche ~~ ~~
[2.45,pg.31] [2.62,pg.49]

p€G(Kw),F(w) = ImpxCK(w)CK(w) =F
oK K — F
¢|x omomorfismo
(2.2) ¢ ¢’ un omomorfismo

o(fg) = (f9)x
o(g) EQ(K,F)(:>9|K €EG(K,F)= Im g x CK

o(f)o(g) = fikgx =, (f9)x = é(f9)

~—~
Im g CK

(2.3) ¢ € iniettiva
ker¢ = {y € G (K(w), F(w)) | pjx = id}
o =1d
Kw)={a+aw+ - +aw |a € K}
plag+aw+-+aw) = =a+apw) + - +apw’ = =a+aw+

P =id PR (w)=id
= p=id
ker ¢ = {id} = ¢ iniettiva
(3) Dim. 3.
(3.1) Dim. =
passo 2= G (K(w),F(w))~H < G(K,F)
G (K, F) risolubile I risolubile
H<G(K,F)
[7.3,pg.140]
(3.1) Dim. <«

(3.1.1) Dimostriamo intanto che F=<K(w) €’ di Galois.
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hF =0
° . =  F=K(w) separabile
F=<K(w) algebrica ~~
[3.23,pg.60]
F<K Galois = F<K finita

K=<K(w) algebrica e fin. gen. = K=<K(w) finita

[2.44,pg.31]
F=<K, K=K (w) finite =  F=K(w) finita
-~
[2.18,pg.16]
F=<K(w) separabile e finita = |Z(K(w),F)|=[K(w):F] (3)
(6.10,pg.84]

(3.1.1.1) Dim 7 (K(w), F) =G (K(w), F)
Per la prop [6.4,pg.79] abbiamo gia’ I'inclusione D. Dimostriamo la C.
Sia ¢ € T (K (w), F).
(3.1.1.1.1) Dim Im ¢CK (w)
Kw)={a+aw+--+aw |a €K}

plao +arw + -+ +a,w") = Z plai)p(w)’
i=0

Analogamente a quanto visto nel passo 2 abbiamo:

Im <p|K§F

¢k omomorfismo = ¢ gk €Z(K,F)=G(K,F)= ¢ : K — K= ¢(a;) € K
Im @) CF

©|F(w) Omomorfismo = Y|p) € Z (F(w), F) =

Pl = id F<F(w) di Galois per la prop [7.18,pg.154]

=G (F(w), F) = Imy|p)CF(w) = ¢(w) € F(w)
= ¢(a;)p(w) € KUF(w)CK(w) = ImpCK(w)

Quindi

Tm CPQK(W) [6.3,pg.78]

€T (K(w),F e
{(p (K (w), F) = endomorfismo iniettivo =
=  isomorfismo vettoriale = ¢ biettiva
—~
[AL,8.1,pg.50]
Im pCK (w)
 omomorfismo
oF =1id
© biettiva
Per larbitrarieta’ di ¢ abbiamo cosi’ dimostrato che Z (K (w), F)CG (K (w), F).

= eG(Kw),F)
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Ritornando alla (3):

G(EW),F) = [T(KWw),F)| = [KWw):F]
passo 3.1.1.1 (3)
|G (K(w), F)| = [K(w) : F] \:i_/ F=<K(w) di Galois
[6.19,pg.92]

Concludiamo:
G (F(w), F) abeliano (vedi [7.18,pg.154]) = G (F(w), F') risolubile (4)

F=<K(w) di Galois (passo 3.1.1)

F<F(w) di Galois (vedi [7.18,pg.154]) N {Q (K, F) = g2 (5.1)
~ 9K (w),I)
FIF(w)3K(w) csommor (9 E@LF) = giiFay (0-2)
F=K=<K(w)
(4),(5.2), G (K(w), F(w)) risolubile per Hp = G (K(w), F) risolubile (5.3)
[7.4,pg.144]

(5.1), (5.3) = G (K,F) risolubile
[7.3,pg.140]

7.3 Estensioni risolubili per radicali
Definition 7.21. Sia f(z) € Flz], L=CS (f(x), F),
K : LK = F(ay,...,0mn)
f(z) € risolubile per radicali &f Ing: o €F

Vi=2,...,m3n;: o € Flag,...,q;—1)

In altre parole, f(z) €’ risolubile per radicali, quando riusciamo a contenere il suo campo di
spezzamento, estendendolo con elementi che sono radici di 2™ = a;, o piu’ in dettaglio:

o' =4 € F & o = Wa

FjF(Ozl)
an? =ag € F(a) © ag = /as
FjF(Otl,OAQ)

L’estensione F<K e’ 'estensione che risolve f(x) per radicali.
Lemma 7.22. Sia
1. f(z) € Flz], chF =0
2. K=CS(f(x),F)
allora
f(z) e’ risolubile per radicali = IF<E estensione di Galois che risolve f(x) per radicali, ovvero
JE: CS(f(x),F)XE=F(ai,...,am)
Vi = 1,...,m Elnz : Ol;” S Fi—l
FO = F, Fz = Fifl((},i) Vi = 1,...,m
F=<FE di Galois
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Proof: Poiche’ f(x) € risolubile per radicali, si ha
JE: K=XE=F(a1,...,0n)
Vi=1,...,m3n;: o € F_1 (1)
FO = F, Fz = Fi_l(ai) Vi = 1,...,m
PROOF SKETCH:Aggiungeremo adesso altri «; in modo da avere una estensione piu’ grande,
risolvente e di Galois
Siano o1, ..., 0 gli elementi distinti di Z (E, F). Sia m’: m <m’ + 1 < t. Dividiamo m' per
m, m' = hm+1i, 0 <1< m e poniamo
Q1 = Opmyit1 = op(Qig)
Poniamo infine
Ey=F
Ei+1 = Ei(aprl) Vi = 0, ce ,t -1
La catena Ey=F1=<...=<FE;, ovvero,
F=F(a)XF(a1,a2)=...2F(ai,...,an) = FE = E,=
2Emi1 = En(oi(a1))2Engi(o1(a2)) 2. .. 2B (o) = By
e’ ancora una catena che risolve per radicali f(x). Infatti, E;DFE,, = FDK, la prop (1) vale
per tutto il pezzo Ep=<...=<FE,, = FE.
(0.1) Dimostriamo che la (1) vale anche per E,,;1=<... <E;, ovvero che
V]:erl,,tEan . Oé;»lj GEj_l

Sia j: m < j <t Dividilamo j—1perm, j—1=hm+1, 7 <m. Siai=14 +1, si ha
a; = on(ai)

z§mz>a:” e F;_1 :>ah(a§”) th(F(al,...,ai,l)) = F(ah(al),...,Uh(ai,l))gEj,l
[6.34,pg.106]
oz;.” =op(a;)™ = op(a)t) € B4
Ol 0Omomo.
Quindi basta scegliere n; = n,.
(0.2) Dimostriamo che F<E; e di Galois
hE' =0
¢ . =  F=E, e separabile
F=<F; algebrica ~

[3.23,pg.60]
F=E, scparabile e finita = |Z(E;,F)| = [E, : F]
Dimostriamo che Z (E;, F) = G (FEy, F). Per la prop [6.4,pg.79], 'inclusione O e’ vera.
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Dimostriamo la C. Sia ¢ € Z (Ey, F)
E:=F(ay,...,am, op(a;) Yi,h: m<hm+i<t, i<m)=
= Flop(oy) Vi,h: m<hm+i<t, i<m)

~~
35’ or=id
0:E —F
Jh(E):Uh(F(a17'~-aam)) NigW F(Uh(al)a---agh(am))gEt
[6.34,pg.106]

=o,: F— E
poop:E—E — F

= o, €I(E,F)=3j: pop =0, (%)
o(Fy) = F(pop(a;) Vi,h: m<hm+i<t, ; i<m)\=//F(o'jh(ozi) Vi,h: m<hm+i<t, ;i<m)CE;
*)

—

:>g0:Et—>Et:>g06g(Et,F)
Quindi Z (B, F)CG (E,, F)
I(Et7F) :g(EtaF)
Allora,
G (E,, F)| = |T(E,,F)|=|[E,: F] = F=E, ¢ di Galois

[6.19,pg.92]
Theorem 7.23. di Galois.
Sia
1. f(z) € Flz], chF =0
2. K=0CS(f(z), F)

allora
f(x) e’ risolubile per radicali < G (K, F) e’ risolubile
Proof:
(1) Dim <
Per il thm [5.5,pg.76], F<K ¢’ finita. Sia G =G (K, F).
chF =0 N F=<K di Galois (1)
K =CS(f(2). F) ~ =K FI =16l =16 (5. )

[6.22,pg.96],[6.19,pg.92
Sia U,, = (w) il gruppo delle radici n-esime dell’unita’ (nel campo F).

F=<K di Galois, chF" =0 F(w)=<K(w) di Galois (2.1)
Up = (w) = G(K(w),Fw))~H<G (2.2)
G (K, F) risolubile [7.20,pg.155] | G (K (w), F(w)) risolubile (2.3)
Sial' = G (K(w), F(w)). Se |I'| = 1, allora
1=I| = [K(w): F(w)] = K(w) = F(w)

F(w)=K(w) Galois

{CS (f(z), F) = K=K (w) = F(w) = f(x) € risol. per radicali

wrt=1eF ~
per def.
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Supponiamo adesso che |T'| > 1.

(2.3) . . I'; . ‘
= 3 catena risolvente {id} =Ty <---<T,, =T t.c. ‘ ‘ = p; primo Vi (3
{1<|F|<+Oo = {id} =T T |=PiP (3)
[7.3,pg.140]
| T |

S pillial =il =pi /I /01 /16l = n
~~ ~~~ (1)
r;<r (2.2)

-l

Dicg | |Ticq]

pi/n Vi=1,...,m (3.1)

I; i r, . .
’ = p; primo = ciclico (3.2)
| i1
Sia E; = K(w)'. Per il thm di Corrispondenza di Galois (vedi [6.25,pg.96]), applicato alla
catena (3), abbiamo
Fw)=FE,=...2Ey = K(w)

(1.1) Ei=E;_, € ciclica e di Galois, inoltre G (E;_1, Bj) ~ 5

F <K i loi
{ (@) =K (w) di Galois E<K(w) di Galois

F(w)XE,=<K

(W)=EizK(w) [6.23,pg.96]
E;=K(w) di Galois
Fi—l S Fl normale

pezzo della catena risolvente = Ein(w)Fi—l — Ei—l ¢ di Galois =
J— 1—‘1’ _ ) V 5
Fi \\_,J g (K(w)7 K(w) ) - g (K(w), Ez) [6.31,pg.105]

corrispondenza
K EZ . .
= g (K(w)r‘i717Ei) ~ g ( F(.w)’ ) _ . che ¢’ ciclico per la (3.2)
[6.31,pg.105] i—1 i—1
I';

G(Bii1, Bi) =G (K(w)", E;) ~

(1.2) [Ei1 : E]/n

T
E,<FE; 1 di Galois = [Ei,1 : Ez] = |g (EiflaEi)| = ‘]_—‘
M i—1
passo 1.1

(1.3) QE.D.

w € F(w) = En=E;

chE; =chF =0, U, = (w)

E;=E;_; € ciclica e di Galois (passo 1.1)
[Ei_q : El]/n (passo 1.2)

= db;, e Bi1: E;_1 = Ei(bi)a b;ﬂ cFE;
[7.17,pg.153]
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cs (f(l’),F) = KjK(W) = F(wabmvbm—la s 7b1)
= f(x) € risolubile per radicali

b?GF(w,bm, ..,bi+1) Vz:l,,m—l
-~
b"mEF(w), wr=1€eF per def.
(2) Dim =
Per il lemma [7.22,pg.158] si ha
JE: K=0CS(f(z), F)SE = F(aq,...,am)

Vi=1,...,m3dn; : Oé;“ =b,€F;,_4
F() = ‘F7 F‘z = Fi,l(ai) Vi = 1,...,m
F<F di Galois
Sian =mecm{n1,...,nn}, U, = (w),siha
hF =0
¢ = F=K ¢ di Galois =
K =CS(f(x), F) ~ ~
[6.22,pg.96] [7.20,pg. 155]
F(w)=E(w) di Galois

F(w)=<K(w) di Galois

F=FE di Galois =
—~
[7.20,pg. 155]
Sia F' = F(w), F/ = F(w), K' = K(w), E' = E(w)
F'<K'<XF'
F'<E’ di Galois = G(K,F)=~ CACR 0} (1)
D : ~ G K
F'<K'’ di Galois  [6.30,pg.101]
Inoltre, sempre per la prop [7.20,pg.155], si ha
G (K, F) risolubile < G(K',F') risolubile (2)
[7.20,pg. 155]
Per la (2) e poiche’ vale la seguente implicazione:
o g(EF)
g (E‘/7 F/) risolubile = W
[7.3,pg.140]
basta dimostrare che G (E’, F”) ¢’ risolubile .
(2.1) G(E',F'") ¢ risolubile

~ G (K', F') risolubile
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=  F/<F'di Galois
N

[6.23,pg.96]

F'<F/<F’
F'<E’ di Galois
Fi/+1 =Fi(w) = Fi(w,ai401) = Fi/(aiJrl)

nm/ﬂ =mem{ny,...,nn} = Uy, CU, c F}

Fiyy = Fi(oig)
Ni41 ’

Q; € F! . . .
i+l i =  F/=F/, ¢ ciclica e di Galois (3)

Uninn &F [7.17,pg.153]
chF =0 o
= G (F/,,, F)) € ciclico (3.1)
F/=<E’ di Galoi E' F!
i = LA os = GELF) ~ G (F{.,, F}) ciclico per la (3.1), e quindi abeliano (3.2)
F/<F! , di Galois ~~ (E’,Ff )
i=Til [6.30,pg.101] i+l

Applicando la corrispondenza di Galois (vedi [6.25,pg.96]) alla catena di campi
F'RF/<...2F) =F'
otteniamo la catena di gruppi
{id} 2G (E', Fyp_1)=...2G (E', F")
che per la (3.2) ¢’ una catena di gruppi che rende G (E’, F’) un gruppo risolubile.

O
Lemma 7.24.
. Lo . al,...,ozp_geR
Vp > 5 primo 3f(x) € Q[x] irriducibile : deg f = p,
Qp_1,0p € (C\R
dove a, ..., q, sono le radici di f
Proof: Siano c,aq,...,a,—2 € 2Z* numeri pari non nulli, con ¢ > 2, a3 <az <---<ap_2e€
tali che
p—2
S
i=1
c+ Z aa; >0&c>— Z a;a;
1<i<j<p—-2 1<i<j<p—2

Siano dati i seguenti polinomi
glx) = (@*+e)(z—a)...(x—ap_o)
flx) =g(x) +2

deg f = degg=p
Sia A linsieme delle radici di f(z).
(1) JANR| > p — 2, ovvero, f(x) ha almeno p — 2 radici reali
CASE: g(a; +1) <0
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glan+1) = (a1 + ) [ +1 - a)

622:(%4—1)2—1—022
z:]é|a1+1—aj|21
iyéj:>ai<aj\/aj<ai = =>|ai+1—aj\21
a;,a; pari
= |g(ai +1)[ > 2
gla;+1)<0=g(a; +1) <=2 (%)
fla;) =g(a;) +2 = 2>0
a; € radice di g(x)
flai+1)=gla; +1)+2 < <0
()
Se f(a; +1) =0, allora a; + 1 €’ radice di f, altrimenti
f(ai)>0, f(a,-+1)<0 = ElﬁieR:ai<§<ai+1, f(§,):0
thm esistenza degli zeri
Quindi, in questo caso, per ogni radice a; troviamo almeno una corrispondente radice di f.
Queste radici sono tutte distinte perche’ ognuna appartiene a un intervallo del tipo Ja;, a;y1].
CaAsE: g(a; +1) >0
Osservando che
gla; +1) >0
g(a;) =0
g(ai+1) =0
i1 <a;—1<a;<a;+1<a;41
e studiando i punti di minimo e massimo relativo®® | si ricava che g(a; — 1) < 0. A questo
punto si procede analogamente al caso precedente.
(2) f(x) € irriducibile
f(x) ¢ monico. Il suo termine noto non e’ divisibile per 22:

cHai—i—Q:Q Ly

Allora per il criterio di Eisenstein, f(z) e’ irriducibile in Q[z].
(3) JANC\R| =2
Supponiamo per assurdo che ACR:
f@)=(@—-—a)...(x —ap) a; €R Vi

Applicando le formule di Viete’ (vedi [4.7,pg.72]) e ricordando che
fl@)=g(@)+2= (2" +c)(x —a1)...(z — ap-2) +2

abbiamo:

1. 11 cofficiente di xP~! ¢’

e

26 g(x) ha tutte le radici distinte, quindi a; non puo’ essere una radice di g’(z) e quindi g’(a;) non puo’ essere
ne’ un punto di minimo ne’ di massimo
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ma e’ anche

quindi

2. 11 cofficiente di zP~2 €’

c+ E a;a; >0 (%)
1<i<j<p—2
ma e’ anche

D aney = () -Xet) o 5300t 20

1<h<I<p ragionando sui doppi prodotti > ;=0 ap€ER
che €’ assurdo contro ().
Quindi,

A¢R=3ac A%: f(a)=0, f(@) =0
@ coniugata di «
Quindi f(z) ha almeno due radici complesse.

degf=p=[Al<p
|[ANR| > p — 2 = |[ANC\R| =2
|[ANC\R| > 2
Ovvero, f(x) ha solo due radici complesse. O

Proposition 7.25.

Vp > 5 primo 3f(x) irrid. in Q[z] t.c. G (L, Q) ~ S,(A)
dove L =CS (f(x),Q), A e’ linsieme delle radici di f(x)

Proof: Per il lemma [7.24,pg.163] esiste f(x) € Q[xz] irriducibile, con due sole radici complesse,
con deg f = p.
Sia L = CS (f(z), Q).
chQ = 0 = Q=L separabile = f(z) separabile = Q=L di Galois (1)
f(z) irrid.

f(@) imid. = degf=p/IL:Q] = |¢(L,Q) = 39 €G(LQ): olg) =p
(1) thm Cauchy [AII,1.177,pg.75]
Sia A = {a1,...,0p} linsieme delle radici di f(x), dove aq,as sono le due radici complesse

(coniugate tra loro). Per la prop [6.26,pg.99] abbiamo
G(L,Q) < 55(4)
2T g € un p-ciclo di S,(A), infatti,
g="71---Yry Yi,---,7r cicli disgiunti
o(g) =p=mem{l(v) |i=1,....,r} = 3i: I(y)=p, tuttele altre sono di lunghezza 1

p primo

>g=v=>Ilg) =p

27stiamo pensando G (L, Q) come un vero sottogruppo di Sp(A), in realta’ ¢’ solo immerso in Sp(A). La
dimostrazione pero’ rimane invariata.
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Sia 7’ la coniugazione complessa e sia 7 = Tl’L. Si ha

T€I(L,Q) =G(L,Q)

(1) = g, () = a; ¥Vi>2 =T = (a,az) trasposizione

a; €R

g p-ciclo di S,(A) = g muove tutti gli elementi di A= g=(...,a1,...,a2,...,) = Ji: g'(a1) = s
i olg b i_gs i :
o(g") = — = ~=1,p, ¢'#id = g¢" € un p-ciclo

) = MCD(o(g) 1) ~ (o1
Sia g’ = g¢' € G(L,Q)

A meno di rinominare gli indici di ag, ..., ., possiamo scrivere
!/
g = (a17a2aa3a"'7a’r‘) S g(LvQ)

—~| =

Infine, abbiamo
T = (Oél, OZQ), g/ = (a17a23 Qas, ... 7ap) € g (La Q)
Sp(4) = (nd) = Sp(A)CG (L, Q)SS,(A) = Sp(A) =G (L, Q)
[AII,1.85,pg.32]
Theorem 7.26.
Vp > 53f(z) € Q[z] irriducibile, deg f = p t.c. f(x) non e’ risolubile per radicali

Con questo teorema possiamo quindi affermare che non esistono formule che risolvono qualsiasi
polinomio di grado > 5 e che facciano uso delle operazioni +,—,*, /, V-

Proof: Basta applicare la prop [7.25,pg.165], il thm [7.7,pg.146] e il thm [7.23,pg.160]. (nota
28) O
7.4 Discriminante

Definition 7.27. Sia F campo, T = (x1,...,%,) indeterminate, con n > 2. Definiamo il
discriminante:

e poniamo

Proposition 7.28.
1. A(Z) e’ simmetrico
2. 0 €8, = VA(T)) = sgn(o)VA(Z)

1 o pari

d T) = o yee-sLg(n))s S = ) )
ove 0(T) = (To(1) Zo(m)), sgn(0) {_1 o dispari

28

K =CS(f(z),Q)
chQ =0, Q=K algebrica = Q=K separabile = = f(x) separabile

~—~
[3.23,pg.60] f(x)€Q[z] irriducibile
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Essendo A(T) simmetrico, per il thm [4.8,p9.73], si ha

Proof:
(1) Dim 1.

A = ] @-2)= ] -@-a)@—z)=C0" T (@—a)(z - a)

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
dove N = | {{i,j} |1<i<j<n}
Poiche’ I'insieme {{7,j} | 1 <i < j <n} contiene tutti i possibili raggruppamenti, a due a
due, di {1,2,...,n}, abbiamo che
v=(2)
2

A@) = (1)) [](@i - ;)

i#]

quindi, si vede facilmente che

e da qui si capisce che A(T) e’ simmetrico.
(2) Dim 2.
Poiche’ ogni o € S,, €’ prodotto di trasposizioni, basta dimostrare che
VA(T(Z)) = —VA(T) Vr trasposizione di S,

Sia 7 = (4,7), con i < j, si ha

1<h<k<n
= (zi — z) 11 (wn—ax) = +(@i—x;) [ (@ —am)(z;—wm) 11 (zn — )
1<h<k<n, (h,k)#(i,5) m#i, m#j h<k, h#1,j, k#i,j
VAFE) =+ —2) [[ (@5 —2m) (@i —2m) II (@ —z1) = —VA®@)
m#i, m£j h<k, h#i,j, k#i,j
O
Example 7.29.
n=2= A@) = (v1 —22)? = 0] — 4oy
dove 01,09 € F[x1,22] sono i polinomi simmetrici elementari.
Proof:
A(T) = (21 — 20)? = 27 + 22 — 221209 = (21 + 12)? — 42120 = 0% — 4oy
O

Definition 7.30. Sia dato il polinomio monico
fx)=a2"+az" ' +- - +a, € Fl]
Se n > 2, definiamo il :
0(f) = Asym(—aq, ..., (-1)as,...,(=1)"a,) € F

dove A(T) € F[z], e Asym(T) e’ dato dalla prop [7.28,pg.166].
Per n < 1, poniamo 6(f) = 1.
Infine, con /§(f) indichiamo una qualsiasi radice di 22 — §(f).
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Example 7.31. Continuiamo 'esempio [7.29,pg.167]. Per n = 2 si ha

Asym(o1,02) = 0? — 4oy
§(2* +bx + ¢) = Agym(—b,c) = b* — 4c

Proposition 7.32. Siaa = (a1, ..., a,) il vettore delle radici del polinomio monico f(x) € F|x].
Si ha

1<i<j<n

1.1 /6(f) = £VA(a)

2. 6(f)eF, \o(f)e L=CS(f(x),F)
3. f(x) separabile < 6(f) #0

Proof: Sia f(z) =2" +az" '+ +ay,si ha
A(a) = Asym(oi(a), ..., on(a)) = = Asym(—ai,...,(=1)"a,) = 4(f)
formule di Viete’ [4.7,pg.72]

Dalla definizione segue subito che §(f) € F. Per quanto riguarda /d(f):

aeLVi= \i(fy=+ ][] (w-o0;)€L

1<i<j<n
Vo(f)y == H (0 — ) = +VA(a)
1<i<j<n
Infine, la 3. segue direttamente dalla 1. O

Proposition 7.33. Sia f(x) € F[x] separabile e monico, deg f =n, L =CS (f(x), F).

L 9 e G(L,F)= o(/i(f) = sgn(¢)Vi(f)
dove ¢’ ¢’ Uimmagine di o tramite limmersione G = G (L, F)—S,,, ovvero G ~ G’ < S,
2. Se chF # 2 si ha

G' <A,&\éf)eF
Proof:
(1) Dim 1.

Per la prop [7.32,pg.168] si ha
Vo(f) = £VA(a)
supponiamo dapprima che /3(f) = +VA(a).

Sia o = (aq, ..., ay) il vettore delle radici di f.
VAW(@E) = se(e)VAE) ()
[7.28,pg.166]
SVIP) =eVA@) =  VAE() = sm@)VA@) = seu(@)Vo0)
¢ permuta le «; (1) [7.32,pg.168]
Si procede in modo analogo nel caso 1/6(f) = —vVA(a).
(2) Dim 2.
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f(x) separabile , L=CS(f(z),F) = F=<LdiGalois = LI&F) = F
[6.19,pg.92]
e(Vo(f) =_sen(e)Vo(f) (2)
1.
G <A, el Vo eG esgn(p)=1Vo e &
(2), (%)

& o(\/6(F) =\o(f) Vo€ G \o(f) e LIEF = F

(*) NOTA: nell’implicazione < stiamo implicitamente sfruttando l'ipotesi chF' # 2, infatti,
solo in chF = 2 si ha
1+1=0=1=-1

3(f) = sgu(e’)V/o(f) = sgn(y’) =1= -1
f separabile = §(f)#0
Quindi in chF = 2 non sappiamo distinguere il segno di ¢’.

O]
Proposition 7.34. Sia f(z) € Flx] monico, irriducibile, separabile*®, deg f = 3, L = CS (f(z), F),
chF # 2.
Si ha

Az & \Jo(f) e F
L F)~
6L F) {53@ VA ¢ F
Proof: Sia a una radice di f(z),
f(z) separabile , L =CS(f(x),F) = F=<L di Galois = [L: F|=|G(L,F)|
[6.19,pg.92]
f(z) irriducibile = [F(a): F] =3 = 3/[L:F]:|Q(L,F)| / |S5] =3!=6
-~

FRF(a)=L
[6.27,pg.100]

= |g(L7F)| :376<:>g(L7F):A3753
G(L,F)~As = gf)eF

[7.33,pg.168]
G(L,F)~S35 = G(L,F) /A3 = VO(f) ¢ F
Az<Ss [7.33,pg.168]

29per la prop [7.32,pg.168],
f separabile < §(f) #0
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8 Esercizi
Example 8.1. 1. v/2+ /3 ¢’ algebrico su Q, e Pyin (\/§+ V3, Q) =2* —102? +1
2. dimg Q(v/2,v/3) = 4 e una base ¢’ {1, V2,3, \/6}

3. Q(V2,V3) =Q(v2 + V3)

Proof:
(1) Dim 1.
V/'2,4/3 sono algebrici su Q, infatti, basta considerare
2 2
x*—2, z°—3
Allora, per la [2.46,pg.33], si ha che v/2 + v/3 ¢’ algebrico su Q.

flx) =2 —102* +1 =

= (- (V2+V3)(z+ (V2 +V3)(z — (V2 —V3))(z+ (V2 —V3)) = (2% — 5 — 2V6) (22 — 5+ 2V6) ()
f(z) ¢ monico, e f(v/24v/3) = 0. f(x) ¢ irriducibile, infatti, se per assurdo
f(z) =p()q(x), p(z),q(x) € Qlz], p(z),q(x) irriducibili
. deg f(x) = deg p(x)q(z) = degp(x) + deg q(x)
CASE: degp(xz) =2

deg gq(x) = 2
Quindi f(z) e’ fattorizzato in polinomi irriducibili di grado 2. Allora, per la (x), e poiche’
Q[z] ¢ un UFD, f(z) €’ del tipo
(@) = (2% =5 - 2V6)(2® — 5 + 2V6)
ma in questo modo, f(z) ¢ Q[x]. Assurdo.
CASE: degp(z) =1

p()=a—a/f()
Sempre per la (x), e poiche’ Q[z] ¢ un UFD, si ha che z — a deve essere uguale a uno dei
fattori lineari visti in (). Assurdo contro p(x) € Qlz].
CASE: degp(x) =3

degg(z) =1
quindi basta applicare il caso precedente.
Abbiamo cosi’ visto che f(z) e’ monico, f(v/2+v/3) =0 e f(z) e irriducibile in Q[z]. Allora
per la [2.30,pg.24], si ha
f(I) = Pmin (\/§+ \/g’(@)
(2) Dim 2.
Consideriamo la seguente catena:

Q=Q(v2)=Q(v2,V3) = Q(V2)(V3) (3)
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Si ha
monico
22 — 2{ irriducibile in Qlz] = Py (\/5, Q) =22-2=>
ha v/2 come radice  [2.30,pg.24]

NP dimg Q(v2) = deg(z® —2) =2, B= {1, \/5} e’ una base
[2.40,pg.29]
Analogamente, poiche’ 22 — 3 = (x — v/3)(x + /3) ¢’ irriducibile in Q(v/2)[z], si ha
Poin (\/g,(@(ﬂ)) =22 -3= dimg /5 Q(\@)(\/g) = dimg 5 Q(\/i, \/3) = deg(2® —3) =2

C= {1, \/§} e’ una base

Allora
(3) NP dimg (@(\/5, \/§) =4, BC = {1, V2,3, \/6} e’ una base

[2.18,pg.16]
(3) Dim 3.
Consideriamo la seguente catena:

Q=Q(V2 + V3)=Q(V2,V3)

deg Puin (\f2 + /3, Q) = dcg(z4 — 1022 +1) =4
[2.40,pg.29)] 1

dimg Q(v'2, \/3)5, =4

Si ha
dimg Q(vV2 + V/3)

Q(\/i + \/g)g(@(\@, \/3) sottospazio vettoriale _
{dim@ Q2+ V3) = dimg QW3 v3) L QU2+ V) =Q(v2,V3)
O

Example 8.2.

Wl

1
1. Calcolare dimg (@(\/54 V3 ).
2. Calcolare dimg Q(v/2 + v/2) e trovare una sua base.

Proof:
(1) Dim 1.
Consideriamo le due catene:

Per la transitivita’ dei gradi (vedi [2.18,pg.
1,1
[@(27,35) : Q] = [Q(2

Si ha
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Allora, sostituendo nella (1), abbiamo
1/1Q(% 31 : @ - -
O - 4,3) =12/[Q(2%,3%): Q] = 12 < [Q(2%,3%) : ©
{3/[(@(24733):@] mem(4,3) = 12/1Q(24,3%) : Q) Q(t3%) @
Ma per la prop. [2.42,pg.30], si ha
@(2%,3%): Q) < [Q(21) : QQEB
Quindi [Q(27,33) : Q] = 12
(2) Dim 2.

(21) Q(V2)CQ(V2 + v2), ovvero Q(v2, V2 +v2) = Q(vV2 + V2)
\@(\@+2)2<\/2+\f2) 2= VB e QY2 +v3) = QVRICQ(V2 + V3)

Possiamo cosi’ considerare la seguente catena:
Q=Q(vV2)=Q(v2, V2 + v2) = Q(y/2 + V2)
(2.2) Puin (V2+V2,Qv2)) =22 = 2+ V2)

\/2 4 V2 ¢ una radice di 2% — (2 + V2)

2% — (2+V2) € Q(V2)[z], ed e’ monico

22 — (24 V/2) ¢ irrid. in Q(v/2), infatti, se non lo fosse:
2 = (2+V2) = (x—a)(z - f), a,f€QV2) ()

xQ—(2+\/§):(x—\/m) (wW) = m:aeQ(\@)

(x), UFD

W=

):Ql =12

{[1%2@\/;’5&3;@1@(@) = \24V2=a+bV2, abeQ=2+V2=a?+ 25 +2V2ab <

a’? 42> =2
= V2 =2abe assurdo
2ab =2 “ Q b

Quindi per la prop [2.30,pg.24] si ha

Prin <\/2 + \/§,Q(\/§)) =%~ (2+V2)
Pain (V2,Q) =2? —2= [Q(v2) : Q] =2

Pain (W,Q(ﬁ))zﬁ—(2+\/§)=>[@(\/i 2+v2): Q(v2)] =2
= QV2V2+v2):Q =4 & [QY2+V2): Q=4

[2.18,pg.16] passo 2.1

Trovare la base e’ ora semplice. Conosciamo gia’ le dimensioni di Q(v/2 + v/2), basta quindi
applicare la prop [2.40,pg.29]:

{1 (o) (Vo a) o ey

Alternativamente potevamo calcolare una base di Q=Q(v/2), una di Q(v/2)=Q(v/2+ v/2) e
farne il prodotto utilizzando la prop. [2.18,pg.16].
O
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Example 8.3. 1. Trovare K = CS (sc3 — 2,@), e dimg K

Proof: Considerando 'estensione Q=C, per la prop [1.19,pg.7], tutte le radici di 2® — 2 sono

V2, Y20, V2

CS (2 - 2,Q) = Q(V2, V2w, V2w?)
(1) Dim. che Q(V/2, V2w, ¥2w?) = Q(V/2,w)

Chiamiamo A e B i due insiemi.

Quindi, per definizione,

(1.1) Dim C
Si ha \3/5, \'J/Ew, S e A, e quindi per definizione®® ACB
(1.2) Dim D
Poiche’ v/2 € A, Basta far vedere che w € A:
Vo
w Tow

Quindi, per definizione BCA

(2) Possiamo adesso calcolare dimg K piu’ agevolmente: basta calcolare dimg Q(V/2,w)
<21> Pmin (Wa(@(\g/i)) = .172 +x+1

w e radice di 2 —1 < w e radice di (z —1)(2®> +1+2) = we radicedi 2?2 +1+x
w#1
2? + 1+ x ¢ monico

Se per ass. 2 + 1 + z fosse riducibile in Q(V/2): 2>+ z + 1= (z — a)(z — ) € Q(V2)[z] = a,3 € Q(V2) (¥)
- —1+i\/§> <x_ —l—i\/§> L oLtivE

2 2 ~~— 2
(%), UFD

Ma2? +x+1= (x o € Q(V/2) assurdo

Quindi per la prop [2.30,pg.24],
Pmin (W7Q(€/§)) - Z‘Q +x+ 1

Abbiamo:
QCQ(V2)CQ(V2,w)
Pun (V2,0) =0 =2 = [QV2):Q =3
[2.40,pg.29]
Pain (€,Q(V2) =2 +2+1 = QVDW):Q¥2)]=2 & [QV2Zw):Q¥2)=2
[2.40,pg.29] [2.22,pg.19]
= [R(V2,0): Q=6
[2.18,pg.16]
O
Example 8.4.

Q(V2,V3) = Q(V2+ A\V3) VA€ Q*

BOF(al, az) €’ il piu’ piccolo sottocampo contente F, avp, oo
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Proof:
V'2,v/3 sono radici di 22 — 2,2% — 3 € Q[z] = V2,3 algebrici su Q = Qj@(\/ﬁ, \/3) algebrica

[2.43,pg.31]
chQ =0
= <Q(2,V3 bil
{@5@% VB) algebrica e OFQHVE) separable
[3.23,pg.60]
Allora applicando il thm [3.29,pg.65], abbiamo
Q(V2,V3) = Q(V2 + \V3) Lvi=1,2

doverin(\/ﬁ,Q>:x2—2:a:a1:\/§7 as = —V2
Pmin(\/g(@):w273:>6:ﬂ1:\/§a 62:*\/é

2
AZOAN# V2 \[
23 VB
Poiche’ % ¢ Q, mentre A € Q, basta imporre che
AeQr

Example 8.5. Trovare un campo con 8 elementi.

Proof: Dato che 8 = 23, cerchiamo di usare la prop [3.6,pg.52]. Cerchiamo quindi un f(z) €
Zs[x] irriducibile di grado 3. Poiche’ i coefficienti di f(z) possono essere o 0 o 1, abbiamo solo 4

possibilita’. Tra questi polinomi prendiamo quello che non ha radici. Quindi,
Zo|x]

(2 +22+4+1)
23 + 2% 4+ 1 non ha radici: 04+ 02 +1=1, 1°+1°+1=3=1
dega® 4+ 22 4+1=3

e’ il campo cercato, infatti,

= 2% + 2% 4+ 1 ¢ irriducibile
allora per la prop [3.6,pg.52], si ha la tesi

O

Example 8.6. Sia f(r) = 2* + 1, si ha

L. CS(f(x),Q) = Q(v2, v2i)

2. CS(f(x),R) = R(3)
Proof: Y /3 Y Y

rt 1= (2 i)z +i) = (z — 72(1 +4))(z + 72(1 +4))(z — 72(2 —1)(z+ 72(1 —1))

(%)
) \/5(1—1—2');\/5(2’—1):\/57 \/§(1+i)42r\/§(i—1):ﬁi
CS (f(2),R) = R(V2, V2i) = R(i) .

Example 8.7. QCQ e’ una estensione normale ma non finita.
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Proof:
(1) Dim. che QCQ e’ non finita
(1.1) Metodo 1
Se per assurdo QCQ fosse finita, allora

[@:Ql=n (1)
Q = {a € C| a algebrico su Q} = {/p|p € Z primo } CQ (2)
[2.64,pg.50]

Sia p; i-esimo primo
(1),(2) = /p1,---,v/Pm, conm >n,sono ld., quindi
Fi<m: /pi=ai\D1 +as/p2+ -+ any/ph, 1<h<i, a; €QVi=1,...,h
Se h =1, allora
VPi = a1y/P1 = pi = aipi = apr=1, p;=p1

pi primo

assurdo contro ¢ > 1. Se h > 2,

= (01\/ +aoy/P2 4+ any/pr)? = aipy+ -+ appn + 2a1a2/p1pz + 2a1a3/pips + -0 =

= Za pi + Z 2azaj pzpj

1<i<j<h
pi €L = Z 2aa;./pip; € ZCQ
1<i<j<h

Dimostriamo che cio’ e’ assurdo per h = 2:

> 2aia;\/pip; = 2a102/P1pa € Q = V2 €Q=

1<i<j<2 al,age(@

= k=piVk=py = =p?V =2 = p, =
- b1 D2 b1p2 =Py V P1P2 = Po P2 =D
Pi primo

assurdo.

(1.2) Metodo 2.
Sian € N, n > 1. Consideriamo il polinomio f,(z) = 2™ — p € Q[z] con p primo. Per il
Criterio di Eisenstein, f,,(z) €’ irriducibile in Q[z].

fn(z) € Q] irrid.
fn(z) monico = fr(@) = Pin (¢/P, Q) = [Q(/p) : Q] =n (%)
({zf) [2.30,pg.24]

fule) € Qla 1 Q] = ¢pel=

Q ¢’ chiuso, [2.56,pg.42]

= Q=Q(y/p)2Q=1Q:Q =n
Per l'arbitrarieta’ di n, deduciamo che Q=Q non puo’ essere finita.
(2) QCQ e normale
Sia f(x) € Q[x] irriducibile, « € Q: f(a) =0, si ha
f()lrrld. in Q[z] NP degf()zl@f(x)zx—oz
[2.56,pg.42]
quindi tutte le radici di f(z) sono in Q.
Per l'arbitrarieta’ di f(z), e per definizione, QCQ e’ normale.

Example 8.8. 1. Qj@(\@, \3/5) non e’ normale
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2. Z3(u)=7Zs3(t), ¢ normale, dove u = t3, t trascendente su Zs.

Proof:
(1) Dim 1.
Basta procedere come nell’esempio [5.4,pg.76], considerando che
—1+iv3
W=
(2) Dim 2.
Sia F' = Z3(u), K = Z3(t), f(r) =23 —u € Flx
f@y=2>—u=a23—t2 = (x—1)3cZst)x]
[1.20,pg.7]
F(t) =7Z3(u)(t) = Zs(t,u) = Z3t)=K =K =F(t)
w€EZs(t)
= K =17Z3(t)=CS(f(z),F) = F=K ¢ normale e finita

[5.5,pg.76]

Example 8.9. Sia F = Zj3(t,u), t,u trascendenti su Zz, f(z) = (22 — t)(2® —u), K =
CS(f(x),F),a, € K,a?=1t3*=u. Siha

22 —t = Puin (o, F), € separabile

22 —u= Ppnin (8, F) € non separabile

Proof:

(1) Dim 1.
Sia f(x) = 2® —t. Poiche’ f(a) = 0, f(x) monico, basta dimostrare che x? — ¢ e’ irriducibile
in F[z]. E questo si vede usando il Criterio di Eisenstein cosi’ come e’ stato fatto nella dim
della prop [3.28,pg.63].

Inoltre
a # 0 infatti, a =0 = f(a) =0 = f(0) = —t = t = 0 assurdo
2 — = = — ! = — ) : : o . PR
Dz —t] =2z x = f'(a) a#0 = anone radice multipla = f(x) ha radici distinte
2€Z3 [1.17,pg.6] deg f=2
(2) Dim 2.

Come prima si vede che g(z) = 23 — u = Py, (8, F), inoltre

Dz® —u]=32* = 0
-
2€ZL3
quindi per la prop [1.17,pg.6], * — u ha solo radici multiple e in particolare
2 —u=(x—p)>

Example 8.10. Studiare 7 (Q(\3/§)7Q).
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Proof: Sia F=Q, K =Q(V2), a= 2

a e radicedi z° — 2= F<K ¢ algebrica
chF =0
=  F=K separabile
—~

(3.23,pg.60]
FCK e finita e separabile = |G (K,F)| <|Z(K,F)|=[K : F] = deg Puin (a, F) = degz® — 2 =13
[6.10,pg.84]
C ) : CO: —_ _ _ 2
peG(K,F) C I(KF) = o¢la)eradicediz®—2 & pla)=aVela)=waVpla)=wa (1)
[6.4,pg.79] (6.6,pg.80] [1.19,pg.7]
pla) € K=Q(W2)
~~ 2 :
$EG(K,F) pla) # wa, pla) #w'a = pla) =a=¢=id
wa, wla ¢ Q(V/2) ¢Y)
=G§(K,F)={d} = |G(K,F)|=1#3=|Z(K,F)|=G(K,F)#Z(K,F) _=  F=K none normale

[6.15,pg.87]

Example 8.11. Sia F' campo, f(x) € F[z] irriducibile, deg f(x) = 3, L = CS (f(z), F). Siano
a, B,y € L le radici di f(x) (non necessariamente distinte).

1. Determinare i possibili valori di [L : F]
2. Supponiamo f(z) non separabile
(a) Determinare chF, [L: F|,Z (L, F)
3. Supponiamo f(x) separabile.
(a) ﬂeF( ) &7 € Fla)
(b) L= F(a,B)
(c) Suppomamo B ¢ F(a). Determinare [L: F(a)], Z (L, F(a))
(d) Supponiamo § € F(«). Determinare [L : F], Z (L, F)

)

Proof:
(1) Dim. 1.
Sia f(x) = af(x), f(z) € F[z] monico.
f(z) € Flz] irrid. = f(x) € Fla] irrid.
fla)=0= f(a) =0, e analogamente f(3) = f(y) =
f(z) e monico
\:i/ ?(I) = Pmin (Ot, F) m1n (ﬂv ) = mm ('77 F) (1)
[2.30,pg.24]
FCF(a)CL
[F(a) : F] < deg Puin (a, F) = deg f(z) = deg f(z) =3 = 3/[L D F
[2.40,pg.29] [2.18,pg.16]
[L:F] é (deg f(x))! =3l=6
[2.51,pg.38]

=[L:F|=3VI[L:F]=6
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(2) Dim. 2.
Applichiamo la prop. [3.25,pg.61]:
chF =p, p primo

f(z) non separabile, irriducibile = {Eg(m) € Fla]: f(x) = g(a?)

~—~—
[3.25,pg.61]

Abbiamo
3 =deg f(z) = degg(2”) = A\p, A =degg(x)
3=M = A=1 3=p

3,p sono primi
Quindi chF = 3. Inoltre,
A=1=g(x)=ax—-0b, a,b€ Flz], a#0

f(@) = 9(a®) = az® — b

. . . b
Sia 8 una radice di az® — b ovvero 33 = —
a

chF=3, [1.20,pg.7]
Quindi tutte le radici di f(x) sono o = =1

= L=CS(f(x),F)=F(a)=[L:F]=degPuin (a,F)\z/degf(x) =3
(€]
Consideriamo adesso Z (L, F):

{Pmin (a, F') ha solo una radice

L b (L) =1

[6.8,pg.81]
ideZ(L,F)
= T (L, F) = {id}
(3) Dim. 3.
Stiamo supponendo f(z) separabile, quindi « # 3, 8 # 7,7y # .
(3.1) Dim g € F(a) = v € F(a)

BeF(a
76) =0 = F@) = - Bf (). f) e Fla)a
f(.’l,') € F[.’IJ]QF(O[)[J;] Ruffini

~—

deg f(x) =3 = deg f'(z) =2
Fla) = 06 (a— B)/'(a) =0 = /() = 0
¥
a€ F(a)
fl(a) =0 /
o) e Pl @ =@ ae=a, ceFl@)
deg f'(z) =2

(3.2) Dim v € F(a) = 8 € F(a)
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Basta scambiare v con 3 nella dimostrazione precedente.
(3.3) Dim. L = F(a, )
Se 8 € F(«) oppure v € F(«), per quanto abbiamo visto abbiamo
B,y € F(a) = L =F(a,B3,7) = F(a) = F(a, B)
Supponiamo allora che 8 ¢ F(a) A~ ¢ F(a). Si ha,
FCF(a)CF(a, B)CF(a, B,7) = L

= [Fe8): F1/IL: F] ()
[2.18,pg. 16]
[L:F]=3VI[L:F]=6
= [F(o,08): F]=1,2,3,6 [sono i possibili valori] (x")
[F(a) : F] = deg Puin (a,F)\:,Jdeg?(x) =3
1)
B¢ Fla) = F(a) C F(a, ) = [F(a, 8) : F] > [F(a) : F] =3 (+)
(%), (), (") = [F(e,8) : F] =6 =[L: F]
{F(a,ﬂ)gL
[F(a, ) : F] = [L: F]
Inoltre, sempre per la prop [2.18,pg.16] deduciamo che
[F(e,3) : Fla)] =2 (2)

= L="F(o,0)

(ci servira’ in seguito).
(3.4) Supponiamo 3 ¢ F(a). Determiniamo [L : F(«)], Z (L, F(«))
Per quanto visto prima
L =F(a,B)
B¢ Flo) = [F(a.f) : F(a)] =2
(2)
[L:F(a)=2
[F(a)(B) : F(a)] = 2 = deg Puin (8, F(a)) = 2 = h(x) = Pain (8, F(@)) = (z = 8)(x — 52)
Per costruire Z (L, F(«)) basta usare la prop [6.8,pg.81]: gli unici due elementi ¢1,p2 €
T (L, F(«)) sono rispettivamente determinati dalle seguenti assegnazioni:

B0
B3 By
(3.5) Supponiamo 8 € F(«a). Determiniamo [L : F], Z (L, F)
Abbiamo
L=Fa.f) = F()
BEF (a)
[L:F]=[F(a): F]=degPuyin (o, F) = degf=3

—
(1)

Ricordando che le radici di f sono a, (3,7, per costruire 7 (F (@), F) usiamo sempre la prop
[6.8,pg.81]: gli unici due elementi f, fy, f3 € Z (L, F) sono rispettivamente determinati
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dalle seguenti assegnazioni:

° ®
It 1=
= °

o}
L&
2

Example 8.12. Sia F' campo e z1,z2 due indeterminate.
1. Scrivere x3 + x3 come combinazione dei polinomi simmetrici elementari o1, o

2. Siano a, 8 le radici f(z) € F[z], polinomio irriducibile, deg f(x) = 2. Verificare che

A+ p3eF
Proof:
o1(21,22) = 21 + T2
o2(x1,29) = T129
0109 = x%xg + xlx%
03 — 30109 = 23 + 3xiwy + 3123 + 23 — 3xivy — 3wyad = 2F + ad
Infine,
3 + a3 ¢ simmetrico € Flxy, 2]
a, 3 sono tutte le radici di f(z) = el
f(z) € Fla] [5.1,pg.74]

Example 8.13. Sia f(z) = 2% +1 € Zsx]
1. Fattorizzare f(z) in Zs|x]
2. Determinare L = CS (332 + 2,Z5)
3. Verificare che L = CS (f(z),Zs)

4. Trovare una legge esplicita per il seguente isomorfismo

Zs[z]
L~ ——2"1
(22 + 2 —3)
Proof:
(1) Dim. 1.
st 1 =2t — 4= (2% - 2)(2® +2)
(2) Dim. 2.

Sia T una radice di 2% + 2, allora —% €’ ancora radice, quindi
L=CS (2 +2,Zs) = Zs(7)
(3) Dim. 3.
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Osserviamo che
Zradicedi2? +2 =72 +2=0=7° = -2
(27)? = 47° = 8 = —3 = 2 = 27 ¢’ radice di 2 — 2
Analogamente — 27 ¢’ radice di z? — 2
Quindi tutte le radici di f(z) = (22 — 2)(2% + 2) sono
+ 9%, 4T
percio’
CS(f(x),Zs) = Zs(T) = L
(4) Dim. 4.
g(z) = 2% + 2 — 3 non ha radici in Zs (basta verificare per tutti i possibili valori di z € Zs),
quindi, avendo grado 2, ¢’ irriducibile in Z5[x].
Sia z € CS (g9(x),Zs) una radice di g(z).
g(z) irrid. in Zs[z]
g(x) monico = 9(z) = Puin (2, Z5) = Zs(x) = {a+bzx|a,beZs}~
g(z) =0 [2.37,pg.27] deg g(x)=2
Cerchiamo quindi un isomorfismo ¢ da L = Z5(Z) a Zs(z). Poiche’ ¢ ¢’ un isomorfismo tra
campi, deve essere
o(1) =1= ¢z, =id
Conoscendo ¢(T) determiniamo tutta I'immagine di ¢, infatti,
a €Zs5(T) = a=a+bx, a,beZs
ol0) = p(a) + pD)p(E) = a-+bp(@)
Pz =1d
Poiche’ ¢ preberva il prodotto, si deve avere:
p(T)? = (@) = p(-2) = -2
o(T) € Zs(z) = ¢(T) =a+ bz, a,beZs
(a—i—bg) = 2o a®+b%2% + 2abz = -2

zradicediz? +rz—-3=2°+2-3=02°=3—=z

2 2 2 2
2 2 2 _ 2 2 2 _ a® 4+ 3b° = -2 a+3b* =3
a®+ b’z + 2abxr = -2 < a” + 3b —bx+2abx——2@{2ab_b2:0 = V2 — o0

Una soluzione di tale sistema e’

(a,b) =(1,2)

(a,0) = £(1,2)
Per ogni soluzione determiniamo cosi’ una () diversa. Abbiamo cosi’ trovato 2 isomorfismi
espliciti da L a Zs(z).

Tutte le possibili soluzioni sono

O
Example 8.14. 1. G ((@(w, f’/ﬁ),(@) ~ S3
2. Determinare tutti i campi L t.c. Q=L=Q(w, \3/5)

Proof: Sia K =Q(w,Vv?2), F=Q,G=G(K,F), H=G(K,L), J=G(L,Q).
(1) Dim 1.
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Qw = Cs (x‘3 - 2,(@)
a7 (1)
Le radici d1 x5 — 2 sono v 2,w\3/§, W2 =2t —2 separabile

(1 3_/ G—S3

[6.26,pg.99]
(1) = F=K ¢ di Galois
—~
(6.19,pg.92]
= |G|=|9(K,F)|=[K:F] = 6
[6.19,pg.92] [8.3,pg.173]
S3|=3'=6=|G
15s| L es,
G‘—>S3
(2) Dim 2.
<L=<K
Q=L . ) = L=XK ¢ di Galois (2)
F=K di Galois ~

[6.23,pg.96]

Per sfruttare la corrispondenza di Galois dobbiamo trovare G = G (K, F'). Per semplificare il
compito, possiamo prima trovare dei sottogruppi di G e poi farne un opportuno prodotto per
riottenere G.

(2.1) Determiniamo H; = G (K,Q(V/2))

QCQ(V2)CK = Q(V2ICK e di Galois =, ¢ (K,Q(V2) =T (K,Q(¥2)) = 7 (Q(V2)(),Q(V2))
(2) [6.24,pg.96]

Per la prop. [6.8,pg.81], gli elementi di Z (K,Q(v/2)) sono determinati dalle seguenti

assegnazioni:
P1
W= w

w2 2
W= w

dove w,w? sono le radici di Pyin (w, Q(V/2)) = 2%+ z + 1.
Quindi Hy = {p1 = id, g2} = (@2)
(2.2) Determiniamo N = G (K, Q(w))
Analogamente a prima, G (K,Q(w)) = Z (K,Q(w)) = Z (Q(w)(¥/2), Q(w)). Gli elementi di
T (K,Q(w)) sono determinati dalle seguenti assegnazioni:
Vi
WA
dove V2, w /2, w? /2 sono le radici di Py (%,Q(w)) =z -2

Quindi N = {¢1 = id, ¢2, 93} = (¢¥2)
(2.3) N € normale in G
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Qw)=CS (wz +x+ 1,(@)
Le radici di 2% + 2 + 1 sono w,w? = x? 4+ x + 1 €’ separabile
= QCQ(w) €’ di Galois
[6.19,pg.92]
QCQw)CK
QCK di Galois = G(K,Qw)) =N ¢ normale in G
QCQ(w) di Galois  [6.30,pg.101]
Quindi
HiNN = {id}
L ||N| =6 = |G| = G=HN
-
N €’ normale [AIL1.120,pg.49]
Abbiamo cosi’ determinato G:

G= {1d7 ¢27 w?n P2, @2,(/)27 ¢2¢3}
Tutti i sottogruppi di G sono:

/\

N = (p2) (p2v2) Hs = (p213)
‘x //r

{id}
Determiniamo i corrispondenti campi intermedi usando la corrispondenza di Galois (vedi
[6.25,pg.96], nota anche che le inclusioni vengono invertite):

/\
\/

Nello specifico:
—

KY=K
KG — Kg(K,F)
F=<K e di Galois, [6.19,pg.92]
Q(V2)CK di Galois = K9(K0V2) — (¢2) & K = Q(V2)
[6.19,pg.92]
QW)CK di Galois =, K9 =Qu) & KV = Q)
[6.19,pg.92]

/\
\/

=F
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Per determinare i rimanenti K2 K3 facciamo ricorso al campo coniugato:

{ﬁgfgﬁ; GUEDZTED - o ya(r(V3) = F@a(V3) = Qw¥2) (4
- - [6.34,pg.106]

sl =120 (K,QU2))07Yy = 6(K.4:(Q(V2)
[6.33,pg.105] ()
o Hiho ™" = {id, hopatho ™" = thaipaths }
\?ﬁ*ﬁwZ\S@ngl\?/i:st&wQ\ﬁ

. .
Papaths agisce cosi’: vs  er o %a o
W Wwe Wt e w

3/5 V2 35 P2 93
2B w283 W22
. .
P21 agisce (2051.{ br ez o
wh— Ww— Ww

Quindi Yop21h3 = pathy = Yo Hithy ™ = {id, Yooty = ot} = (pat)2) = Ho

KH2 — K¢2H1w271 _ Kg(KyQ(w %)) \:,/ — Q(W\?/i)
Q(w ¥2)CK di Galois per la (2), [6.19,pg.92]

K =QwV?)

Analogamente:

¥3(F(V2)) = Qw?V2)

7/13H17JJ3_1 =g (K,Q(u}z\s@))

Vs H s~ = {id, ¥302003 7" = U3paths = @aths } = (paths) = Hs

K = Q(uw?V?2)
Possiamo cosi’ riaggiornare il POSET dei campi di F'<K:

K
/ \
Qw) Q(V2) Qwv/2) Q(w?V2)
\ F /

Example 8.15. 1. Studiare C(u)=<C(t) con u = t", ¢ indeterminata.

2. Verificare che

G (C(t),C(u)) ~ U,

isom. di gruppi

dove (Up, ) €’ il gruppo delle radici n-esime delle unita’.
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Proof: Sia f(x) = 2" —u. f(x) e’ irriducibile in C(u)[x] (nota3!)

f(z) irrid. in C(u)[x]

f(z) monico = f(z) = Puin (¢,C(u))
f(t)=0
Per la prop [1.19,pg.7], le radici di f(x) sono
twt,w?t, .. Wt

t indeterminata =t # 0
quindi f(z) e’ anche separabile.

CS (f(x),C(u)) = C(u)(t,wt,wt,...,w" 1) \:/_/(C(u,t) = C(t)
wieC u=t"€C(t)
C(t) = CS (f(z),C(u)) o
{f(m) separabile NP C(u)=C(t) di Galois (1)
(6.19,pg.92]

(1) = 19(C1), Clw)| = [C(1) : Clu)] = [C(u)(t) : C(u)] = deg Puin (¢, C(u)) = deg f(z) = n

[6.19,pg.92]
1) = G(C(1),Clu) = Z(C(t), C(u))

6.24,pg.96]

Per la prop. [6.8,pg.81], gli elementi di Z (C(¢),C(u)) sono determinati dalle seguenti asseg-
nazioni:
tES Wit Vi=0,...,n—1
Abbiamo anche che:
G (C(t),C(u)) = {¢1), infatti,

P1 $1 P1 1
tBwt S 0B B o=t

PI71 #id, of =id = o(p1) = n = |G (C(t), C(u))|
G (C(t),C(u)) ciclico = G (C(t),C(u)) ~ Z, = Uy

U, e’ ciclico

O
Example 8.16. Studiare G (Q(i, v/2), Q) sapendo che
Q(i, V2) = CS (z* - 2,Q)
A quale gruppo e’ isomorfo?
Proof: TODO O

31basta usare il criterio di Eisenstein cosi’ come e’ stato fatto nella dim della prop [3.28,pg.63]
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