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1 Teoria dei gruppi

Definition 1.1. Un gruppoide (M,-) ¢’ un insieme non vuoto M dotato di un’operazione
binaria interna -, ovvero

MAD
M xM— M

E’ da notare che - deve essere definita per ogni coppia (a,b) con a,b € M e deve essere ben
definital.

Definition 1.2. Un semigruppo (5,) ¢ un gruppoide dotato della proprieta’ associativa:
Va,b,ce S a-(b-c)=(a-b)-c

Proposition 1.3. Per la proprieta’ associativa, presi ai,...,a, € S e fissati 1 <i<n, 1<
j <n, st ha

(a1 ai—1) - (ai--an) = (ar---aj_1) - (aj-an)

In altre parole, usando le parentesi per specificare un qualsiasi ordine delle moltiplicazioni, non
cambia il risultato (f.e., (ab)ed = a(be)d)

Definition 1.4. In un semigruppo (.5, ), definiamo 1’operazione di potenza:

Definition 1.6. In un semigruppo puo’ esistere ’elemento unita’ e:
ee’ elem. unita’ diS<Vae S a-e=e-a=a
Proposition 1.7. L’elemento unita’, se esiste, e’ unico.

Definition 1.8. In un semigruppo (S, -) con unita’ e, 'elemento inverso o’ di a € S €’ t.c.

a € S € invertibile < 3o’ € S: ad =da=e

a' €' chiamato inverso di a e si indica con a~!.

se gli elementi sono delle classi, "immagine della coppia non deve dipendere dai rappresentanti degli elementi.

Ad esempio, la legge
(f n E) . T+t
) z y+z

3 4 7
20)— =
41 5

6 12 18
- =) ==
8 3 11

con z,y, z,t € Q>0, non e’ ben posta:



Proposition 1.9. L’elemento inverso e’ unico.

Definition 1.10. Un gruppo (G,-) €’ un semigruppo dotato di elemento unitario, in cui tutti
gli elementi sono invertibili, esplicitamente:

G#0

G xG— G

Ya,b,c € G (ab)c = a(bc)

JeeG: Yae G ae=ea=a
VaeGIalteG: aat=ata=e

Se vale la proprieta’ commutativa, il gruppo viene detto abeliano:
Va,b € G ab=ba
Definition 1.11. In un gruppo (G, -), possiamo estendere la potenza definita nei semigruppi:
o=@ '=@@"", neN

quindi, in generale, e’ ben definito I’elemento o*, z € Z.

Proposition 1.12. Valgono le sequenti proprieta’:

a™-a" =a™", m,ne’
(ab)_1 =b"1ag7!
Proposition 1.13. Valgono le leggi di cancellazione (a sinistra e a destra) in un qualsiasi gruppo:
ab=ac = b=c
ba=ca=b=c

Theorem 1.14. Se (S,-) e’ un semigruppo finito, in cui valgono le due leggi di cancellazione,
allora (S,-) e’ anche un gruppo.

Example 1.15.
(N7 ')7 (Zv ')7 (Q, ')7 (Rv )

sono tutti gruppi abeliani, pero’ e’ difficile estrarre da essi gruppi finiti, infatti se prendiamo un
elemento a € G deve poi esistere a - a, e poi ancora a - a - a. Da Z possiamo estrarre {—1,0,1}.

Example 1.16. Un gruppo finito estratto da (C,-) sono le radici n-esime dell’unita’: U, =
{reC|a" =1}

Example 1.17. (Z,,+) € un gruppo finito abeliano.
(Zy,,-) non € in generale un gruppo finito abeliano (non tutti gli elementi hanno un inverso). Se
consideriamo pero’ (U,, -) ne otteniamo uno, dove

U, ={a€Z,|mcd(a,n) =1}

Si ha |U,| = ¢(n) dove, ¢ €’ la funzione di Eulero.



Example 1.18. Adesso vediamo dei gruppi non abeliani.

1. gruppo lineare generale: (GL,(R),-), dove
GL,(R) = {M"™*"(R) matrice | det M # 0}

2. gruppo speciale lineare: (SI,(R),-), dove
GL,(R) = {M™*"(R) matrice | det M =1}

Per verificare che e’ un gruppo, basta ricordarsi che
det (M) = (det M)

3. gruppo ortogonale: (O, (R),-), dove
On(R) = {M™™(R) matrice | M'M = I"*" < 'M = M~'}

Qui stiamo trattando le matrici ortogonali (vedi [AL,??,pg.?7?]).
Verifichiamo che - €’ una operazione:

M,NeO,<M=M"* N=N"1
{MN)='N'M=N"'M"'=(MN)" < {MN)=(MN)'< MNcO

4. gruppo ortogonale speciale:
SO, (R) = {M™™(R) matrice | 'M = M~", det M =1}
O, (R)\SO,(R) = { M™*™(R) matrice | 'M = M~"', det M = -1}
SO,, ¢ un sottogruppo di O,,. SO,, sono le rotazioni, mentre O,,(R)\SO,,(R) i ribaltamenti

(nota 2
Imponendo le condizioni, si vede che ’elemento generale di SO €’

M= ( cos v s1n19>

—sind cos?

1.1 Gruppi e sottogruppi ciclici
Definition 1.19. Dato il gruppo (G, -), e il sottoinsieme HCG, H # ()
H < G < H € un sottogruppo di G < (H,-) € un gruppo
Proposition 1.20. Dato il gruppo (G,-), e HCG, si ha
1. YVa,be H, a-be H

H<G& (2 ecH
3.YVaceH JateH

Nota: nella seconda condizione, e indica ’elemento neutro di G. Nella terza condizione, a™*
indica Uinverso di a in G, ovvero a 'a =aa"! = e.

2 On(R)SO,(R) non e’ un gruppo: I non ci sta’ perche’ det I = 1



Theorem 1.21. Dato il gruppo (G,-), si ha
H<G&VYa,becH ab™leH

Proposition 1.22. Caratterizzazione dei sottogruppi finiti.
Dato il gruppo (G,-), e SCG, |S| €N, si ha

S<G&Va,beS abe S

Proposition 1.23. Sia dato il gruppo finito G, si ha

H<
<@ = H=G
[H| = |G

Definition 1.24. Il seguente sottogruppo si chiama centro di G:
Z(G)={9€G|gx=xg Yz € G}
ed €’ in sostanza, I'insieme di tutti gli elementi di G che commutano con tutti gli elementi di G.
Il sottogruppo
C(G,x)={g€G|gx=ug}

si chiama centralizzante di x, ed €’ in sostanza, I'insieme di tutti gli elementi di G che commu-
tano con .

E’ chiaro che
Z(G)CC(G, x)
Proposition 1.25. Dato il gruppo (G, -)
H, J<G= HNJ <G
Proposition 1.26. Dato il gruppo (G, ) e H,J < G,
HuJ<G& HCJV JCH

Definition 1.27. Dato un gruppo (G, -) e un suo sottoinsieme X, si definisce (X) come il piun’
piccolo sottogruppo di G contentene X, ovvero:

JH <G: XCH = (X)CH

Proposition 1.28.

Theorem 1.29.

(X)y={tita...t, |t; e X Vt, " € X, reN} = {{{"45>.. 47 |t; € X, 2 € Z, r € N*}



o in forma equivalente se X e’ finito:

X ={x1,29,...,2n}
mi2 . M22

<X>:{(x;“"ﬂx;”m...xgm)(xl apR e

i=1,....r 1":1,2,...}

ma ma m
(z"ray® xgr) | mag,mag, . g € Z,

se l’elemento x1 ha ordine finito, allora il suo esponente my; variera’ variera’ da 0 a o(x1) — 1

(definiremo ordine piu’ avanti (vedi [1.32,pq.5])).

Example 1.30.

1. () = {e}

Proof: per def: tutti i sottogruppi contengono ), quindi il piu’ piccolo e’ {e}.
2. In (Z,+), il sottogruppo generato (2, 3) e’
(2,3) ={2s+3t|s,t € Z}
infatti, per la proposizione di prima,
(2,3)=4{2-3,2-2-3,2-3-3,2-3-2-2,..., }
inoltre, (Z,+) e abeliano, e quindi i 2 e 3 si possono raccogliere.
Definition 1.31. Dato (G, ), g € G,
(9)={g'lieL}
inoltre, (g) verra’ chiamato sottogruppo ciclico generato da g.
(g) potra’ essere un sottogruppo ciclico finito o infinito:
e’ infinito nel caso in cui esiste una corrispondenza biunivoca tra (g) e Z, ovvero
Vi,jeZ:i#jsihag' # g’
e’ invece finito quando
Ji,jeZ:i#] gt =g
Definition 1.32. Dato (G, ), g € G,

o(g) , chiamato ordine o periodo di g, €' (se esiste) il piu’ piccolo intero p > 0 t.c. g¥ = e

se p non esiste si pone o(g) = cc.
La cardinalita’ di un gruppo finito e’ chiamata sempre ordine: o(G) = |G]|.

Example 1.33. In (C*,-),
() ={1,i,—1,—i}, o(i) =4

Theorem 1.34. Dato (G,-), g € G si ha



Proposition 1.35. Se (g) e’ un sottogruppo ciclico finito di G, di ordine p, si ha
g =9 si=j (L)
Corollary 1.36. Dalla precedente proposizione, con p = o(g), si ha:
l.d=es p/z’

1 .
:ap ?

2. (a*)”
Proposition 1.37. Dato (G,-) gruppo abeliano, si ha
Gr=({geGlolg) eN},-) <G
Definition 1.38. Un gruppo (G, ) si dice ciclico < 3g € G: G = {(g)
Theorem 1.39.

(G,-) gruppo ciclico = H < G e’ pure un gruppo ciclico
<=

Piu’ in dettaglio, se G = (g), allora H = (g"™) con m = min{t € N* | g* € H}
Proposition 1.40.

(G,-) gruppo ciclico= G gruppo abeliano
Non vale il viceversa.

Proposition 1.41. Caratterizzazione dei gruppi ciclici finiti.
Dato il gruppo (G,-), |G| =mn,

ge€G, olg)=n<s G=g)
Theorem 1.42. Dato il gruppo ciclico G = {(g), |G|=n,
1. S<G=|9| / n
Owvero, se S e’ un sottogruppo di G allora, il suo ordine divide l’ordine di G
2. meN, m/néﬂlsg G: |S|=m, inoltre S = <gﬁ>
Corollary 1.43. Dato G ciclico,
{SSG}A{mGZMn/n}
con f biunivoca

Ovvero, i sottogruppi di G e i divisori del suo ordine, sono in relazione biunivoca. f e’ proprio
f(8) =15
Theorem 1.44. Dato un gruppo ciclico G = (g) di ordine |G| =n, si ha

dove (m,n) = MCD(m,n).



Corollary 1.45. Dato G = (g), |G| =n,
G=(g") & ) = 1

Example 1.46. Tutti i sottogruppi di (Z,+) sono del tipo 2Z con x € Z.

S<Z=S=@x-1)=(x)={2xx|2€Z}=xZ

1.2 Laterali modulo H
Sia (G,-) un gruppo e H < G. Definiamo i seguenti insiemi:

aH = {ah | h € H}
Ha={ha|he H}

chiamati rispettivamente laterale sinistro e destro di a rispetto ad H.
E’ ovvio che nel caso generale aH # Ha.
Osserviamo che a € aH:

H<G=eceH=ae=acaH

Si ha anche:

eH=H
Proposition 1.47. L’insieme
{aH},cq
e’ una partizione di G, ovvero
1L |JaH=0G

a€eG
2. Presia,be G
aH # bH = aHNbH = ()
o equivalentemente

aH = bH <= aHNbH # (

Definition 1.48. Da ogni partizione nasce la relazione d’equivalenza indotta da essa. Definiamo
quindi le seguenti relazioni:

a=sb (H) & aH =bH < aHNbH # ()
& 3hy € H3hy € H: ahy =bhy, h=hyhy ' € H
sSa=bhebla=h

a=q4b (H) < Ha=Hb< HanHb # 0
& 3hy € HIhy € H: hia =hob, h=hy *ho € H
sSa=hbsab ' =h

rispettivamente chiamate “a congruo b modulo H a destra” e “a congruo b modulo H a sinistra”



Proposition 1.49.

| {CLH}(LEG | = | {Ha}aeG |

ovvero

Jp:{aH} — {Ha}

aclG acG

e precisamente
o(aH) = Ha™!
Definition 1.50. Per la precedente proposizione possiamo definire la seguente quantita’:
ic(H) = [{aH},eq | = [{Ha}yeq |

che viene chiamata indice di H in G.
ig(H) sara’ < 4o0.

Proposition 1.51.
ig(H)=2=0aH =Ha, Va e G
Lemma 1.52.

Va € G |aH| = |H|, infatti, la sequente mappa e’ biettiva:
p:H < aH
p(h) = ah

1.2.1 Teorema di Lagrange

Theorem 1.53. di Lagrange.
(G,-) gruppo finito \H < G = |G| = |H|-ic(H)

In altre parole, se H e’ un qualsiasi sottogruppo di G, allora il suo ordine e indice dividono |G|.
Attenzione, non vale il viceversa, ovvero se m/|G|, non necessariamente esiste un sottogruppo di
ordine m.

Proposition 1.54. Dato G di ordine finito,
aEGéd@ﬂﬂ
Corollary 1.55.
|G| =p, p primo & (H<G=H={e} VH=G)

La seconda proposizione equivale a dire che gli unici sottogruppi di (G,-) sono quelli banali:

{e}.G.
Corollary 1.56. (G,") finito, dove p e’ un primo, si ha
|G| =p,p primo =Va e G: a#e G=a)

In altre parole, se |G| e’ primo, allora G e’ ciclico, anzi e’ generato da qualsiasi suo elemento
diverso da e.



Corollary 1.57.
IGl=n=VYaecG a"=e

Corollary 1.58. Dal teorema di Lagrange discende naturalmente il teorema di Eulero e quello
di Fermat:

(a,n) =1=a?™ =1 (Z,)
pprimo=a?~' =1 (Z,)

1.3 Gruppo simmetrico

Definition 1.59. Sia X un insieme, e sia
S(X)={f:X — X | f biunivoca}

(S(X),0) €' un gruppo, dove o €’ la composizione tra funzioni. Ogni sottogruppo di S(X) viene
chiamato gruppo di trasformazioni.  Ad esempio, Aff(A) e’ un gruppo di trasformazione (vedi
geometria IT).

Definition 1.60. Se X €’ finito, S(X) lo indicheremo con S,,, dove n = | X|.
S, € quindi 'insieme delle permutazioni di n elementi, percio’

|Sy| = n!

Sy, non e’ abeliano.

Indicheremo gli elementi di S,, con i numeri interi, anche se tutte le proposizioni che enuncieremo
valgono nel caso generale.

Per indicare una permutazione o € S,,, useremo la seguente notazione:

O'(l) =11

(1 2 ... n) 0(2) =iz
o=(. C) e <
1 12 ... 1ln .

o(n) =iy

doveij € X,7=1,2,...,n; &y #ip VR F#Fm
Definition 1.61. Dato z,y € X, ¢ € S, definiamo la seguente relazione:
r~yesNEL: y=o'(x)
e’ una relazione d’equivalenza.
La classe d’equivalenza di z si indica con O, (z) e viene chiamata orbita di x sotto I’azione di o.
Proposition 1.62. Dato x € X,
ImeZ: o"(x)=2x
Proposition 1.63.
O,(z) = {x, o(z),0%(z),. .. 707"_1(:3)}

dove m e’ il minimo intero tale che o™ () = x.



Definition 1.64. Sia 2 € X e m il piu’ piccolo intero tale che 0™ (z) = x.
Diremo ciclo v di o, generato da x, la seguente permutazione:

vy: X — X
_Joly) yeOs(x)
) = {y y ¢ O, (z)

che indicheremo semplicemente con

v = (z,0(x),02(x),...,0™ ()

La proposizione [1.63,pg.9] ci garantisce che v €’ biunivoca.
Equivalentemente possiamo dire:

(B AR AR AR )

Dove 1, x2, Zp—m sono gli elementi di X\O,(x).
m si chiama lunghezza del ciclo e si puo’ indicare con I(7)
Con m-ciclo intendiamo un ciclo di lunghezza m.

Siano 71,y due cicli generati da x1, x2,

71, Y2 sono disgiunti « Oy (21)NOy(z2) =0

1 2 3 4
U:(S 1 2 4)
0,(1) ={1,3,2}
O,(4) = {4}
cicli: (1,3,2),(4)
ranzaan=(; 2 )

(3,1,2) non €’ un ciclo di o

Example 1.65.

Proposition 1.66. Il prodotto di cicli disgiunti e’ commutativo, cioe’ vy;v; = v;7;.

Theorem 1.67. Sia o € S, e siano vy1,7a, ..., 7 tutti i suoi cicli disgiunti, allora
0 = 710720...07}

cioe’, o e’ prodotto dei suot cicli.

Proposition 1.68. L’ordine di un ciclo v e’ pari alla sua lunghezza:

o(v) =1(v)

Theorem 1.69. Data la permutazione ¢ = y1y2 ...k, prodotto di cicli disgiunti, si ha

o(o) = mem(I(y1),1(72), - -, L(k))

cioe’, ordine di una permutazione e’ pari al mem delle lunghezze dei suoi cicli.

10



Corollary 1.70. Ogni permutazione e’ prodotto di trasposizioni. Una trasposizione e’ un ciclo
di lunghezza 2.

Example 1.71.
(1,4,2,3) = (1,3)(1,2)(1,4) = (3,1,4,2) = (3,2)(3,4)(3,1)

come si nota da questo esempio, la scrittura di un ciclo come prodotto di trasposizioni non e’
unica.

Definition 1.72. Sia ¢ una permutazione

s . def e
o e pari & dmy,..., o, trasposizioni t.c. o =TTy - Top
Ovvero, o €’ pari se si puo’ scrivere come prodotto di un numero pari di trasposizioni.

Theorem 1.73. Se una permutazione o € S, e’ esprimibile come prodotto di un numero pari
di trasposizioni, allora ogni sua altra scrittura come prodotto di trasposizioni sara’ pari.

Proposition 1.74. Data la permutazione o = y1y2...%e, con y; cicloVi=1,...,c, si ha

o e pari < L —c e’ pari
(&

L:Zl(%’)
i=1

Proposition 1.75.
A, ={o €S, |0 e pari}
Ap <5,

Proposition 1.76.

Sn n!
|An| = |Sn\An| = | D) I =5

Definition 1.77. Sia o € S,, espressa come prodotto dei suoi cicli disgiunti:
0 = 71072°...9%
diremo che la struttura ciclica di ¢ €’ la seguente tupla non ordinata:

sc (o) = (U(m),1(72),-- -+ ()

Definition 1.78. Diremo che o € S, ¢’ una coniugata di ¢’ € S,, sse esiste una permutazione
TES, t.c

/ —1
o =T0T

Theorem 1.79. In S,

o coniugata o' < sc (o) = sc(o’)

11



Example 1.80. Seo = (1, 3,2)(5,4), allora’ la sua coniugata o’ sara’ ¢’ = (7(1),7(3),7(2))(7(5), 7(4)).
Viceversa, consideriamo o’ = (5,4, 1)(2, 3), che €’ una permutazione con la stessa struttura ciclica
di o, allora una 7 t.c. ¢/ = rot~! sara’:

oVVero
7= (1,5,2)(3,4)
Proposition 1.81. L’essere coniugato e’ una relazione di equivalenza.

Proposition 1.82. Data P partizione di S, secondo la relazione d’equivalenza data prima,
ovvero P e’ linsiteme di tutte le classi coniugate, si ha

|P| = | {strutture cicliche di Sy} |

Proposition 1.83.

| {strutture cicliche di Sy} | =p(n) =p(1,n)
0 n<k
p(k,n) =<1 n==k
plk,n—k)+p(k+1,n) n>k
dove p(n) e’ il numero di partizioni dell’intero n.
Una partizione di un intero n e’ una tupla non ordinata di numeri positiviny > ng > -+ > ng
t.c. n =mnyi+ng+- - +ng. Ad esempio, tutte le partizioni di 4 sono: {(4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1)},
inoltre p(4) = | {(4), (3,1),(2,2),(2,1,1), (1, 1,1, 1)} ‘ =5.

Proposition 1.84. Il numero di permutazioni di S, che hanno tutte una prefissata struttura

7

ciclica (my, ma,...,my) e’

k i—1
1
Pc(my,mg,...,my) = HHC(mi,n—ij)
i=1 §=0
n!
k —
mo =0

Proposition 1.85.
Sn=1((1,2),(2,3),(3,4),...,(n—1,n)) =((1,2),(1,2,3,...,n))
Proposition 1.86. Sia n > 2, allora
Z(S5n) = {id}

Owvero, il centro di S, e’ banale.
Da qui si capisce perche’ S, non e’ abeliano.

12



Example 1.87. Studiamo Sj3.

S3 = {(1)7 (17 2)a (2’3)7 (L 3)’ (17 2, 3)’ (17 3, 2)}

[S5]=3!=6
= {(1)7 (1’ 2’ 3)7 (17 37 2)}
3!
[1.76,pg.11]

H ={(1),(1,2)}
Hy ={(1),(2,3)}
Hs = {(1),(1,3)}
{H < S3} = {{e = (1)}, As, H1, Hy, H3}

Il diagramma delle inclusioni dei sottogruppi:

I laterali sinistri di Hy:

|S3] =6 = |Hilic(Hy) = ig(Hy) =3

Lagrange[1.53,pg.8]
{aHl}a€S3 = {Hla (172)H17 (273)H17 (173)Hl7 (17273)H17 (1,3,2)H1} =
= {Hl,{(2,3), (2 3)(1 2) = ( 72)}7{(173)7 (173)(172> = (17273)}} =
={H1,{(2,3),(1,3,2)},{(1,3),(1,2,3)}}
{Hla}aes = {Hl,Hl(l 2),H,(2,3),H(1,3),H1(1,2,3),H(1,3 2)} =
={H1,{(2,3),(1,2)(2,3) = (1,2,3)},{(1,3),(1,2)(1,3) = (1,3,2)}} =
:{Hlv{(2’3)’( )2, )}7{( ) (17372)}}
{aHl}ae53 # {Hla’}a653

Quindi, questo e’ anche un esempio di laterali destri non coincidenti con laterali sinistri.
(0)1. A3 < S3 €’ normale ed €’ I'unico sottogruppo di ordine 3

H;

\/

Example 1.88. In Sy consideriamo

V ={id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4),(1,4)(2,3) }

V', chiamato gruppo Vier, ¢’ il gruppo formato dalle permutazioni di Sy che hanno la struttura
ciclica (——)(——) (con 'aggiunta di id).

V < A, e normale.

V' e’ abeliano.

Lemma 1.89.
1. o0 € A\ {id}, n >3 = o e’ prodotto di 3-cicli

2. n>5, 01,09 3-cicli di S, = 01,02 sono coniugati in A,, ovvero Io € A, : 01 = 0020+
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Definition 1.90. Sia G un gruppo.
G e’ semplice o gli unici sottogruppi normali sono {e},G

Proposition 1.91. A,, e’ semplice Vn > 5

1.4 Gruppi diedrali

Definition 1.92. Il gruppo diedrale D,, e’ un gruppo di trasformazioni, ovvero un sottogruppo
di (S(X),0), dove X €’ un poligono regolare di n lati.

A A /A N
B | J—— B
Q O BOE —AOD
o1 o D c A s

Proposition 1.93.
|Dy| = 2n
Proposition 1.94.

n=3&D,=25,

Proposition 1.95. Sia r =11, e s un qualsiasi ribaltamento, allora

R< Dy, R={r)
P
o(r®) = 7(]6’”)
o(s) =2
Lemma 1.96. In D,

sr=r""ts=r"1g

S; = TS;_1T
s; = rjsi,jrj Vi eN
Dove r =1y e s e’ un qualsiasi ribaltamento.
Theorem 1.97.
D, = (r,s) = {risj |i=0,1,...,n—1, j:O,l}
dove s e’ un qualsiasi ribaltamento.
Proposition 1.98. D,,, con n > 2 non e’ abeliano.

Proposition 1.99.

{e} n dispari

Z(Dn) = {

{e,r%} n pari
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1.5 Sottogruppi normali
Definition 1.100. Dato (G, -)

H <G é€ normale & aH = Ha Ya e G
Example 1.101. Z(G) ¢’ un sottogruppo normale di G (vedi [1.24,pg.4])

Proposition 1.102. Se G e’ abeliano, ogni suo sottogruppo e’ normale.

Proposition 1.103.
G
H<QG, |H|l= % = H normale

Proposition 1.104. caratterizzazione dei sottogruppi normali: dato H < G, le sequenti con-
dizioni sono equivalenti:

1. H ¢’ normale
2. aha ' € H Yae€ G Yhe H
3. aHa ' =HVa€G
dove aHa™! e’ il gruppo coniugato di H, ovvero e’ il sequente gruppo: aHa ' = {aha_1 | h e H}

4. H e’ unione di classi di coniugazione

Proposition 1.105. Sia J, K <G,
H < K normale = HNJ < KNJ normale
Proposition 1.106.

H < G ¢’ normale = la relazione d’equiv =(H), e’ compatibile col prodotto, ovvero
=b (H
a=b (H) = ac=bd (H)
c=d (H)
dove =(H) €’ la relazione modulo H definita in [1.48,pg.7], che in questo caso coincide sia con
=, che con =4.
Proposition 1.107. Dato (G, -)
~ e’ una rel. d’equiv. su G compatibile col prodotto = I'H < G normale t.c. ~ coincide con =(H)
Proposition 1.108. |G| =n
m/n
= H e’ normale
NH<SG: |[H=m
Nota: il viceversa vale solo se H e’ un sottogruppo di Sylow normale (vedi [2.9,pg.27])
Proposition 1.109.

H, K < G normali
HNK = {e} = ab=ba
a€eH beK

Example 1.110. 4,, < S, € un sottogruppo normale. (Per la def di A, vedi [1.75,pg.11])
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1.6 Gruppo quoziente
Definition 1.111. Dato il gruppo (G, -) sia H < G normale.
G/H ={aH} .

si chiama gruppo quoziente di G rispetto al sottogruppo normale H.
Si tratta dell’insieme quoziente di G rispetto alla relazione d’equivalenza modulo H.

Proposition 1.112.
(G/H,)
e’ un gruppo, dove - e’ l’operazione definita nel sequente modo:

aH -bH = abH

Example 1.113. Consideriamo (Z, +). Esso e’ un gruppo ciclico generato da —1 o da 1. Poiche’
e’ ciclico, e’ anche abeliano (prop [1.40,pg.6]). Poiche’ e’ ciclico, ogni suo sottogruppo e’ ciclico .
Consideriamo allora H = (n) = nZ

Esso e’ ciclico e quindi abeliano e quindi normale.

Possiamo allora costruire il gruppo quoziente:
Z/nZ={a+nZ|acl} =17,

Quindi (Z,,,+), con Poperazione definita in [1.112,pg.16], €’ un gruppo! Il suo ordine €’ n.
Z, ¢ ciclico: Z,, = (1 +nZ) = <T>, dove con 1 indichiamo la classe di resto di 1.

Allora, per il cor [1.45,pg.7], i suoi generatori sono del tipo m + nZ = m con (m,n) = 1.
Consideriamo 8Z.

I suoi generatori sono:

1,3,5,7
I suoi sottogruppi avranno ordine:

1,2,4,8
essi sono

{0+8Z} = {[0]s}
{[0]s, [4]s}

{[0s, [2]s; [4]s, [6]s}
Zsg

Proposition 1.114. Dato G finito e H < G normale, allora
‘El _ ¢l
HI  |H|

Proposition 1.115. Dato G qualsiasi, HL K < G : HCK, H normale in G, si ha

K
K normale in G & i normale in T
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1.7 Gruppo prodotto
Definition 1.116. HK = {hk |he€ H, k€ K}
Proposition 1.117. Siano H, K <G

HK <G& HK = (HUK)
Proposition 1.118. Dati H, K < G
HK <G HK=KH
Proposition 1.119. Siano H, K < G

H normale V K normale = HK <G
H, K normali = HK < G normale

Proposition 1.120. Dati G gruppo finito, H, K < G sottogruppi, con K normale, si ha

HNK = {e} O HE
|G| = [HI|K]
Proposition 1.121. Dato G e H, K < G,
=HK
¢ <Vge GI(h,k)e HXK : g= hk
HNK = {e}

1.7.1 Prodotto interno ed esterno

Definition 1.122. Sia dati due gruppi (G, -), (G’, %), allora, definendo 'operazione
X : GXG'xGx G — GxG’
(91, 91)% (92, 95) = (9192, 9195)

(GXG', x) € un gruppo e si chiama prodotto esterno dei gruppi G, G’

Definition 1.123. Sia dato G gruppo, se

HNK = {e}

H, K < G normali tali che
G=HK

allora diremo che G €’ prodotto interno di H, K.

Proposition 1.124.
(GxG',-), il gruppo prodotto esterno di G,G’', e’ prodotto interno di i1(QG),i2(G’), dove iy,is
sono i sequenti omomorfismi iniettivi (vedi [1.8,pg.20])

i1: G — GxG'

ir(g) = (9. €)

ig : G, — GXG/

i2(g') = (e, g')
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Inoltre, poiche’ 1,12 sono iniettivi, abbiamo

G/ >~ ig(Gl)

Proposition 1.125. Sia G prodotto interno di H, K, allora gli elementi di H, K commutano
tra loro, ovvero

hk = kh Vh € HVk €¢ K
Theorem 1.126. Dato il gruppo G prodotto interno di H, K, si ha
G~ HxK

dove Hx K e’ il prodotto esterno di H, K.
In particolare, un isomorfismo e’:

fiHxK — G
f(h,k) = hk

Example 1.127. Consideriamo il gruppo ciclico G = (Zg, +)-

G = (1) = G ciclico = G abeliano = VH < G H normale

t/\G|:6 —~ 3AH<G: |H =t
~—~
[1.42,pg.6]

quindi gli unici sottogruppi non banali di G sono:

HEK<G, |H =3, |[K|=2
H=1{0,2,4}, K =1{0,3}

abbiamo:
HNK = {0}
|H||K| _3-2
HK = =—=6=>HK =G
HEl 2 mer T 1 -
[1.153,pg.22]

Quindi G €’ un prodotto interno di H, K, e per il thm [1.126,pg.18], si ha
T ~ HxK

e inoltre per la prop [1.121,pg.17], ogni g € Zg si puo’ scrivere in modo unico come somma di
un elemento di H e di K: ad esempio, 5 si puo’ scrivere unicamente come 5 = 3 + 2.

1.7.2 Prodotto a piu’ fattori

Definition 1.128. Possiamo estendere per induzione il prodotto esterno tra due gruppi al
prodotto esterno tra t gruppi. Poniamo:

(G1xGax ... xGy, x)Ci:Cf(Gl XGox ... xXGi_1, X)x (G, ")
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Si dimostrano tutte le proprieta’ che abbiamo gia’ visto per il prodotto tra due gruppi.
Analogamente si estende la definizione di prodotto interno: dato A ed Hy,..., H, < A normali,

A €’ loro prodotto interno &g e prodotto interno di H; e Hi1Hy ... H;_1H;4q1...Hy Vi=1,2,...,t &

Him(HlHQ SN Hi—lHi+1 I Ht) = {e} Vi = 1, 2, .t
A=HH,...H

©VaeA Nhy,hg,... hy) € HixHyx ... xHy: a=[]hi

Poiche’ per il thm [1.126,pg.18] sussiste un isomorfismo tra il prodotto interno ed esterno, e
poiche’ per il thm [1.126,pg.18] un prodotto esterno e’ anche un prodotto interno, in seguito, a
volte, non specificheremo se G €’ un prodotto interno o esterno.

Proposition 1.129. Sia G = G1xGaX ... xXGy, allora
|G| < 400 & |Gy < 400 Vi=1,2,...,¢t
E in particolare, se |G| < +00, si ha

t

el =T]lcd

i=1
Proposition 1.130. Sia G = G1xGaXx ... xXGy, allora

G e’ abeliano < G; e’ abeliano Yi=1,2,...,t
Proposition 1.131. Sia G = G1xGoXx ... xGy, allora e’ facile verificare che:
Z(G) = Z(G1)xZ(G2) % ... xZ(Gy)
Proposition 1.132. Sia G = G1xGaX ... xXGYy, allora preso g = (g1,...,9:) € G
0(9) < 400 & 0(g;) < 400 Vi=1,2,...,1
E in particolare, se o(g) < 400, si ha
o(g) = mem(o(g1), 0(g2), - - -, 0(g¢))
Proposition 1.133. Sia G = G1xGaX ... xXGy, finito, allora

G; e’ ciclico Vi=1,2,...,t
Gi = (gi)
(1Gil,1G;]) = (o(gi), 0(g;)) =1 Vi #j

Proposition 1.134. Considerando (Zy,+), (Zm,+), si ha

G e’ ciclico
G =(g)

(nym) =16 ZpyXZLpy = Lpm
e in particolare, l’isomorfismo e’
Proposition 1.135. Dati G1,Gs gruppi ciclici di ordine n,m,

(n,m) =14 G1xGy e’ ciclico
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1.8 Omomorfismo tra gruppi
Definition 1.136. Dati due gruppi (G, "), (G', %),
f: G — G € un omomorfismo < f(a-b) = f(a)* f(b)

Nota: da ora in poi indicheremo con il solo simbolo - le due operazioni.
Se f €’ iniettiva, si dira’ immersione.

Se f €’ surriettiva, si dira’ epimorfismo.

Se f €’ biettiva, si dira’ isomorfismo.

Definiamo 'insieme di tutti gli omomorfismi da G a G':

Hom(G, G)&' {f : G — G’ omomorfismo}

Proposition 1.137.

1. fley=¢€
2. (f(a))™" = fla™)

3. f,g omomorfismi = fog omomorfismo
dove e e’ ’elemento unita’ di G'.

Example 1.138.

f(Z,4) — (Q+)
fz)=z+1

non e’ un omomorfismo perche’ f(0) =0+ 1 # 0.
Definition 1.139.

ker f ={a € G| f(a) =€}
di sicuro e € ker f.
Proposition 1.140. ker f = {e} < f e’ iniettiva
Proposition 1.141.

Imf <G

ker f < G

H<G= f(H) <G

H <G =fYH)<G
dove f=1(H') e’ la controimmagine di H'

Proposition 1.142. Sia f : G — G’ un omomorfismo,

f surriettivo, H < G normale = f(H) e’ normale
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Proposition 1.143. Sia f : G — G’ un omomorfismo,
H' < G normale = f~'(H') < G normale
Corollary 1.144. Sia f: G — G’ omomorfismo.
ker f < G e’ normale
Proposition 1.145. Sia f : G — G’ un omomorfismo ¢ sia g € G, si ha

1. G ciclico = Im f ciclico

2. og) < +00 = o(f(9)) /o(9)

Se f e’ un isomorfismo, f preserva ogni proprieta’ di G e quindi o(f(g)) = o(g).

Proposition 1.146. Sia G = (g), allora

CASE: |G| =n

CASE: |G| = 4+

Dove Hom(G, G’) e’ linsieme definito in [1.156,pg.20)].

In altre parole, quando G e’ ciclico, conosciamo esplicitamente tutti gli omomorfi da G a G'.

Theorem 1.147. Dato un omomorfismo f : G — G’, si ha

G/xer

con f = pom e m(a) = aker f.
Inoltre, ¢ €’ un omomorfismo, ed e’ iniettiva.
Se consideriamo la restrizione del codominio di ¢ alla sua immagine:
¢:G/ker f — Imgp
abbiamo che ¢ e’ un isomorfismo e quindi
G/ker f ~Imp =Im f
In particolare,
f surriettiva= Im f = G' = G/ker f ~ G’

Corollary 1.148. Se G e’ finito, dato f : G — G’ omomorfismo si ha

G _ 6l
‘kerf‘7|kerf|7|1mf|

o equivalentemente

|G| = |ker f||Tm f| & i (ker f) = |Im f|
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Corollary 1.149. Dal cor [1.148,pg.21] seque immediatamente che

Tm £ /1

Inoltre, se G' e’ finito, per Lagrange, si ha

[T f] /1G]
Theorem 1.150. Ogni gruppo ciclico e’ isomorfo a Z,, o a Z.
Sia G = {(a) un gruppo ciclico finito, con |G| =n, allora
(G,) ~ (Zn,+)
Se invece, G = (a) e’ un gruppo ciclico infinito, allora
(G,) ~(Z,+)
Example 1.151.

1
(R/<27r>7+) = (S a')
dove S! e’ la sfera unitaria a una dimensione, ovvero la circonferenza unitaria.

Theorem 1.152. teorema dell’isomorfismo 1.
Dati H, K < G,

H HK
K leinG= —= >~ —
normale in TNk I

Corollary 1.153. Dati H, K < G finiti®, con K normale, si ha

_|H|IK|
|HNK]|

|HK|
Corollary 1.154. Dati H, K < G, con K normale in G, si ha:

¥ e’ surriettiva < G =HK

dove
Yv:H— —
(h) = hE
Theorem 1.155. dell’isomorfismo II.
Dati H, K < G, entrambi normali,
G/H G
HCK = —— ~ —
AT RHTK

Proposition 1.156. Nelle ipotesi del teorema precedente ([1.155,pg.22]), considerando

3@ non e’ necessariamente finito
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=
lo)

TQ

7 ®
— > - >
X %

con

{e}

ale)=H
K)=e VYaK ¢
B(aK) =e Va €%

si ha che in ogni posto della sequenza, l'immagine dell’omomorfismo precedente e’ uguale al
nucleo dell’omomorfismo successivo.

Si suole dire che questa e’ una sequenza esatta corta di 4 omomorfismi.

Questo tipo di sequenze viene studiato in algebra omologica.

Theorem 1.157. teorema di corrispondenza.
Dato l’omomorfismo ¢ : G — G’, surriettivo, si ha

[{H <G|H2kero}|=[{H <G'}|
La biezione f tra i due insiemi e’ indotta da ¢ stessa:
f:M— N
f(H) = ¢(H)
dove M, N sono i due insiems.

Corollary 1.158. Se consideriamo solo i sottogruppi normali di G e G', il thm di corrispondenza
vale ancora, ovvero

[{H' <G normale }|=|{H < G normale | HDker p}
Example 1.159. Se |G’'| = p, dove p primo,
|G'| = p primo P (H <G =H ={e} VH' =G') & N={{e},G'}
[1.55,pg.8]
Allora, per il thm di corrispondenza [1.157,pg.23],
|[M| = |N|=2= M = {ker p, G}

1.8.1 Teorema di Cayley
Theorem 1.160. teorema di Cayley.

af : G — S(G) immersione

Un’immersione e’ un omomorfismo iniettivo.
Equivalentemente, possiamo dire che f: G — Im f e’ un omomorfismo, con Im f < S(G).
Inoltre, una tale immersione e’

fla) =T,
T.(x) = ax

T, si chiama traslazione sinistra tramite a.
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Example 1.161. Sia |G| = 8, allora
G L S(G) ~ S

Theorem 1.162. teorema di Cayley generalizzato.
Sia (G,-) un gruppo. Preso un H < G, sia G/sH = {aH} . V'insieme quoziente su G indotto
dalla relazione d’equivalenza =5(H) (vedi [1.48,pg.7]). Allora,

af : G — S(G/sH) omomorfismo
Valgono inoltre le sequenti proprieta’:
1. f potrebbe non essere iniettivo.
2. K =ker fCH
3. K e’ il piu’ grande sottogruppo normale in G, contenuto in H :

NCH normale in G = NCK

4. kerf={ae€ G|V €G arH =zH}
Corollary 1.163.

H <G, |H|=p primo
= H e’ normale

G| fic(H)!

Corollary 1.164.

G| = > '
(Gl =pa. p=q, pprimo = H normale
H<G, |Hl =p

Example 1.165. |G| =5-4 =20, |H| =5 = H normale

Example 1.166. G gruppo, |G| = 2n, allora
dJH<G: |H| =2

Se inoltre n e’ dispari, si ha
JH<G: |H|=n

1.9 Azione di un gruppo

Definition 1.167. Sia dato un gruppo G e un insieme X, definiamo 1’azione * del gruppo G su
X come la funzione:

x:GxX — X
(g:2) = g*a
che rispetta le seguenti proprieta’:
exrx=x VereX
(a-b)xx=ax(bxz) Ya,be G Vx € X
In altre parole, ogni elemento g € G puo’ essere visto come la funzione:
gr: X — X

che porta un elemento di X in un altro elemento di X.
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Proposition 1.168. La funzione gx : X — X e’ biettiva, ovvero gx € S(X), e inoltre
p:G— S(X)
o(g) = g
e’ un omomorfismo tra gruppi.
Definition 1.169. Definiamo lo stabilizzatore di x:
St(z) ={g€Glgxx =1z}
certamente e € St(z).

Proposition 1.170. St(z) < G
Ovwvero, lo stabilizzatore di x e’ un sottogruppo di G.

Definition 1.171. Definiamo orbita di z € G:
O(z) ={g x| Vg € G}

ovvero €’ I'insieme di tutti gli elementi di X a cui = €’ associato tramite una gx.
Poiche’ e x x = z, 2 € O(x).
Se O(x) = X, O(x) si dira’ transitiva.

Proposition 1.172. L’insieme di tutte le orbite e’ una partizione di X.

Proposition 1.173.
Per ogni x € X, si ha

|0(z)| = ic(St(z))
Nota: questo vale sia nel caso finito che in quello infinito.
Corollary 1.174. Se G e’ finito, dalla precedente proposizione e dal teorema di Lagrange, si ha:
|G| = [St(2)lic(St(x))
|G| = [St(2)[|O(x)]
Example 1.175. Con G, X = G consideriamo ’azione
T:GxX — X T(g,x) = gz
chiamata traslazione si ha
O(z) = X infatti
yeX=GC=gr=ysg=yx~
St(z) = {e}

Lemma 1.176. Dato |G|, con |G| = p primo, si ha:

1

1.Vee X |O()| =1V |O()|=p

2. [ X|=Xp, JreX: [O@)|=1=[Y][=pp>p, doveY ={yecX|[O(y)| =1}
In sostanza, la seconda proposizione dice che se | X| e’ un multiplo di p e se esiste almeno un
x la cui orbita ha un solo elemento, allora il numero di tutti gli y € Y la cui orbita ha un solo

elemento e’ un multiplo di p.
(ovviamente A, # 0).
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Theorem 1.177. di Cauchy.
|G| = n, pprimo,p/néﬂHSG: |H|=p

al = e

JH<G: |Hl=pe3JaeG: ola)=p<JaeG: {
a#e

1.9.1 Azione di coniugio

Con G, X = G, consideriamo la seguente azione?:

gxx=grg™"

che viene detta azione di coniugio o di coniugazione.

Proposition 1.178. St(z) = C(z)
dove C(x) e’ il centralizzante di x (vedi [1.24,pg.4])

Proposition 1.179.
O(z) ={z} @z € Z(G)

Poiche’ per la prop [1.172,pg.25] O(z) e’ una classe, si ha che ogni elemento del centro individua
una classe.

Proposition 1.180. Se G e’ finito, si ha 'equazione di classe:

G

Gl= 12|+ 10(:)| = 2@+ e]

z€F ZEF
F=f{0) |z ¢ Z(G)})
[ :{O(@)},cx — X tale che f(O(z)) € O(x)

In altre parole, la sommatoria e’ estesa a tutti gli elementi esterni a Z(Q) e presi uno per orbita.

Proposition 1.181. H < G normale < H e’ unione di orbite.

2 p-gruppo
Definition 2.1.
5 def k .
G €’ un p-gruppo < |G| = p”, p primo, k>0
Proposition 2.2.
G e’ un p-gruppo < Va € G\{e} Ji € N: o(a) = p’
Proposition 2.3. Sia X [’insieme su cui agisce G, si ha

G p-gruppo, |G| =p* =Vzxec X 3t: |O(x)|=p", 0<t<k

4¢’ immediato verificare che si tratta di una azione
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Proposition 2.4.
G p-gruppo = {e} C Z(G), |Z(G)|=p', 1<t<k
Proposition 2.5. Dato G con |G| = p*, p primo, allora

dH,,Ho, ..., Hr < G normali tali che
{e} CH,CH,C...CH, =G
|Hi|=p', i=1,2,....k
Si suol dire che esiste una catena di sottogruppi normali di G, di ordine 1,p, ..., p~.
Proposition 2.6. Studiamo i p-gruppi di ordine p*, k=1,2:

Proposition 2.7. Dato G con |G| = 2p, con p > 2 primo, si hanno questi due soli casi:
CAsE: G e’ ciclico
CAsSE: G~ D,

2.1 Teorema di Sylow
Theorem 2.8. di Sylow
Sia G, |G] =n e k = max {Z eN| pi/n}, con p primo, allora valgono le sequenti proposizioni:

1. 3H < G : |H| = pF
H viene chiamato p-sottogruppo di Sylow

2. H,H' sono due p-sottogruppi di Sylow, allora
JaeG: H =aHa™*
ovwvero H, H' sono coniugati
3. Sia K <@, si ha
|K| =p', i < k= 3H p-sott. di Sylow tale che KCH
4. Sia t il numero di p-sottogruppi di Sylow, allora

t / m, t=1 (Z,)
dove m e’ t.c.:
n=ptm, (m,p)=1
Nota®
Proposition 2.9. |G| =n, |H|=m, H < G di Sylow
H normale < H e’ l'unico sottogruppo di ordine m

Proposition 2.10.

G| =pq, q>p, primi
{| |=r3 ¢>p. 7 = G = (ab) dove, o(a) =p, o(b) =q

p/qfl

511 numero m nasce cosi’:
pk/n =n=p"m
se per assurdo (m,p) > 1, poiche’ p e’ primo si avrebbe: m = p!, e quindi, n = pFtt ma questo e’ assurdo
perche’ pF ¢’ il massimo delle potenze di p che dividono n.
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3 Classificazione degli abeliani
Lemma 3.1. Sia G un gruppo abeliano, con |G| = p", p primo, allora

G~ H;xHyx...xH;

dove ogni H; e’ un gruppo ciclico.

Theorem 3.2. Dato un gruppo abeliano finito G, tale che |G| = n, allora se n = pi*py? ... p;"
e’ la fattorizzazione di n, si ha che

Vi=1,2,...,n 3H, <G: |Hj|=p;
G~ H{xHyx...xH;
dove H1 ~ KilXKiQX XKiti 1= 1,2,...,t
K;j e’ ciclico Vi,j
In altre parole, G e’ isomorfo al prodotto di gruppi ciclici.

Example 3.3. In congiunzione con le prop. [1.134,pg.19],[1.135,pg.19], il thm [3.2,pg.28] per-
mette di classificare tutti i gruppi abeliani.
Ad esempio, consideriamo G abeliano, con |G| = 84, avremo

|G| =84=2%.3-7

G ~ HixHyxHs, |Hy|=3,|Hy|=7,|Hs| =4

Hi ciclico = H ~ Zg3

H, ciclico = J ~ Zy

Hs ~ prod. gruppi ciclici = Hs ~ Z4 V H3s ~ ZoXxXZo

Quindi, questi sono gli unici casi possibili:

G~ ZgXZ7XZ4 ~ Zs4
G~ Z3XZ7XZ2XZQ ~ Z42XZ2

Proposition 3.4. Sia dato G abeliano, |G| =n, allora si ha
m/n:ﬂHﬁG: |H| =m
Proposition 3.5. Sia dato G abeliano, |G| = n, allora si ha

Vp primo : p/n AH<G: |H|=p<& G e’ ciclico
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4 Proposizioni varie
Proposition 4.1. Dato un G con |G| > 2,

Va € G a*> = e= G ¢’ abeliano , |G| = 2F
Proposition 4.2. Datia,b € G,

n, (mn) =1 = o(ab) = mn

—N
QS
—~
Q
S~—

|
o)
—~
(=l
=

Il

Proposition 4.3. Sia G abeliano, a,b € G, allora
dee G: o(c) =mem{o(a),o(b)}
Proposition 4.4. Dati H K < G

H| =p primo
{| | = HNK = {e}

p/IKI

Proposition 4.5.

0‘
0“\/

)=4 =G~H
= (ab)?

2

G = (a,
o(a) = o
=1

dove H e’ il gruppo dei quaternions.
Nota: la condizione (ab)? = b? equivale a: ba = a~'b.

29



5 Studio dei gruppi
In questa sezione studieremo i gruppi di ordine 1,...,15.

Proposition 5.1. |G| =1 allora G = {e}, e non abbiamo molto da dire.

|G| = 2 allora G = {e,a} = (a) e G =~ Zy per il thm [1.150,pg.22]

|G| =3 allora G = {e,a,b} = (a) = (b) ~ Z3 perche’ 3 e’ un primo e quindi applichiamo la prop
[1.56,pg.8].

Proposition 5.2. |G| =4
Si possono verificare due casi:

G=(a)~7Z4 vV G={e,a,b,c} conola)=o0(b) =o0(c) =2
Nel secondo caso G si chiama gruppo Vier. In ogni caso, G e’ abeliano.
Proposition 5.3. |G| =5 allora G = (a) ~ Zs ([1.56,p9.8] e [1.150,pg.22])
Proposition 5.4. |G| = 6 Si possono verificare solo due casi:
G~7Z¢gV G~83
Proposition 5.5. |G| =7 allora G €’ ciclico e G ~Z7 ([1.56,p9.8] e [1.150,pg.22])

Proposition 5.6. |G| =8, si hanno questi casi
CASE: G abeliano
CASE: G non abeliano

Proposition 5.7. |G| =9.

G e’ abeliano, e si hanno questi casi:
CASE: G e’ ciclico

CASE: G = (a,b), o(a) =o0(b) =3

Proposition 5.8. |G| = 10, si hanno questi due soli casi:
CAsE: G e’ ciclico
CASE: G ~ Dj

Proposition 5.9. |G| =11 e’ ciclico poiche’ 11 e’ primo.
Proposition 5.10. |G| =12
Proposition 5.11. |G| = 13 e’ ciclico poiche’ 13 e’ primo.

Proposition 5.12. |G| =15 = G e’ ciclico.
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