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1 Teoria dei gruppi

Definition 1.1. Un gruppoide (M,-) ¢’ un insieme non vuoto M dotato di un’operazione
binaria interna -, ovvero

M#0
M xM— M

E’ da notare che - deve essere definita per ogni coppia (a,b) con a,b € M e deve essere ben
definita®.

Definition 1.2. Un semigruppo (S, ) e’ un gruppoide dotato della proprieta’ associativa:
Va,b,ce S a-(b-c)=(a-b)-c

Proposition 1.3. Per la proprieta’ associativa, presi ai,...,a, € S e fissati 1 <i<mn, 1<
j <n, st ha

(a1 ai_1) - (ai--ap) = (ar---aj_1) - (aj-an)

In altre parole, usando le parentesi per specificare un qualsiasi ordine delle moltiplicazioni, non
cambia il risultato (f.e., (ab)ed = a(be)d)
Proof: per induzione su n, e per fissare le idee supponiamo i < j
n = 3: vera per def. di prop. associativa
Hp:3 <m < nvera
n: (al-.-ai_l)- (al"'an) :(alnnnaz_l).(az.-.aj).(a]+1.-.an)
—_——
qui vale I’Hp ind.

= ((a1.~-a171) . (al...a‘])) . (a]+1...an) = ((al."a'lfl) . (aﬂl'.'ajfl) .aj) . (a‘]+1."ar’n/) =
prop. ass.
= (((ar -+ ai1) - (ai---aj-1) - a5)) - (@41 an) =
= ((a1---aj-1) - a;) - (aj+1- - an) = (a1 aj—1) - (a; - (@41 an)) =

= (a1---aj_1) - (a; - ap)

Definition 1.4. In un semigruppo (.5, ), definiamo l’operazione di potenza:

a"=a-a""t neN

se gli elementi sono delle classi, 'immagine della coppia non deve dipendere dai rappresentanti degli elementi.

Ad esempio, la legge
t t
o)t
) z y+z

(3 4 7
22— =
41 5

6 12 18
- =) — =
55)—n

con z,y, z,t € Q>0, non e’ ben posta:



Proposition 1.5. Valgono le sequenti proprieta’:

a™-a"=am

(am)n — amn

+n

Proof:
am.an:a...aa...a: a---a :am+n
—— —— —
mvolte nvolte m-+nvolte
n volte
(am)n:am.“am :am+"'+m:amn
—_——
nvolte

Definition 1.6. In un semigruppo puo’ esistere ’elemento unita’ e:
ee’ elem. unita’ diS < Vae S a-e=e-a=a

Proposition 1.7. L’elemento unita’, se esiste, e’ unico.

Proof : Supponiamo che ne esistano due diversi e,e’, allora per definizione ee’ = €', e'e =
e, e’ =¢ce, e =e.

Definition 1.8. In un semigruppo (S, -) con unita’ e, 'elemento inverso o’ di a € S €’ t.c.

a € S € invertibile < Ja’' € S: ad =da=e

a' e’ chiamato inverso di a e si indica con a~!.

Proposition 1.9. L’elemento inverso e’ unico.

Proof : Supponiamo che ne esistano due distinti a’,a”’, ovvero
ad =da=ad" =d'a=e

aad' = ad" & d'ad’ = d'ad” & (d'a)d’ = (d'a)d” & a =d”
Definition 1.10. Un gruppo (G,-) €’ un semigruppo dotato di elemento unitario, in cui tutti

gli elementi sono invertibili, esplicitamente:

G#0

T GEGxGE—G

Ya,b,c € G (ab)e = a(be)

deceG: VaeG ae=ea=a
VacGIaleG: aal=ala=e

Se vale la proprieta’ commutativa, il gruppo viene detto abeliano:
Va,b € G ab=ba
Definition 1.11. In un gruppo (G, -), possiamo estendere la potenza definita nei semigruppi:
a"=@) ' =@"", neN

quindi, in generale, e’ ben definito ’elemento a*, z € Z.



1. Dimostriamo che (a™) "' = (a=1)"

I'inverso di a™ e’ proprio (a=1)", infatti,

an(a—l)n :a“_aa—l_“a—l —e
—— ——
n volte n volte

Proposition 1.12. Valgono le sequenti proprieta’:

am-a" =a™™", m,n €

(am)n — a"mn
(ab) ' =b"ta!

Proof:

abb~la ™t =aea! =aa' =e < (b7 'at) ¢ linverso di ab

Proposition 1.13. Valgono le leggi di cancellazione (a sinistra e a destra) in un qualsiasi gruppo:

ab=ac = b=-c
ba=ca=b=c

Proof :
ab=ac=a tab=alace eb=ec=b=c

1

ba=ca=baa ' =caa ' ©be=cesc=0

Theorem 1.14. Se (S,-) e’ un semigruppo finito, in cui valgono le due leggi di cancellazione,
allora (S,-) e’ anche un gruppo.

Proof:
1. Prima di tutto troviamo ’elemento unitario e
Poiche’ S €’ finito, possiamo scrivere
S ={ay,a2,...,a, | n €N}
Fissiamo a € S e consideriamo l'insieme

S = {aay,aas, ..., aa,}

Gli elementi di S, sono a due a due distinti: se cosi’ non fosse esisterebbero a;,a; € S : a; #
a;, aa; = aaj, ma per la legge di cancellazione, a; = a;, assurdo. Quindi, |S,| = |S| e in
definitiva,

S.CS

|S.| = 15| =5,=5

Vai,a; € S: a; #a; aa; # aa;

Analogamente si ha ,S = {a1a,azqa,...,a,a} = S.



Procediamo:
a€S<sac,S, S, a=aa, =aja (1)
Vbe S b=uaa; =a;a (2)

(1) = a@; = aj at; = a;b (3)
molt. membro a mebro b

(2),(3) =>b=uaa; =ajbsb=aq;b

(1),(2) = b=aja = @,a a; = ba;
~~
b

= b= ba;

Vbe S b=ba; =a;b (4)
Ci resta da far vedere che a; = a;:
(4) = aja; = Q;
(4) = aja; = a;
a; = Qj
quindi a; = a; = e €’ il nostro elemento neutro.
2. Dimostriamo che G ¢’ un gruppo
Allora,e € S =85, = 3Ja; € S: e =aa; (1). Analogamente, se avessimo moltiplicato a destra
gli elementi di S per a, avremmo trovato che e = aga (2). Da questo segue:
eai\:ﬁ/akaai\:f/ake S a; = ap =: a” !
(2) 1)
Percio’, ogni elemento €’ invertibile.
3. Esempio
In (N, +) valgono le leggi di cancellazione, ma di certo non e’ un gruppo, quindi N e’ infinito.

Example 1.15.

(N’ ')7 (Z’ ')v (Q, ')v (R> )

sono tutti gruppi abeliani, pero’ e’ difficile estrarre da essi gruppi finiti, infatti se prendiamo un
elemento a € G deve poi esistere a - a, e poi ancora a - a - a. Da Z possiamo estrarre {—1,0,1}.

Example 1.16. Un gruppo finito estratto da (C,-) sono le radici n-esime dell’unita’: U, =
{zxeClaz™=1}.

1. Dimostriamo che e’ un gruppo



Intanto, elenchiamo le radici n-esime:
o = 1

2t .. 2w
xr1 = CcOos — + 18In —
n n

4 Arw 9
To = COS — +18In — = X7
n n

6r . . 6m 3
T3 = COos — +18ln — = X7
n n

.TkZl"f

2 .. 2w
xn:cosT+ls1nT:1=x0

1. - € un’operazione: _

rycU, o r=c=2y=ux

voy=a-2 =2 cu,
2. - €’ associativa: lo €’ in C, e quindi a maggior ragione in U,
3. L’elemento neutro e’ zg = 1
4. Poiche’ il semigruppo fin qui definito €’ finito, per il thm [1.14,pg.3], U,, €’ un gruppo. Od
anche:

1
z; € U; ha l'inverso in C: —, che e’ I'inverso in U,,:
i

1\" ;
2t =1= () =1, Y=g

Li Li

Example 1.17. (Z,,,+) € un gruppo finito abeliano.
(Zy,,-) non €’ in generale un gruppo finito abeliano (non tutti gli elementi hanno un inverso). Se
consideriamo pero’ (U(Z,,), ) ne otteniamo uno, dove

U(Z,)={a € Z, | mecd(a,n) =1}
Si ha |U(Z,)| = ¢(n) dove, ¢ €’ la funzione di Eulero.

Example 1.18. Adesso vediamo dei gruppi non abeliani.

1. gruppo lineare generale: (GL,(R),-), dove
GL,(R) = {M"™*"(R) matrice | det M # 0}
2. gruppo speciale lineare: (SI,,(R),-), dove

GL,(R) = {M"™*"(R) matrice | det M =1}
Per verificare che €’ un gruppo, basta ricordarsi che
det (M™1) = (det M) ™"

3. gruppo ortogonale: (O, (R),-), dove

O, (R) = {M™"™(R) matrice | M'M = I"*" < 'M = M~'}



Qui stiamo trattando le matrici ortogonali (vedi [AL,7.13.1,pg.50]).
Verifichiamo che - €’ una operazione:

M,NecO,<M=M"*N=N"1
{MN)='N'M=N"'M"'=(MN)" < {MN)=(MN)""< MN ecO

4. gruppo ortogonale speciale:
SO, (R) = {M™™(R) matrice | 'M = M~', det M =1}
O, (R)\SO,(R) = { M"™*™(R) matrice | ‘M = M~", det M = -1}

SO,, €’ un sottogruppo di O,,. SO,, sono le rotazioni, mentre O, (R)\SO,,(R) i ribaltamenti

(nota 2
Imponendo le condizioni, si vede che ’elemento generale di SO e

M— ( cos Y 511119)

—sind  cosY

)

Proof:
a b
u=(22)

detM:l@@d_bC:]_ ad—bc:l
a2+b2:1
a b a ¢ 1 0 o=
C
A+d?=1

a=cost, b=sind
c=cosyp, d=sing
—cos¥sing +sindcosp = —1 < sin(¥ — ) = —1
cos cosp + sinpsind = 0 < cos(¥ —¢) =0
™ T
Yo Ty ovTUTy

c=—sind, d=cos?

{a =cos®, b=sin
1.1 Gruppi e sottogruppi ciclici
Definition 1.19. Dato il gruppo (G, -), e il sottoinsieme HCG, H # ()
H <G < H ¢ un sottogruppo di G < (H,-) €’ un gruppo

Proposition 1.20. Dato il gruppo (G,-), e HCG, si ha

1. Va,be H, a-be H
H<G& <2 ec H
3. VaeH Ja~teH

2 On(R)SO,(R) non e’ un gruppo: I non ci sta’ perche’ det I = 1



Nota: nella seconda condizione, e indica 'elemento neutro di G. Nella terza condizione, a~*

indica Uinverso di a in G, ovvero a la =aa™! = e.

Proof:
1. Dim =
Intanto, H essendo un gruppo, non e’ un insieme vuoto.
Per definizione, la 1. €’ vera.
Poiche’ H €’ un gruppo,
Jdep, € H: VYa€ H epa=aep =a (1)
sia e ’elemento unita’ di G. Si ha che e, = e, infatti,
epep = €p
er 'ene, =€, ey
ee, = e
H>e,=e=ecH
quindi la 2. e’ vera.
Dim. la 3.: sia a € H, sia a; 'inveso di a in H e as 'inverso di a in G,
aagy =e,=e=aax s a1 =as € H
~—

cH
2. Dim «

H#D
ecH=H#0
-:HxH—H
per la 1.
Va,b,c € H (ab)c = a(bec)
poiche’ - €’ la stessa operazione di (G, -), che ¢ un gruppo, e quindi rimane associativa in H
Jec H: YVae H ae=ea=a
per la 2.
Voe HIa ' eH: aa ' =alta=e
per la 3.

Theorem 1.21. Dato il gruppo (G,-), si ha
H<G&VabeH ab ™' € H

Proof:

1. Dim =
H<G=VYbeH b'lecH
- € € =ableH
H<G=Va,ce Ha-ce H

2. Dim <

Hp=b'=ec H (1)
Hp,(1)=eb ' =b"tec H (2)
Hp,(2) = Va,b' € H ab™' ' =abe H



Quindi, per [1.20,pg.6], H €’ un sottogruppo di G

Proposition 1.22. Caratterizzazione dei sottogruppi finit.
Dato il gruppo (G,-), e SCG, |S| €N, si ha

S<G&Va,beS abe S

Proof:

1. Dim =
Per definizione.

2. Dim <
L’Hp equivale a dire che S €’ un semigruppo (- €’ associativa perche’ lo ¢’ in (G, -)). Inoltre, per
S valgono le due leggi di cancellazione, perche’ valgono per G. Allora, per il thm [1.14,pg.3],
S e’ un gruppo, ed essendo SCG, possiamo affermare che S < G

O
Proposition 1.23. Sia dato il gruppo finito G, si ha
H<G
- = H=G
[H| = |G
Proof: H < G = HCG, quindi basta dimostrare GCH.
|G| = |G\HUH| = |G\H|+ |H|=|G\H|+ |G| < |G\H|=0& G\H =0 & GCH
G\HNH=0
O

Definition 1.24. Il seguente sottogruppo si chiama centro di G:
Z(G)={9e€G|gx=xg9 Yz € G}

ed e’ in sostanza, I'insieme di tutti gli elementi di G' che commutano con tutti gli elementi di G.

11 sottogruppo
C(G,z) ={9 € G| gz = zg}
si chiama centralizzante di x, ed €’ in sostanza, I'insieme di tutti gli elementi di G che commu-

tano con x.

E’ chiaro che
Z(G)CC(G,x)

Proof:
1. Dimostriamo che Z(G) e’ un sottogruppo usando la caratterizzazione [1.21,pg.7]
Siano z,y € Z(G),

_ _ —1 _ 1 _ _
ylg=(9""y) g =gy t=ylez

yeZ
acy_lg = az:gy_1 = ga:y_1 = a?y_l cZ
y—leZ T€EZ

Quindi Z(G) e’ un sottogruppo di G.



2. Dimostriamo che C(G,z) < G

a,be C(z) = ax = za, bx = xb
(ab Nz =x(ab™t) & ab laba T =e &

s ab Vhra lrTl=ee
~ =~
rb=bx —e
-1..-1 _ -1 _ _
Sara rT T —=e & zxT  —ese—e
~—
ar=ra

Quindi (ab~ 1)z = x(ab™ 1) € vera.
Allora, ab=t € C(G, ).

Proposition 1.25. Dato il gruppo (G, -)

H,J<G=HNJ <G

Proof:
Usiamo la caratterizzazione [1.21,pg.7]: siano a,b € HNJ
a,be HNJ
€EH, aeJ
¢ ¢ . ab™' € H 1
beH=b""€H 1 =ab”" € HNJ
1 ab™ e J
beJ=b"¢elJ

Proposition 1.26. Dato il gruppo (G,-) e H,J < G,
HUJ<G< HCJV JCH

Proof:
1. Dim <«

HCJVJCH=HUJ=J<GVHUJ=H<L<G
2. Dim =
Procediamo dimostrando la contronominale, cioe’
HUJ£G<«H{¢JIJNIJLH
Allora,
JaeH, a¢J

=a,be HUJ
dbed ¢ H

HQJAJ%H#{

Se per assurdo ab € HUJ si avrebbe:
CASE: ab=ce H

b=a! ¢ =beH
~— "~

€H cH
assurdo contro b ¢ H.

CASE: ab=ce J

a=cb ! =>aeJ
~—~

eJ
assurdo contro a ¢ J.



O

Definition 1.27. Dato un gruppo (G, ) e un suo sottoinsieme X, si definisce (X) come il piu’
piccolo sottogruppo di G contentene X, ovvero:

3H < G: XCH = (X)CH

Proposition 1.28.

Proof:
Prima di tutto osserviamo che per la prop [1.25,pg.9] si ha (X) < G. Dimostriamo che €’ il

piu’ piccolo: supponiamo XCH'.

XCH' = H €¢{H<G|XCH} = (| H|CH & (X)cH'

XCH<G
O
Theorem 1.29.
(Xy={tito...t, |, e XVt; ' € X, reN} = {#]'t5* ...t |t € X, 2, € Z, r € N*}
o in forma equivalente se X e’ finito:
X ={x1,x2,...,2,}
(X) = {(x’lnna:;nm coexprt) (@ eg 2 ) o (a ey ) | Mg, My . M € Z,

i=1,...,r r:1,2,...}

se l’elemento x1 ha ordine finito, allora il suo esponente my; variera’ variera’ da 0 a o(x1) — 1
(definiremo lordine piv’ avanti (vedi [1.52,pg.11])).

Proof: Poniamo Y := {tltg Lt ltieX VitTteX re N}
1. Dim. Y < G usando la caratterizzazione [1.21,pg.7]
Siano a,b €Y
a€Y & IreN: a=tity...t,

beY < 3dseN: b=ujuy...u
b=l = (uqug .. us) =g ey g
abfl =t1ty.. .trusflus_lfl Ce U171 = CLbil ey
2. Dim che Y ¢’ il piu’ piccolo sottogruppo contenente X
Sia XCZ < @. Prendiamo a €Y,
a€Y < IreN: a=tity...t,

XCZ
tieX Vvt leX, Vi<i<r = unqualsiasi prodotto t;t; € Z V1<i,j<r=a€Z=YCZ
Z <G

O

Example 1.30.

10



1. (0) = {e}

Proof: per def: tutti i sottogruppi contengono @, quindi il piu’ piccolo ¢’ {e}.
2. In (Z,+), il sottogruppo generato (2,3) €’
(2,3) ={2s+3t|s,t € Z}
infatti, per la proposizione di prima,
(2,3) ={2-3,2-2-3,2-3-3,2-3-2-2,..., }
inoltre, (Z,+) e’ abeliano, e quindi i 2 e 3 si possono raccogliere.
Definition 1.31. Dato (G, ), g € G,
(9)={g'lieZ}

inoltre, (g) verra’ chiamato sottogruppo ciclico generato da g.
(g) potra’ essere un sottogruppo ciclico finito o infinito:
e’ infinito nel caso in cui esiste una corrispondenza biunivoca tra (g) e Z, ovvero

Vi,j €Z:i# jsihag' #g’
e’ invece finito quando
Ji,jeZ:i#] gt =¢
Proof: E’ facile rendersi conto con la prop. [1.29,pg.10] che
(9)={g'lieZ}
Definition 1.32. Dato (G,-), g € G,
o(g) , chiamato ordine o periodo di g, €' (se esiste) il piu’ piccolo intero p > 0 t.c. g¥ = e

se p non esiste si pone o(g) = oc.
La cardinalita’ di un gruppo finito e’ chiamata sempre ordine: o(G) = |G]|.

Example 1.33. In (C*,-),
(1) ={1,i,—1,—i}, o(i) =4

Theorem 1.34. Dato (G,-), g € G si ha

Proof: Distinguiamo due casi.
CASE: o(g) = o0

o(g) =c0=VpEZso: g* #e (x)

slad,jEZ:i>jeoi—j>0, = g tesggitesyg £g
()
Vi.jeL:i#j ¢ #¢
ovvero, {g) €’ infinito (in relazione biunivoca con Z).

11



CASE: o(g) =p
Vogliamo dimostrare che
(9) =19%3" - g""}
poniamo H := {¢% ¢*,...,g? 7'},
0.1. Dim. che Vi,j € Z>0:0<j <i<p, i#jsiha g'# g7, ovvero gli elementi di H sono
a due a due distinti. Cosi’ facendo, mostreremo che |H| = p
Supponiamo per assurdo che g' = g7
gd=9g g7 =e
iI<i<p=20<i—-j<p—j<p=>i—j5<p
assurdo, perche’ i —j < p e p e’ il periodo, quindi il piu’ piccolo intero positivo t.c. g¥ = e.
0.2. Dim. che (g) = H
Di sicuro HC{g).
Prendiamo a € (g) < a = ¢*, i € Z. Utilizziamo algoritmo di divisione: Jl¢,r € Z : i =
gp+r, 0<r<p. A
g =g =gg" = (g")"g" =elg" = g" (x)
0<r<p(xx)=>g'cH

O
Proposition 1.35. Se (g) e’ un sottogruppo ciclico finito di G, di ordine p, si ha
g =9 ei=j (L)
Proof:
1. Dim =
g=9 g7 =e
dg,r:i—j=pg+r, 0<r<p
e=g =" = (") +g =g =g =esr=0
i—j=pgt+r=pg=i=j (Zp)
2. Dim <
i=j L) si-j=kp=>g 7 =g"=g"=e=g" =g
O

Corollary 1.36. Dalla precedente proposizione, con p = o(g), si ha:
l.gd=es p/i

Proof: g =e=g?P <i=p=0 (Zp)@)i:pqﬁp/i

1 _ ap_i

2. (a')”

Proof:a*  =a" aP—*

-
—i=p—i Zp
Proposition 1.37. Dato (G,-) gruppo abeliano, si ha
Gr=({geGlolg) €N}, ) <@

Proof:

12



Usiamo la caratterizzazione [1.21,pg.7]:
a,be Gy < a,be GAp=o(a),g=0(b) € N:
(ab™1)" = (@) b~ = (b9) P =e = olab™') < qp

per ’abelianita’

Nota?
Definition 1.38. Un gruppo (G, ) si dice ciclico < 3g € G: G = {(g)
Theorem 1.39.

(G,-) gruppo ciclico = H < G e’ pure un gruppo ciclico
&

Piu’ in dettaglio, se G = (g), allora H = (g™) con m = min{t € N* | ¢! € H}

Proof:
1. Dim =
Se H = {e}, allora la tesi ¢’ vera. Supponiamo che {e} C H e consideriamo i seguenti insiemi:
T={teN|g'eH}
T = T\{0}
1.1. Dim T # 0

(G,-) gruppo ciclico = Jg€ G: G = (g)
he H\{elCG=h=¢g'€c H=>9g'c H
max{i,—i} =t €N
¢ddeH=teT
Sia m = min T, che esiste perche’ N e’ ben ordinato.
1.2. Dim (¢™) =H
(g™)CH e vera perche’ g™ € H e quindi (¢™)* € H.
Sia g’ € H. Per dimostrare che H = (g™) bastera’ vedere che g/ = (¢g™)? = g™4.
Dividiamo j per m:
j=mqg+r, 0<r<m (x)
F=9g"g g =¢ () '€cH=>9g cH=recT
N N—
€EH €H

rel=r=0
allora, = 0, altrimenti dalla (x) si avrebbe un assurdo contrario al fatto che m = minT.

In definitiva, ‘ _
g =9""=g")" =g €g™
O

Proposition 1.40.
(G,-) gruppo ciclico= G gruppo abeliano

Non vale il viceversa.

Proof:

3In un gruppo non abeliano (ab)? = abab, in uno abeliano (ab)? = a

2b2
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1. Dim =

(Ga ) gruppo ciclico = Elg cG: G = <g>
siano a, b € G. vogliamo dimostrare che ab = ba

abeG=(g)=>a=g b=g

ab=g'g’ = gt = gt = ¢g/¢g' = ba
2. Dim <
Consideriamo il seguente gruppo abeliano:
(G=10,1,2,3},")
o1 2 3
0ojo 1 2 3
1{1 0 3 2
212 3 0 1
313 2 1 0

Quindie=0,ea ' =a Va €G.
L’ordine di ogni elemento €’ 2, ma |G| = 4, quindi per la prop [1.41,pg.14] G non €’ ciclico.

O
Proposition 1.41. Caratterizzazione dei gruppi ciclici finiti.
Dato il gruppo (G,-), |G| =mn,
geG, olg)=neG=Ig)
Proof:
1. Dim <«
(@ =IGl=n =  olg)=n
[1.34,pg.11]
2. Dim =
9) < G=(9)cCG
W<G=@ce |
[(9)] =Gl eN
O

Theorem 1.42. Dato il gruppo ciclico G = {(g), |G|=n,

LSSGﬁwwn
Ovvero, se S e’ un sottogruppo di G allora, il suo ordine divide l’ordine di G

2. m €N, m/n:>EI!S§G: |S| = m, inoltreS:<g7%>

Proof:
1. Dim 1.

14



(Nota *)
S<@G
thm [1.39,pg.13]

Gl=nsl{gl=n = og=n=g"=e

[1.34,pg.11]
(¢)" = (") =e'=e = olg)/n & I8I/n
cor [1.36,pg.12] [1.34,pg.11]
2. Dim 2.
Sia S = <gﬁ>

|S| = m, infatti,
(gﬁ)i:gﬁi:e@)Ei:OZnﬁﬁi:/\nﬁi:)\m
m m
quindi, il piu’ piccolo ¢ > 0 : (g%)l = e e’ m, ovvero, o (g%) =|S|=m
Dim che S € unico. Supponiamo che 3H < G, |H| = m.

H<G = H:<gi>, i=minT"
—~
thm [1.39,pg.13]
— 1) AL
Hl=m = o(g)=m<& (¢) =e
[1.34,pg.11]
gm=e = o(g)/miﬁn/mi@nk:mi@izﬁk
~~ m

:dzﬁizgﬂ =g €(gn)=S5
i S

Corollary 1.43. Dato G ciclico,
{SSG}@{mEZMn/n}
con f biunivoca

Ovvero, 1 sottogruppi di G e i divisori del suo ordine, sono in relazione biunivoca. f e’ proprio

f(8) =15
Proof: Immediata conseguenza del thm [1.42,pg.14].

Theorem 1.44. Dato un gruppo ciclico G = (g) di ordine |G| =n, si ha

dove (m,n) = MCD(m,n).
Proof:

4Questo punto che stiamo dimostrando e’ un fatto particolare di uno piu’ generale: S < G = |S|/\G|, anche
se G non e’ un gruppo ciclico. (vedi il thm di Lagrange [1.53,pg.19])
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k=o0(g™) =|(g™)] = k/n@kd':nﬁd'/n
thm[1.42,pg.14]

n
"
e=(gm)k:gmkéo(g)/mkﬁn/m%@nuzm%@d’ﬂzm@d’/m

Quindi d’/m, d’/n, ci resta solo da provare che e’ il massimo dei divisori. Sia d = (m,n).

Dimostriamo che d = d'.

n n n
m m < <
=e =  =oy )/8:0(9 )_*d=>k_*d (2)

[1.36,pg.12]
n
(1,2 =5 =t
Per la (1) l'unica possibilita’ che rimane e’ 'uguaglianza.
i k< 1= 7 Sd=d
n
k = my —
o(g™) )
O
Corollary 1.45. Dato G = (g), |G|=n,
G={g") & (mn)=1
Proof:
1. Dim =
G=(g™ =Gl =g = olg")=n = n=—el=t _ oimn=1
B g B g g B B m’ n) B (m7n ’ B
[1.34,pg.11] [1.44,pg.15]
2. Dim <
(") = =, (9" =G
o9 ~— (m7n =" ~~ g B
[1.44,pg.15] [1.41,pg.14]
O

Example 1.46. Tutti i sottogruppi di (Z,+) sono del tipo zZ con x € Z.

S<Z=S=@x-1)=(@)={2xx|2€Z}=xZ
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1.2 Laterali modulo H

Sia (G,-) un gruppo e H < G. Definiamo i seguenti insiemi:
aH = {ah | h € H}
Ha={ha|he H}

chiamati rispettivamente laterale sinistro e destro di a rispetto ad H.

E’ ovvio che nel caso generale aH # Ha.
Osserviamo che a € aH:

H<G=eceH=ae=a€caH

Si ha anche:
eH=H
Proposition 1.47. L’insieme
{aH} e
e’ una partizione di G, ovvero
1. U aH =G

acG
2. Presia,be G
aH # bH = aHNbH = ()
o equivalentemente
aH = bH < aHNbH #

Proof:
1. Dim 1.
Va e G aeaH:GQUaH
aceG
ah€aH, he H<G=aheG = (UaH>CG
acG
2. Dim 2.

Siano a,b € G : aHNbH # (.
aHNbH # () = 3c € aHNbH < ¢ = ah = bh' (1)

2.1. Dim aHCbH
ahi € aH
ah; = bhh™'h, € bH
M~ - —
(1) €H
2.2. Dim bHCaH
bhy € bH
bhoy = ahh' ‘hy € aH
N~ - —

(1) cH

17



O

Definition 1.48. Da ogni partizione nasce la relazione d’equivalenza indotta da essa. Definiamo
quindi le seguenti relazioni:

a=sb (H) < aH =bH < aHNVH # 0
& 3hy € H3hy € H: ahy =bhy, h=hohy '€ H
sSa=bhebla=h
a=qb (H) & Ha= Hb<< HanHb # ()
& 3hy € HIhy € H: hia =hob, h=hy ‘ho € H
sSa=hbesab ™t =h
rispettivamente chiamate “a congruo b modulo H a destra” e “a congruo b modulo H a sinistra”

Proposition 1.49.

{aH}eq | = [{Haboeq |

ovvero
o {aH},cq < {Ha},eq
e precisamente
¢o(aH) = Ha™!
Proof:
1. ¢ €’ ben posta: aH = bH = p(aH) = p(bH)

aH=bH b la=hsab=bh'=Noa=hb1e Ha'=Hb!
2. Dim linniettivita’, ovvero f(aH) = f(bH) = aH = bH

flaH) = f(bH) & Ha ' = Hb™! & al=h"tea=0bn"
[1.48,pg.18]

ah’ € aH

ah/ = bh™'h € bH

aHCbH

analogamente per Paltra inclusione (basta scambiare a con b).
3. Dim la surriettivita, ovvero Vb € G Ja € G : p(aH) = Hb

plaH)=Hb< Ha ' =Hb<a'=hbsa=b'htedd=b"H
quindi 'incognita cercata e’ b~ ' H

Definition 1.50. Per la precedente proposizione possiamo definire la seguente quantita’:

ic(H) = [{aH},cq | = | {Ha},cq |

che viene chiamata indice di H in G.
ig(H) sara’ < 4o00.
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Proposition 1.51.
ic(H)=2=aH =Ha,Va e G

Proof: Poiche’ H ¢’ di sicuro una classe, l’altra sara’ necessariamente G\ H. Questo vale sia nel
caso sinistro che in quello destro. Allora,
a¢ HsaH+#H & aoH=G\H

a¢ He Ha = G\H=aH
ic(H)=2

a€ HsaH=H=Ha
Quindi,
Vae H aH = Ha

Lemma 1.52.

VYa € G |aH| = |H]|, infatti, la sequente mappa e’ biettiva:
p: H & aH
¢(h) = ah

Proof:
1. Dim ¢ iniettiva: Vhy,ha € H : hy # ho @ (h1) # ¢ (ha)

vz (hl) = ah1

¢ (h2) = ahs
se per assurdo ¢ (h1) = ¢ (ha) si avrebbe
ahi = ahs < h1 = ho
assurdo
2. E’ surriettiva: Yah € aH : 3h € H: ¢ (h) =ah
ovviamente

1.2.1 Teorema di Lagrange

Theorem 1.53. di Lagrange.
(G,-) gruppo finito ,H < G = |G| = |H| -ig(H)

In altre parole, se H e’ un qualsiasi sottogruppo di G, allora il suo ordine e indice dividono |G].
Attenzione, non vale il viceversa, ovvero se m/|G|, non necessariamente esiste un sottogruppo di
ordine m.

Proof:
Dal lemma [1.52,pg.19], segue che tutti i laterali hanno la stessa cardinalita’ di H. Poiche’ G

e’ partizionato da ig(H) classi, avremo che tutti i suoi elementi sono in numero |H| -ig(H)
O

Proposition 1.54. Dato G di ordine finito,

aeG:o(a)/|G|
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Proof:

['\Z/]
@W=<6¢ = lal/I6ls /6]

Lagrange[1.53,pg.19]

Corollary 1.55.
|G| =p, p primo & (H<G=H={e} VH=G)

La seconda proposizione equivale a dire che gli unici sottogruppi di (G,-) sono quelli banali:

{e},G.

Proof:
1. Dim =
H<G = |H|/\G| & |G| = h|H|
-~
Lagrange [1.53,pg.19]
G| = i
CI=pprimo 3 i) = p = 1| = {e} v |H| = G
p=h|H]|
2. Dim «
Usando il thm di Cauchy (vedi [1.178,pg.75]), la tesi ¢’ immediata:
pnon primo = Jg primo: q/p & q/\G| = JH < G: |H| = q assurdo contro Hp

Cauchy [1.178,pg.75]
Dimostriamo adesso la tesi senza ricorrere a Cauchy.
2.1. G €’ finito
Supponiamo per assurdo che G sia infinito, allora 3a € G : a # e, (a) infinito , cioe’
at #a Yi#j
Da (a) possiamo estrarre il seguente sottogruppo:
H={a*€(a)|icZ}
Ma per Hp H = G V H = {e}. Ma da tutte e due i casi abbiamo un assurdo.
2.2. G €’ ciclico
Se G = {e}, G € ciclico. Supponiamo {e} C G.

aceG: a#e
(@) <Gz () ={e} V{o) =G
Hp

poiche’ e’ assurdo che (a) = {e}, si ha (a) = G. Quindi G €’ ciclico. Anzi, e’ generato da
un qualsiasi elemento a # e.

2.3. |G| =p €’ primo
Se per assurdo non lo fosse, si avrebbe p = hk, 1 < h,k < p.

{p:’hlféh/P = 3AS<G: |9 =h
G €’ ciclico thm[1.42,pg.14]

ma questo e’ assurdo, perche’ per Hp |S| =1V |S| = |G|.
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Corollary 1.56. (G,-) finito, dove p e’ un primo, si ha
|G| = p,p primo =Vae€G: a+e G=/a)

In altre parole, se |G| e’ primo, allora G €’ ciclico, anzi e’ generato da qualsiasi suo elemento
diverso da e.

Proof:
ate= )£l (1

{<a>gG

= a)y=GV {(a) ={e} = (a) =G
Gl —p = (@) (a) ={e} = (a)
[1.55,pg.20] (1)
O
Corollary 1.57.
IGl=n=VYaeG a"=e
Proof:
< = —
@<6 = )l = e@]/IGl=ne
Lagrange [1.53,pg.19] [1.34,pg.11]
h
so(a)h=ns =" o (ao(“)> =ad"se=a"
O

Corollary 1.58. Dal teorema di Lagrange discende naturalmente il teorema di Eulero e quello
di Fermat:

(a,n) =1=a?™ =1 (Z,)
p primo = a?~' =1 (Z,)
Proof:
1. Dim Eulero
Consideriamo (Z,,,-). Sappiamo dall’esempio [1.17,pg.5] che in generale non e’ un gruppo.

Pero’, (U(Zy),") lo €. Siaa € U(Z,),
(a,n) =1=[a] € U(Zy)

[@VE = e=[]e @™ =[] & a?™ =1 (Z,)

cor[1.57,pg.21]
2. Dim Fermat

pprimo = p(p) =p—1
(a,p)=1= a1 =1 (Zp)

1.3 Gruppo simmetrico

Definition 1.59. Sia X un insieme, e sia

S(X)={f:X — X | f biunivoca}
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(S(X),0) e’ un gruppo, dove o €’ la composizione tra funzioni. Ogni sottogruppo di S(X) viene
chiamato gruppo di trasformazioni.  Ad esempio, Aff(A) e’ un gruppo di trasformazione (vedi
geometria IT).

Proof:
1. Dimostriamo che (S(X),0) €’ un gruppo
1. Innanzitutto S(X) # 0 dato che esiste almeno id € S(X), dove id e’ I'identita’.
2. o € un’operazione interna ben definita, poiche’ composizione di funzioni biettive e’ una
funzione biettiva.
3. o €’ associativa.
4. id e’ I’elemento neutro:
foid = idof = f
5. f~1 e linverso di f, infatti, f~lof = fof~! =id.

Definition 1.60. Se X ¢’ finito, S(X) lo indicheremo con S,,, dove n = | X|.
Sy €’ quindi I'insieme delle permutazioni di n elementi, percio’

|Sn| = n!

S, non e’ abeliano.

Indicheremo gli elementi di .S,, con i numeri interi, anche se tutte le proposizioni che enuncieremo
valgono nel caso generale.

Per indicare una permutazione o € S,,, useremo la seguente notazione:

o(l) =i
o= h ) e
o(n) =i,

doveij € X,j=1,2,...,n; iy #ip VR F#m
Definition 1.61. Dato z,y € X, o € S, definiamo la seguente relazione:
r~yeHNEL: y=o'(z)

e’ una relazione d’equivalenza.
La classe d’equivalenza di x si indica con O, (x) e viene chiamata orbita di x sotto lazione di o.

Proposition 1.62. Dato x € X,
ImeZ: o"(x)==x

Proof:
Poiche’ X e’ finito,
3h,k € Nog : o"(z) = o"(2)

applicando ¢~* ad ambo i membri: ¢" % (z) = 0%(z) = id(z) = =

Proposition 1.63.
O, (2) = {&,0(x),0°(2),...,0™  (z)}

dove m e’ il minimo intero tale che o™ (x) = x.
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Proof:
Basta ripetere i passi della dimostrazione del thm [1.34,pg.11] nel caso finito, effettuando le
seguenti sostituzioni:
p—>m
« —— O
<g> — OU ($>
e adoperando g come se fosse o(x)

Definition 1.64. Sia z € X e m il piu’ piccolo intero tale che 0™ (z) = x.
Diremo ciclo v di o, generato da z, la seguente permutazione:

vy: X — X
_Joy) yeOs(x)
") = {y y ¢ Oq(2)

che indicheremo semplicemente con

v = (z,0(x),02(x),...,0™ ()

La proposizione [1.63,pg.22] ci garantisce che v e’ biunivoca.
Equivalentemente possiamo dire:

= (ot R e )

Dove x1, T2, Tpn—m sono gli elementi di X\O,(x).
m si chiama lunghezza del ciclo e si puo’ indicare con ()
Con m-ciclo intendiamo un ciclo di lunghezza m.

Siano 1,2 due cicli generati da x1, x2,

~1, 72 sono disgiunti &f Oy (21)NOy(z2) = 0

Proof:

1. v e’ biunivoca
E’ iniettiva: analizziamo solo il caso y,y’ € O, (z)
y#y = () #vY) < o(y) # o(y)). Quest'ultima e’ vera perche’ in O,(x) gli elementi
sono due a due distinti ([1.63,pg.22]).
E’ surriettiva: per costruzione di v e sempre per il fatto che in O, (z) gli elementi sono due a
due distinti.

Example 1.65.

=315 3)
0,(1) ={1,3,2}

0,(4) = {4}
cicli: (1,3,2), (4)

nenaan- (3 ;)

(3,1,2) non €’ un ciclo di o
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Proposition 1.66. Il prodotto di cicli disgiunti e’ commutativo, cioe’ vy;v; = v;7;.

Proof:

Sia O, [y;] Vorbita che da’ luogo a v;, ¢ O, [v;] quella di y;, cioe’ y € Oy [y;] = o(y) = v (y)-
Per definizione di ciclo, abbiamo:

o Joy) v e Oqlyl
) = {y y ¢ Ocly]

oy Joly) v € O[]
)= {y y ¢ 05l

Poiche’ y € O, [vi] = y ¢ Os[v;], o(y) € Oclvi] = o(y) & Oslv;]
a(y) y € Oglyi)

(W) =19 Joly) v € O[] A
{y yg O, ¥ F O
o(y) y € Oq[y;]
Yi(viW) =19 Jow) v €Oyl }
{y y# Ol ¥ F O

si nota subito che le due composizioni sono uguali, ad esempio,
Yy € Oclyj] = 7i(vi () = o(y)

y € Oslvj]l =y ¢ Oslv] = v (vi(y) = {Z(y) z ; g"m y € Oclvj] = v;(viy)) = o(y)

Y (v (y) = v (v (y))

Theorem 1.67. Sia o € S, e siano vy1,7va, ...,V tutti i suoi cicli disgiunti, allora

g = 7Y10720... O’}/k
cioe’, o e’ prodotto dei suoi cicli.

Proof:
1. Dimostriamo il teorema
Dobbiamo dimostrare che
o(@) =mr2...mx) Ve X
Fissiamo x € X. Poiche’ v1,...,7% sono tutti i cicli disgiunti di o, esistera’ un ~; associato
all’orbita O, (z), cioe’

Yi = (1’, O'(LE), 02(3:)7 cee 7am71($))
dove m €’ la lunghezza di ;.
Poiche’ i cicli sono disgiunti,

Vy € Oy(2) Vi #iy & Oglvs] (1)
. Dove con O,[v;] indichiamo l'orbita che da’ luogo a ;. Quindi

(1) =Vj#ivz)=a
allora, se ¢ < k, vale la seguente:

Y1V2 Vi k() = 1172 i)

Yi(7) = 0(x) € Og(x) = o(x) ¢ Oply]¥j # i
1)

N2 ---7%(@) =2 vimr0(2) = o(2)
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Proposition 1.68. L’ordine di un ciclo v e’ pari alla sua lunghezza:

Proof:

Basta osservare che

y € Os(x) = o(y) € Oy(x) = v'(y)

o'(y) vy e Oyx)
y y ¢ Os(x)

(y €0,(z) e Ik: of(x) = y) = yi(y) = {0i+k(x) 3k: ok (z) =y

Y altrimenti
Percio’ per definizione di lunghezza, otteniamo:
m omtE(z) = ok (o™ (x)) = oF(x) =y Tk: oF(x) =y Yy .
() = : = TEY_ I g
Y altrimenti Y

Theorem 1.69. Data la permutazione 0 = y17y2 . .. Vg, prodotto di cicli disgiunti, si ha

o(o) = mem(l(y),1(72), - - 1 (7))

cioe’, lordine di una permutazione e’ pari al mem delle lunghezze dei suoi cicli.
Proof:

Siano dati i seguenti oggetti:
m; = l(72)7 v = 1727"'7k
M = mem(l(71),1(72), - - -, l(7%)) = mem(mq, ma,

S M)
M
G=— i=1,2.. .,k
m
N =o0(0)
Allora
(@)™ = (ry2- )™ =T = R =

"
— (~A1)41 (122 Mk \qk — i
() ()= (™) = id
[1.68,pg.25]
= N/M
-~
[1.36,pg.12]
Nota: 1'uguaglianza (1) e’ valida perche’ il prodotto di cicli disgiunti e’ commutativo.
E’ anche vero che:
e=o"=(mu... W) =1 W
N vk =e = v =e i=12...,k (3)
)
(2) se per assurdo esistesse un fyﬁ # id, allora affinche’ yiVy2 ... 4 =

. = e, dovrebbe almeno
esistere il suo inverso nel prodotto, cioe’ un *yg =7 N Ma questo e’ assurdo perche’ Vi N
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non e’ disgiunto da Vj[\lf' Quindi
(3) /sz12 k;»M/N
1. 36,pg 12]

N/M, M/N:>M:N
0

Corollary 1.70. Ogni permutazione e’ prodotto di trasposizioni. Una trasposizione e’ un ciclo
di lunghezza 2.

Proof:
Un ciclo v = (z,0(x),...,0™ 1(x)) si puo’ esprimere come prodotto di trasposizioni:
v = (20" (2))(x, 0™ (2)) ... (z,0(2))
graficamente:
(z,0™ H(2))(@,0" (). (z,0(x)) =
r  ox) o*x) o3(x) o™ ()
o(x) x o%(x) a?’(x) o™ Y (x)
o(z) o?(x) x a3(x) o™ (x)
=|o@) o*x) o*(x) x o l(x) | =
o(z) o?(x) 03'(50) 04.(1:) o™(x) ==
_ ( x o(x) o*(z) o*(x) o™ () ) _
o(x) o?(x) o3(x) oi(x) o™(z) ==z
=7

e quindi per il thm [1.67,pg.24] si ha la tesi.

Example 1.71.
(1,4,2,3) = (1,3)(1,2)(1,4) = (3,1,4,2) = (3,2)(3,4)(3,1)

come si nota da questo esempio, la scrittura di un ciclo come prodotto di trasposizioni non e’
unica.

Definition 1.72. Sia ¢ una permutazione
y . def e
o e pari & dr,...,To trasposizioni t.c. ¢ =TTy - - Top

Ovvero, o €’ pari se si puo’ scrivere come prodotto di un numero pari di trasposizioni.

Theorem 1.73. Se una permutazione o € S, e’ esprimibile come prodotto di un numero pari
di trasposizioni, allora ogni sua altra scrittura come prodotto di trasposizioni sara’ pari.

Proof: Costruiamo un polinomio P a cui possiamo applicare trasposizioni 7 e il cui segno viene
influenzato proprio da 7.
Faremo poi vedere che applicando un numero pari di trasposizioni, avra’ segno positivo.

Definiamo il polinomio:

P(xlaan"'axn): H (xz—x])
1<i<j<n
e l'azione di o su di esso:
U(P(.Tl,xg, ce ,l‘n)) = P(l‘g(l), 1‘0(2), ce ,.%'U(n))

26



Ad esempio,
P(x1, 32, %3, 74) = ((x1 — 32) (21 — @3) (21 — 74)) (32 — 23) (32 — 74)) (3 — 4)
(1,3,2,4)(P) = ((x3 — w4) (w3 — w2) (w3 — 21))((#4 — 22)(24 — 21)) (w2 — 21)
dove (1,3,2,4) ¢’ un ciclo.
Sia 7 = (4,4) una qualsiasi trasposizione, con 1 < i < j < n. Siano a,b € N: 1 < a,b <
n, a,b # i,j. Esaminiamo cosa accade ai monomi di P quando gli applichiamo 7:

. Tq — T4 a <1
a<j T(Xg — Tj) =X — T; = )
' —(x; —xq) a>1
a>j3>1 T(x; — %) =T — T4
a<i<j T(xq—x;) =2Tq—j
P >'
a>1 (X —xg) =T — X = T3~ Fa “ J
(e — ;) a<j
T(x; —xj) =5 —x; = —(x; — xj)
a<b T(q — Tp) = Ty — Tp
a>b T(xp — xa) = xp — T4

Quindi, il segno influenza solo i fattori dove c’e’ almeno un z;, z;. Piu’ precisamente 7(x, — ;)
cambia segno quando i < a < j, 7(x; — z,) quando ¢ < a < j, e T(x; — x;) in ogni caso.
Allora ci saranno un totale di
G—i—-1D+G—-i—-1H+1=2(j—i—1)+1
cambiamenti di segno. Indipendentemente da i, j e quindi da 7, il numero di cambiamenti e’
sempre dispari. Da questo deduciamo che se applichiamo & trasposizioni, il segno sara’ positivo
se k € 2N, negativo altrimenti.
1. Q.E.D.

Poiche’ o e’ prodotto di trasformazioni ([1.70,pg.26]), avremo:

o(P)==£P
Se per assurdo o €’ esprimibile una volta come permutazione pari e un’altra come permutazione
dispari, avremo:

o(P)=+P

o(P)=-P
Il che’ ¢’ assurdo, perche’ o e’ una funzione e quindi associa ad ogni elemento del suo dominio

uno ed un solo elemento del codominio.
O

Proposition 1.74. Data la permutazione o = y1y2...%e, con y; cicloVi=1,...,c, si ha

o e’ pari < L —c e’ pari
(&

L:Zl(%’)
i=1

Proof: Scriviamo ogni ciclo v; come prodotto di trasposizioni utilizzando il metodo visto nella
dimostrazione del cor [1.70,pg.26]. Quindi, ogni ciclo di lunghezza I; = I(~y;) lo esprimiamo come
prodotto di [; — 1 trasposizioni. Qulndl in totale avremo

Zl—l Zl —c=L-c
i=1

\\,./
L

trasposizioni.
1. Dim. =
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Se ¢ €’ pari, per il thm [1.73,pg.26] L — ¢ deve essere pari.

1. Dim. <
Per Hp L — ¢ €’ pari, quindi siamo riusciti a esprimere o come prodotto di un numero pari di
trasposizioni.

O
Proposition 1.75.
A, ={o€S,|o e pari}
A, <8y
Proof:
Siano 01,09 € A,,, che esprimiamo come prodotto di trasposizioni:
01 = T1T2...T2k
09 = 191192 .. ~792h
0102 = T1T2 .. .T2k191’l92 .. ~192h = T{TQ/ .. 'TQ/(h+k) c An
A, € finito, quindi per la caratterizzazione [1.22,pg.8] A, < S,.
O

Proposition 1.76.

Sn n!
Au] = 18.0\4,) = ] 2

Proof:
Per il thm di Lagrange ([1.53,pg.19]), abbiamo:
|Sn| = [Anlic(An)
d’altra parte, prendendo p € A,, 0 € S,, op o sta’ in A, o in S,\A,, cioe’ po e una
permutazioni pari o dispari. Quindi le uniche classi modulo A, sono A4, e S,\A,, ovvero
ic(An) = 2, percio’
|Sn|
2

|An| =

Infine, [Sp,\An| = |Sn| — |An] = |52n|

Definition 1.77. Sia o € S,, espressa come prodotto dei suoi cicli disgiunti:
0 = Y10720... 0
diremo che la struttura ciclica di ¢ €’ la seguente tupla non ordinata:
sc (o) = (1), 1(v2), -, L))

Definition 1.78. Diremo che o € S,, ¢ una coniugata di ¢’ € S,, sse esiste una permutazione
TES, t.c.

o' =707t
Theorem 1.79. In S,

o coniugata o’ < sc (o) = sc (o)

Proof:
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1. Dim =

=107}

O_/
o' (r(x)) = ror 7 1(z) = 7(0(x))
o' (r(2)) = (o (2)

Ovvero, il corrispondente in ¢’ del successivo di z in o, cioe’ 7(o(z)), €’ il successivo in o’ del

corrispondente di z in o”.

Quindi ogni ciclo di o ha la stessa lunghezza del ciclo corrispondente in ¢’. Questo dimostra

che 0,0’ hanno la stessa struttura ciclica.

Ad esempio, se 0 = (1, 3,2)(5,4), allora’ la sua coniugata o’ sara’ o’ = (7(1), 7(3), 7(2))(7(5), 7(4)).
2. Dim <

Sia O la famiglia di tutte le orbite di o, e O’ quella di o’.

Come abbiamo visto prima, condizione caratteristica di 7, €’ che

VO € OVz € O o' (1(x)) = 7(0(x))
allora poniamo y = 7(x), e abbiamo
r(o(x)) = o' (y)

a questo punto, poiche’ T deve essere biunivoca, imponiamo che y € O’ € @', dove |O’| = |O)|.

Per ipotesi O’ esiste sicuramente.

Abbiamo cosi’ definito 7: 7 €’ una qualsiasi permutazione di S,, tale che:

re€0e0 — yeOed
oz)e O — oy el
con |0] = |0|

Ricapitolando:
. prendiamo una qualsiasi orbita O € O
. prendiamo un qualsiasi elemento x € O
. prendiamo una qualsiasi orbita O’ € O’ : |0| = |0/|
. prendiamo un qualsiasi elemento y € O’
. poniamo 7(z) =y, 7(c(z)) = o'(y)

T W N =

O

Example 1.80. Se o = (1, 3,2)(5,4), allora’ la sua coniugata o’ sara’ o’ = (7(1),7(3), 7(2))(7(5), 7(4)).
Viceversa, consideriamo o’ = (5,4, 1)(2, 3), che €’ una permutazione con la stessa struttura ciclica
di o, allora una 7 t.c. ¢/ = rot~! sara’:

ovvero
7= (1,5,2)(3,4)
Proposition 1.81. L’essere coniugato e’ una relazione di equivalenza.

Proof:
1. Riflessivita’: o ~ o
o = idoid ™!
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2. Simmetria: c ~ 0’ =0’ ~ 0o

o=ror =19 r=0

3. Transitivita’: o ~o’,0' ~o”" = o~ "
o = 7'(77'_17 o = ,Oalp_1
= o = plrar )t = (pr)o(rp )
O

Proposition 1.82. Data P partizione di S, secondo la relazione d’equivalenza data prima,
ovvero P e’ linsteme di tutte le classi coniugate, si ha

|P| = | {strutture cicliche di Sy} |

Proof:
Diretta conseguenza del thm [1.79,pg.28]: se 0,0’ sono coniugate, allora hanno la stessa strut-

tura ciclica e viceversa, per ogni classe di P esiste una ed una sola struttura ciclica di 5,,.
O

Proposition 1.83.

| {strutture cicliche di S,,}| = p(n) =p(1,n)
0 n<k
plk,n—k)+pk+1,n) n>k

dove p(n) e’ il numero di partizioni dell’intero n.

Una partizione di un intero n e’ una tupla non ordinata di numeri positiving > ng > - > ny

t.c. n = mnit+ng+---+ng. Ad esempio, tutte le partizioni di 4 sono: {(4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1)},
inoltre p(4) = | {(4)7 (Sa 1)’ (27 2)a (27 1, 1)3 (1’ 1,1, 1)} ‘ =35.

Proof:

1. Dimostriamo la prima uguaglianza
Consideriamo o € S,, come prodotto di cicli disgiunti. Poiche’ la lunghezza di ogni ciclo €’
< n e poiche’ i cicli sono disgiunti, al massimo la somma delle loro lunghezze €’ n:

g =772k

k
h=>1(v)<n
=1

La differenza n — h puo’ essere pero’ “recuperata” adoperando il ciclo identita’ (x), con z un

qualsiasi elemento di S, senza cosi’ cambiare o:

c=my2... % @)(x)...(x) — Un)+l(y)+ - +llw+1+1+---+1=h+n—-—h=n
R — —_—

n—~h volte n—h volte

Quindi la tupla non ordinata (I(v1),1(v2),---,{(7k), 1 + 1+ --- 4+ 1) e’ una partizione di n. Ma
—_——

n—h volte
per definizione, e’ anche una struttura ciclica. Abbiamo cosi’ mostrato che a ogni struttura

ciclica corrisponde una partizione di n. Analogamente, si vede che vale il viceversa.

2. Dimostriamo p(n) = p(1,n)
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p(k,n) € il numero di partizioni di n formate da elementi tutti > k. Quindi p(1,n) e’ proprio
p(n).
Dimostriamo allora che p(k,n) €’ quanto detto.
Fissiamo k positivo. Possono verificarsi tre casi:
CASE: n < k
In questo caso non esistono partizioni di 7 che hanno un elemento > k. Quindi p(k,n) =0
CASE: n=k
In questo caso esiste una sola partizione di n che ha un elemento > k& = n, ovvero un
elemento = n. Essa €’ proprio la partizione (n). Quindi p(k,n) = 1.
21. n>k
Poiche’ n > k possiamo scrivere: n = (n — k) + k.
A questo punto possiamo esaminare quante partizioni del numero (n—k) esistano che abbiano
elementi tutti > k, cosi’ ad esempio, se (k1,ko,...,k:) € una tale partizione, potremo
scrivere:
n= (ki +ka+---+k)+k (1)

=n—k
Tali partizioni saranno in numero p(k,n — k).
Le partizioni di n di tipo (1), hanno tutte almeno un elemento = k. Allora, poiche’ la
definizione di p(k,n) richiede anche partizioni di n con elementi tutti > k, contiamo tutte
le partizioni di n che hanno elementi tutti > k + 1, ossia p(k + 1, n).
Concludendo: p(k,n) =p(k,n — k) +p(k+ 1,n)
O

Proposition 1.84. Il numero di permutazioni di S, che hanno tutte una prefissata struttura

ciclica (my,mag,...,my) €’:

k i—1
1
Pe(my,ma,...,my) = EHC(mi,n—ij)
i=1 §=0
n!
k —
Ck,n) k(n —k)!
mo =0

Proof:
1. Contiamo intanto quante permutazioni si possono esprimere con un ciclo di lunghezza m.

Consideriamo X = {z1,x2,...,2,}. Possiamo esprimere ogni k-ciclo con una k-upla di ele-
menti di X (cosi’ come abbiamo fatto in precedenza). Vediamo quante sono tutte le possibili
k-uple distinte di elementi di X:

Tutte le disposizioni semplici di k elementi di X

n!

(n—k)!

Pero’, un k-ciclo, a differenza di una tupla ordinata, resta uguale a se stesso anche se lo
trasliamo a sinistra, ad esempio (a, b, ¢) = (b, ¢, a). Tutte le traslazioni a sinistra distinte sono
k.

Quindi, poiche’ le disposizioni semplici considerano anche ’ordine di disposizione degli ele-
menti, cioe’ (a,b,c) # (a,c,b), (a,b,c) # (b,c,a), nel nostro conteggio dobbiamo considerare
una sola volta tutti le k traslazioni di ogni tupla. Quindi, basta dividere per k il numero di

in tuple ordinate di k elementi, sono
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disposizioni semplici, e otteniamo:

C(k n!
n)i=——
(k,m) k(n —k)!
2. Consideriamo anche il prodotto di cicli disgiunti
Siano 11,75, ..., Ty rispettivamente gli insiemi di tutti i cicli di lunghezza mq,mao, ..., mp.

Supponiamo che i cicli di un 7; siano tutti disgiunti dai cicli di un 7}, con i # j.
Quello che dobbiamo fare e’ contare tutti i possibili prodotti del tipo:

tita ... tp

tieT;, i1=1,2,...,h
Scegliamo un m-ciclo come primo fattore. Tutte le possibili scelte sono: C(mq,n).
Adesso scegliamo un ms-ciclo come secondo fattore. Poiche’ i cicli my sono disgiunti da quelli
mso, adesso ogni mo-ciclo che sara’ possibile formare avra’ a disposizione n — m; elementi di
X. Quindi tutte le possibili scelte rimaste di ms cicli sono in numero: C(ms,n — my).
Cosi’ procedendo arriviamo fino all’ultimo fattore my-ciclo. Le possibili scelte per I'ultimo
fattore saranno: C'(mp,n — (mq + -+ mp_1)).

Allora, il numero totale delle scelte possibili e’:
C(my,n)C(mg,n —mq)C(ms,n— (my +ms))...C(mp,n—(m1+---+mp_1))
Considerando pero’ che il prodotto tra cicli disgiunti e’ commutativo, non dobbiamo contare
i prodotti che sono permutazione di altri prodotti, quindi bastera’ dividere per h!:
Pce(my,ma,...,my) =
1

= o7 (C(m1,n)C(mz,n —my)C(ms,n — (m1 +ma))...C(mp,n— (my + -+ mp_1)))

che e’ la tesi.
O

Proposition 1.85.
S =1((1,2),(2,3),(3,4),...,(n—1,n)) =((1,2),(1,2,3,...,n))
Proof: Sia G =((1,2),(2,3),(3,4),...,(n—1,n)). E’ chiaro che GCS,
(1,8),(s,s+1)eG=(1,8)(s,s+1)(1,s) = (1,s+1) € G
quindi, Vs € 2,...,n (1,s) € G
(LT)(LS)(LT) - (7”,8) €eG
quindi, Vs € 2,...,n, Vrel,...,n (r,s) €G
Quindi G contiene tutte le possibili trasposizioni di n elementi. Essendo un gruppo contiene
tutti i loro prodotti, e poiche’ ogni o € S,, €’ prodotto di trasposizioni, si ha G2.,,.
Infine, sia 7 = (1,2,3,...,n). Considerando che 7(z) = x +1, per il thm [1.79,pg.28] (vedi anche
[1.80,pg.29]), si ha
L2 =(1+1424+14) Vi=0,1,...,n—2
= (1,2),(2,3),(3,4),...,(n—1,n) € (1,2),(1,2,3,...,n))
= S’ﬂ = <(17 2)) (273)7 (334), L] (TL - 1) )>g<(]‘ﬂ 2)7 (17 23 37 R n)>gs’n

Proposition 1.86. Sia n > 2, allora
Z(Sn) = {id}

Owvero, il centro di S, e’ banale.
Da qui si capisce perche’ S, non e’ abeliano.
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Proof:
c€Z(S,) evVreS, to=0raV¥reS, tor ' =0 (1)
Se per assurdo, o # id, ovvero 3i € {1,...,n} : o(i) = j, j # i. Scegliendo
T = (z,i), dove x ¢ {i,j} [scelta lecita perche’ n > 2]
abbiamo
Sia o/ = 707!
o =10t e dr=10
o'(r(z)) = 7(0(2)) & o' (i) = 7(o(z))
CASE: o(z) ==z

di)=r1(x)=i#j=>0 #0
assurdo contro la (1)
CASE: o(z) #x
CASE: o(z) =1

@) =7(o@) =) =z £ o' £0
assurdo contro la (1)

CASE: o(x) ¢ {x,i}

7= (x,1)

{a(x) ¢ {x,i}

o(i)=1(0(x))=0(@)#j=>0 #0
assurdo contro la (1)
Tutti questi assurdi derivano dall’aver supposto o # id. Quindi, ¢ = id.

Example 1.87. Studiamo Sj3.

Ss ={(1), (1,2),(2,3),(1,3),(1,2,3),(1,3,2)}

1S5] = 3! = 6

As ={(1),(1,2,3),(1,3,2)}

sl = 35' =3
[1.76,pg.28]

Hy ={(1),(1,2)}

Hy ={(1),(2,3)}

Hy ={(1),(1,3)}

{H S 53} = {{e = (1)}ﬂA3,H13H27H3}

Il diagramma delle inclusioni dei sottogruppi:
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I laterali sinistri di Hy:

/

\\{e}/

|53| =6 = ‘H1|’L'G(H1) :>i(;(H1) =3

Lagrange[1.53,pg.19]

{aH1} s, = {H1,(1,2)Hy, (2,3)Hy, (1,3)Hy, (1,2,3)Hy, (1,3,2)Hy } =
={H1,{(2,3),(2,3)(1,2) = (1,3,2)},{(1,3),(1,3)(1,2) = (1,2,3)}} =
={H1,{(2,3),(1,3,2)},{(1,3),(1,2,3)}}

{Hia},cq, = {H1, H1(1,2), H1(2,3), H1(1,3), H1(1,2,3), H:1(1,3,2)} =
={H1,{(2,3),(1,2)(2,3) = (1,2,3)},{(1,3), (1,2)(1,3) = (1,3,2) }} =
(L {(29),(1,2,8)) . (0,9), (1,3,2)))

{at1},es, # {Hia} 5,

A H, Hj

\

Quindi, questo e’ anche un esempio di laterali destri non coincidenti con laterali sinistri.
1. A3 < S5 €’ normale ed e’ 'unico sottogruppo di ordine 3

S
|As| = % = Az < S3 normale
[1.103,pg.42]
|S3] =3-2, |A3] =3
Az €’ un 3-sottogruppo di Sylow =  As e’ I'unico sott.gruppo di ordine 3
Az ¢’ normale [2.9,pg.88]

Example 1.88. In S, consideriamo

V ={id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}

V', chiamato gruppo Vier, ¢’ il gruppo formato dalle permutazioni di Sy che hanno la struttura
ciclica (——)(——) (con 'aggiunta di id).

V < A, e normale.

V' e’ abeliano.

Proof:
1. Dim. che V < Ay

34



Sia a € V\ {id}
a pari (per la prop [1.74,pg.27]) = a € Ay = V\ {id} CA, = VCA,
Siaa = (1,2)(3,4), b= (1,3)(2,4), ¢ = (1,4)(2,3)
ab = ¢ [si verifica]
o(a) = o(b) = o(c) = mem(2,2) =2
[1.69,pg.25]
=>ad’=e, a=a', ¥ =e b=0b""
(ab)’=c? =e < abab=e < ab=(ab) ' =b"'a"' =ba

{Zfa)iao(b) _y (a,b) = {a’V’ | i,j =0,1} =

={a"’ =id, a't’ = a, a”b' =b, a'b! =ab=c} = {id,a,b,c} =V
Quindi V' €’ un gruppo contenuto in A,
2. Dim che V €’ normale in Ay
Usiamo la caratterizzazione [1.104,pg.42]
SiaaeV, ge Ay

sc (gag_l) = sc(a) =(—=)(——) = gag teV
[1.79,pg.28]
3. V ¢’ abeliano

V| =22 = V abeliano
-~
[2.6,pg.81]

Lemma 1.89.

1. 0 € A \{id}, n>3= 0 e’ prodotto di 3-cicli

2. n>5, 01,09 3-cicli di S, = 01,02 sono coniugati in A,, ovvero Jo € A, : 01 = 0020+

Proof:
1. Dim 1.

o€ A \id = o0 =711, 7; trasposizione (x)
Se n = 3, consideriamo a, b, ¢ € [1,2,n = 3] distinti tra loro. Se n > 3, consideriamo a, b, ¢,d €
{1,...,n} distinti tra loro. Abbiamo i seguenti casi:
7:Tiv1 = (a,b)(a,c) = (a,¢,b)
TiTi+1 = (a,b)(a,b) =id
TiTir1 = (a,b)(c,d) = (a,¢,b)(c,d,a)) [questo nel caso n > 3]

Quindi sostituendo a due a due le trasposizioni in (%) otteniamo solo il prodotto di tre cicli.
Nota: se n = 2, allora |As| = @ = 1= A; = {id} e quindi non possiamo considerare
o€ Ap\id.

2. Dim 2.
Siano
o1 = (a,b,¢), oo =1(d,e,f)
T€S,: T7(a)=d, 7(b)=e, T7(c)=f

35



Per il thm [1.79,pg.28] (vedi anche [1.80,pg.29]), abbiamo

09 = TO1T
se T ¢’ pari, allora la tesi ¢ vera. Supponiamo 7 dispari. Poiche’ n > 5, possiamo trovare
g,h € {1,...,n} distinti tra loro e da a,b, ¢, allora prendendo la permutazione 7" = (g, h)7,

abbiamo (sempre per il thm [1.79,pg.28])
oy =T oo

7 pari = 7 € A,

Definition 1.90. Sia G un gruppo.

G e’ semplice &f gli unici sottogruppi normali sono {e},G
Proposition 1.91. A, e’ semplice Yn > 5

Proof: Supponiamo per assurdo che

JH < A, normale, {e} C H C A,
PROOF SKETCH:Troveremo un 3-ciclo o € H. Poiche’ tutti i 3-cicli sono coniugati in A,, (lemma
[1.89,pg.35]) avremo che H = A,.

Sia 0 € H\ {e} 'elemento che fissa il maggior numero di elementi, ovvero,
Fix : S, — P(Sn)

Fix(s) ={i e {1,...,n} | s(i) =14}
|Fix(0)| = max {|Fix(h)| | h € H\ {e}}
1. o €’ un 3-ciclo
Scriviamo o come prodotto di cicli disgiunti:
g =01...0¢
Supponiamo per assurdo che ¢ non sia un 3-ciclo, allora abbiamo i seguenti casi:
1. 305 : (o) > 3.
Abbiamo i seguenti sottocasi:
a.o =, l(v) > 3, anzi sappiamo che
c€A,=ovpari =1(y)#4=1(y)>5
Quindi, o €’ un ciclo del tipo
o= (a1, ...,a5,...,)
dove gli a; sono distinti fra loro.
b.o =01 ...04 con almeno un o; di lunghezza > 3 e un altro o; # id. Quindi, o €’ del tipo
o=00; = (a1,a2,a3,..., )(as,a5,...,)...
2.1(s;) <2 Vi=1,...,t. Quindi, escludendo gli s; di lunghezza 1 (le identita’), o €’ del tipo
0 =T|Te...Tr, T; permutazione
cFe=r>1
inoltre,
ceA,=r=2k k>1
ovvero
o= (a1,a2)(as,aq) ...
Poiche’ n > 5, possiamo considerare un as distinto da aq,...,aq4.
In ogni caso, possiamo considerare il ciclo pari
B = (as,as,a5) € Ay
abbiamo
H normale in A, = Bof~te H = poflolecH
~N ——

H gruppo v
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1.1. v #id
Distinguiamo i due casi:

1.
o= (a,...,a5,...,)Vo=_(ar,a2,as,..., )(as,a5,...,)... (%)
v(as) = B~ 0" (as) = BoB ™ (az) = Bo(az) = Blas) = aa
*)
v(as) = a4, a3z #aqg =y #id
2.

o= (a1,a2)(as,aq) ...
Y(az) = Bo~ o™ az) = Bo ™ (as) = Bo(az) = Blas) = as
v(az) = as, az #as =7y #id
1.2. |Fix(v)| > |Fix(o)]
Distinguiamo i due casi:
1. Per costruzione di 8 abbiamo
Fix(o)CFix(5)
infatti,
o= (a1,...,a5,...,)Vo=_(ar,a2,as3,..., )(asg,a5,...,)... (%)
o(a;) =a; = a; ¢ {as,as,a5} = B(a;) = a;
inoltre, per qualsiasi permutazione 7, si ha
Fix(7~!) = Fix(7), infatti
7(a;) = a; < a; = 7 (a;)
quindi,
Fix(0)CFix(8) = Fix(0) = Fix(0)NFix(8)CFix(Bof o) = Fix(y)
Fix(o)CFix(y)
Dimostriamo che 'inclusione e’ stretta:
V(az) = foB~ o™ az) = BB~ (a1) = Bo(ar) = Blas) = az = as € Fix(7)
o(ag) = az = as ¢ Fix(o)

o= (a1,a2)(as,aq) ...
ola;) =a; = a; ¢ {as, a4}
= Fix(o)\ {as} CFix(8)
B=(as,a4,as)
Fi(0)\, {as } = Fix(0)\, {as } (Fi(8)CFix()
Quindi, se a5 € Fix(o) oppure no, si ha
[Fix(o)| — 1 < [Fix(y)[ V [Fix(o)| < [Fix(7)]
In ogni caso, v fissa due elementi in piu’ di o:
Y(a1) = a1, y(az) = a2
o(a1) = az, o(az) = a1
quindi
Fix(o)\ {as} CFix(8)\ {a1, a2} = [Fix(0)| — 1 < [Fix(7)[ - 2V [Fix(0)| < [Fix(7)[ - 2 =
= |Fix(0)| < |Fix(y)]
I1 1.1 e 1.2 sono in constrasto con la massimalita’ di |Fix(o)|. Abbiamo cosi’ trovato assurdo.
Quindi o €’ un 3-ciclo.
2. Q.E.D.
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Sia ¢’ un 3-ciclo di S,

0,0 3cicli,n>5 = Ja€A,: o =aca! € H
~—— ~—
[1.89,pg.35] H<A,, normale

= Tutti i tre cicli sono in H [e quindi anche i loro prodotti] =  A,CH
[1.89,pg.35]

A,.CH

H<A,
E questo e’ assurdo.

= A,=H

1.4 Gruppi diedrali

Definition 1.92. Il gruppo diedrale D,, e’ un gruppo di trasformazioni, ovvero un sottogruppo
di (S(X), o), dove X €’ un poligono regolare di n lati.

A A /_A E
B [—— B
Q Q BOE _)AQD
S D c A s

B c

Proposition 1.93.

|Dy| = 2n
Proof:
I possibili elementi di D,, sono le rotazioni del poligono per angoli di
2m
Ty = —k

n
R = {Tk | k‘:0,2,...,n—1}
e i ribaltamenti lungo gli assi e le bisettrici del poligono:
n pari, n = 2k
S = {k ribaltamenti lungo gli assi e altri k ribaltamenti lungo le bisettrici}
n dispari : le bisettrici coincidono con gli assi
S = { ribaltamenti lungo le n bisettrici}
S| =mn
Quindi, in totale |D,,| = 2n.
Nota: r, =rg=e

Proposition 1.94.

D'VL S STL
n=3<D,=5,
Proof:
Possiamo associare a ogni elemento di D,, la relativa permutazione di vertici. In questo modo,

ogni d € D,, puo’ essere pensato come un o € S,,. Quindi D, CS,,. Non vale sempre il viceversa

perche’:
|Dy| = 2n, [S,]=n!

n=nlsn=3
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Poiche’ D,, € un gruppo con la medesima operazione di S,, ed e’ un sottoinsieme di .S, per
definizione D,, < S,,.

Nel caso di n = 3 (il triangolo), scrivendo i vertici in senso antiorario abbiamo:
ry<— (1,2,3)
ro +— (1,3,2)
rg =e+— (1)
s1¢— (2,3)
s2 +— (1,3)
sg < (1,2)

dove s; €’ il ribaltamento secondo la bisettrice dell’angolo al vertice 1.

O
Proposition 1.95. Sia r =11, e s un qualsiasi ribaltamento, allora
R<D,, R={r)
A
o(r®) = 7(]6’”)
o(s) =2
Proof:
Chiaramente si ha che
roro...or =r* =ry
E quindi
R={rp|k=0,1,....n—1}={r* | k=0,1,...,n— 1} = (r)
R<D,
Allora, per il thm [1.44,pg.15], si ha
o) = 77
(k,n)
O

Lemma 1.96. In D,

sr=r""ts=r"1g

S; = TS;—1T
si=1r's;_;r’ VjeN
Dove r =1y e s e’ un qualsiasi ribaltamento.

Proof:
Alla rotazione r associamo la permutazione (1,2,...,n)
Al ribaltamento s; possiamo associare:

n=2k+2 n pari

{nz?k—i—l n dispari

si—= (L, +1Li—-1)E+2,1—2)...(i+(k—=1),i— (k—1)(@E+ k,i — k)
dove le addizioni si intendo in Z,,

quindi se come s scegliamo s, abbiamo:
s—=(2,n)3,n—-1)...(kkn—k+2)(k+1,n—k+1)
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Calcoliamo la coniugata 7’ di r secondo s usando il thm [1.79,pg.28] (vedi es. [1.80,pg.29]):

P =srst=(1,n,n—1,...,2)
OVVero
= T71
quindi
rl=srsTt e sr=rts=1""1s

Nota: r=! =r"~! perche’ r € R = (r) e per il cor [1.36,pg.12].

In generale abbiamo:
s (i+1,i—1)(i+2,0—2).. (i+k—10—(k—1)(i+ki—Fk)
si+1)=i—-1, ...,8(i+k)=i—k,s(i+(k+1)=i—(k+1),...

sirsg L =(i—1,4—2,...,0i—ki—(k+1),...,9)=7r""

sir =r""ls;

Nota, poiche’ : i — (k+1) =i+ k, i — (k+2) =i+ (k— 1) Calcoliamo la coniugata di s;
secondo r:
rsir=(14+2,9)(i+3,i—1)...(i+ki—(k—=2)i+k+1,i—(k—1)) =811
Si+1 = T's;T
dove i 41 e’ in Zy,
allora, adoperando 'ultima relazione trovata:
S; = TrS;—1Tr
Si—1 = TS;—2T

S; = 7“282‘,27“2
e per induzione
si=1r's;_;r’ VjeN

Theorem 1.97.
D, = (r,s) = {risj |i=0,1,...,n—1, j=0,1}
dove s e’ un qualsiasi ribaltamento.

Proof:
1. Dimostriamo D,, = (r, s)
Per definizione (r, s)CD,,. Dimostriamo quindi che D, C(r,s).
Ovviamente, r,s € D,, = r,s € (r,s).
Supponiamo s = s;.
Prendiamo allora s; € Dy,

s; i Tigri T = s; € (r,s)

NP,
lemma[1.96,pg.39]
ora rimangono solo i prodotti tra elementi di D,,:

ris; =riri e T € (r, s)
sjrt =1 g T € (r, 8)
2. Dimostriamo (r, s) = {r’sﬂ |i=0,1,...,n, j =0, 1}
Di certo il secondo insieme sta’ nel primo. Dimostriamo il viceversa.

Per il thm [1.29,pg.10] conosciamo esattamente (r, s):
(rys) = {r“lsblra2sb2 st e b €2 r=1,2,. .., }
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ma poiche’ conosciamo gli ordini di r e s possiamo dire che a; =0,1,2,...,n—1, b, =0,1.

Notiamo che i casi in cui b; = 0, si riducono a prodotti del tipo reirdi+i ... = poitaivr -
quindi possiamo direttamente supporre b; = 1.
Abbiamo:
sr = r~ts (1)
~—
lemma[1.96,pg.39]
rosrP = posppBl = popTlepfTl — pop T2 B2 — L By — oy

= pUgri2gpidg | pirg — pt1=02 gg pa3 | plrg — p01=a2Has | pdrg — pa1—dzFaz—agtetarg
—e
dove abbiamo supposto r dispari, con r pari si avrebbe:

Talfa2+a3*a4+-~+ar_1far8

chiaramente tutte le somme le stiamo facendo in Z,,, perche’ n e’ anche 'ordine di r.
La tesi e’ acquisita.

O
Proposition 1.98. D,,, con n > 2 non e’ abeliano.
Proof: si ha
sr = rls
~—
lemma[l1.96,pg.39]
mar#rtsen>2 O
Proposition 1.99.
e n dispari
20, = {1 ’

{e,r%} n pari

Proof:
1. Scelto 0 < ¢ < n, dimostriamo che
srt=r'sert=r2
Siai € {1,...,n— 1}, 4 ' 4
srt = srriTt = rilgttl=p 2yt = =l
~—
[1.96,pg.39]
sri=riseris=riseri=re —i=i Z,2=07,<2=\n
0<i<nel<2i<2nel<n<2ne0<A<2e =1
) .on
2i=n=n&i= 3
st =riseri=ri (1)
2. Q.E.D.

Per il thm vedi [1.97,pg.40], tutti gli elementi di D,, sono del tipo s/r’, con j = 0,1 e i =
0,1,...,n—1.

Vediamo quali possono stare in Z(D,,):
1. s non puo’ starci: come visto nel passo precente
n . .
175§:>8T175TZ82>8¢Z
2. sr® non puo’ starci: 4 L L . L
srte Z & (sr)(s'rt ) = (s7r")(sr') V' r* € D,
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Scegliamo j' = 0,
V(I i\ — (ot i it i i
(sr) (7 r") = (s 1" )(sr') & sr rtsrt & srt =r'ts
§'=0
e come abbiamo gia’ visto
n .7 .7
i'7é§:>srz #r's
3. Gli ultimi elementi da considerare sono quelli del tipo ’I"h
rh e Z o rh(sirt) = (') Vsirt € D, (2)
E’ chiaro che se scegliamo j = 0, allora la (2) e’ verificata. Sia allora j =1,
, . n
rh(srt) = (sr')r" < rhs = sr & h = 5
Quindi 7% €’ I'unico elemento di tipo 7" che commuta con tutti gli altri.

In definitiva, I'unico elemento che commuta con tutti gli altri €’
re
se n e’ dispari, tale elemento non esiste.
Appena commutano s, r?, commutano tutti gli altri elementi, dato che sono del tipo r’s", con

i=0,1,...,n—1, h=0,1. (vedi [1.97,pg.40]). O

1.5 Sottogruppi normali
Definition 1.100. Dato (G, )

H <G é€ normale & aH = Ha Ya e G

Example 1.101. Z(G) ¢’ un sottogruppo normale di G (vedi [1.24,pg.8])

Proposition 1.102. Se G e’ abeliano, ogni suo sottogruppo e’ normale.

Proposition 1.103.

H<QG, |H|l= @ = H normale

Proof:
G| .
|H| = — = ic(H)=2 = H normale
2 ~—~ ~—
Lagrange[1.53,pg.19] prop[1.51,pg.19]

O

Proposition 1.104. caratterizzazione dei sottogruppi normali: dato H < G, le sequenti con-
dizioni sono equivalenti:

1. H e’ normale
2. aha ' € H Yae G Yhe H
3. aHa ' =HVac G
dove aHa™' e’ il gruppo coniugato di H, ovvero e’ il sequente gruppo: aHa ' = {aha_1 | h e H}

4. H e’ unione di classi di coniugazione

Proof:
1. Dim 2.
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1.1. Dim =
Siaa € G, h € H. Per Hp aH = Ha.

ah €aH =Ha=ah=ha<aha ' =he H
1.2. Dim <«
1.2.1. Dim aHCHa

ah € aH
aha™ € Headha '=h<eah=hae Ha= ah e Ha
—~
[per Hp]
aHCHa
1.2.2. Dim aHDOHa
ha € Ha
a'ha € Heaha=h< ha=aheaH
—~—
[per Hp]
HaCaH
2. Dim 3.
2.1. Dim =

H normale = aha ' € HVYa € GVh € H = aHa 'CH

b=a !
h e H normale =bhb e Hebhb =W oh=b"'"Wb=aha ' €aHa!
= HCaHa "
2.2. Dim <

Preso un qualsiasi a € G
aHa ' =H=VYhec H aha ' € H
e quindi H e’ normale.
3. Dim 4.
Basta usare la prop. [1.182,pg.78]

Proposition 1.105. Sia J, K < G,
H < K normale = HNJ < KNJ normale
Proof:

Siaa € HNJ, be KNJ
aeH, beK = bab~t e H
~~
H<K normale, [1.104,pg.42]
abeJ = bab 'elJ
~~~
J gruppo

= bab~' € HNJ
Quindi per la prop [1.104,pg.42] si ha la tesi.
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Proposition 1.106.

H < G ¢’ normale = la relazione d’equiv =(H), e’ compatibile col prodotto, ovvero

a=b (H) -
{czd (H) = ac=bd (H)

dove =(H) e’ la relazione modulo H definita in [1./8,pg.18], che in questo caso coincide sia con
=, che con =4.

Proof:

c=d (H) cH =dH c=dh
hd € Hd = dH < hd = dhs
(1) & ac = bdhyh € bdH < acH = bdH < ac=bd (H)

{a_b (H) o {aH—bH o {a—bh = ac = bhdh (1)

Proposition 1.107. Dato (G, )
~ e’ una rel. d’equiv. su G compatibile col prodotto = A'H < G normale t.c. ~ coincide con =(H)

Proof:
Per Hp presi a,b,¢c,d € G
arb = ac ~ bd
C ~
Consideriamo la classe d’equiv. di e secondo ~:
H=le]={aeG|a~e}
0.1. H e’ un sottogruppo di G

l.e~e=>ecH

an~e
2. a,be H& = ab~e<sabe H
bNe S~~~
Hp
a~e
3 1 1 sa '~atese~alesatlvesaleH

0.2. Dim H e’ normale
Utilizziamo la caratterizzazione [1.104,pg.42]. Siaa € G, h € H.

heHeh~e = ah~a=aha ' ~es aha ' € H
—~

Hp
(Nota ®)
0.3. Dim ==~

5 Abbiamo scritto direttamente h ~ e = ah ~ a perche’

h ~
{ € = ah~a

a~a
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Quello che dobbiamo dimostrare e’:
a~bsa=b (H) < aH =bH
allora,
a~besab ' vesab ' cHeab ! =hea=b (H)
0.4. Dim che H e’ unico
Prendiamo un altro J < G normale t.c. ~ coincide con =(J).

acJsa=e (J)oa~esac€eH

J=H
O

Proposition 1.108. |G| =n

m/n

= H e’ normale

IH<G: |H=m
Nota: il viceversa vale solo se H e’ un sottogruppo di Sylow normale (vedi [2.9,p9.88])
Proof: Sia a € G. Consideriamo il coniugato aHa ™!, e’ facile vedere® che |H| = |aHa™!|, e

quindi
|H|/n = |aHa*1|/n
ma per Hp esiste un solo sottogruppo di ordine |H| che divide n, quindi si deve necessariamente
avere:
H=aHa!
Per larbitrarieta’ di a e per la prop [1.104,pg.42] si ha la tesi.

Proposition 1.109.

H, K < G normali

HNK = {e} = ab = ba
a€eH beK
Proof:
Consideriamo aba~'b~! € G. Questo elemento si chiama commutatore .
be K
= aba ' € K
K normale ~
[1.104,pg.42]

bleK=aba b 'eK
{aGH@al €H

=ba b leH
H normale

a€H=aba 'b"' € H
aba bt € HNK = {e} = aba 'b"' =e < ab=ba

6basta usare la seguente applicazione biettiva:
f:H —aHa™ !
f(h) = aha™?!
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Example 1.110. A4,, < S, € un sottogruppo normale. (Per la def di A, vedi [1.75,pg.28])

Proof: g
|An| = [ = A,, normale
— 2 —
prop [1.76,pg.28] prop [1.103,pg.42]
O
1.6 Gruppo quoziente
Definition 1.111. Dato il gruppo (G, -) sia H < G normale.
G/H ={aH} .
si chiama gruppo quoziente di G rispetto al sottogruppo normale H.
Si tratta dell’insieme quoziente di G rispetto alla relazione d’equivalenza modulo H.
Proposition 1.112.
(G/H,")
e’ un gruppo, dove - e’ l’operazione definita nel sequente modo:
aH -bH = abH
Proof:
1. Prima di tutto dimostriamo che - ¢’ ben posta
Prendiamo aH = a’H, bH = b'H. Proviamo che o’ HVH = a HbH .
H=dH <& a=d (H
= a=a’ (H) =  ab=dV (H)< abH =dV'H
bH =0 H < b=b (H) ~
prop[1.106,pg.43]
2. Dimostriamo che G/H €’ un gruppo
2.1. - €’ associativa
Lo €’ perche’ - del gruppo G e’ associativa.
22. e=eH=H
Infatti,
aHeH =eHaH = aeH = eaH = aH
2.3. (aH) " =a'H
Infatti,
aHo 'H =eH = a 'HaH
O

Example 1.113. Consideriamo (Z,+). Esso e’ un gruppo ciclico generato da —1 o da 1. Poiche’
e’ ciclico, e’ anche abeliano (prop [1.40,pg.13]). Poiche’ €’ ciclico, ogni suo sottogruppo e’ ciclico

Consideriamo allora H = (n) = nZ

Esso e’ ciclico e quindi abeliano e quindi normale.
Possiamo allora costruire il gruppo quoziente:

Z/nZ ={a+nZ|a€Z}=12Z,
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Quindi (Z,,+), con operazione definita in [1.112,pg.46], ¢’ un gruppo! Il suo ordine e’ n.
Ly, € ciclico: Zy, = (14 nZ) = (1), dove con 1 indichiamo la classe di resto di 1.

Allora, per il cor [1.45,pg.16], i suoi generatori sono del tipo m + nZ = m con (m,n) = 1.
Consideriamo 8Z.

I suoi generatori sono:

1,3,5,7
I suoi sottogruppi avranno ordine:
1,2,4,8
essi sono
{0+ 82} = {[0]s}
{[0]s, [4]s}
{[0]s, [2]s, [4]s, [6]s}
Ls
Proposition 1.114. Dato G finito e H < G normale, allora
‘E‘ _ ¢l
HI  |H|
Proof: Per il thm di Lagrange (vedi [1.53,pg.19]),
|G| = |Hlic(H)
Poiche’ H e’ normale, per definizione di ig(), abbiamo
io(H) = | 5|
ST H
quindi
G
1=
Gl =141

Proposition 1.115. Dato G qualsiasi, H, K < G : HCK, H normale in G, si ha

K G
K normale in G & T normale in —

Proof:
1. Dim. =
. G
H normale in G = 7 8ruppo (*)
K
H)(kH)(gH) ™' = gkg 'H &
(gH)(kH)(gH) " = _gkg € 5
(%) K normale in G
1. Dim. <«
Consideriamo la seguente composizione di surriezioni naturali:
G T Q T2 G/H
H K/H
Si ha:
K K K
ker g o = g€G|(7rgo7r1)(g):K/H<ﬁ>(gH)E E@gHGE:{kH\kEK} SgeKp =

=GNK =K
Quindi, K = kermy o 71 €’ normale in G.
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1.7 Gruppo prodotto
Definition 1.116. HK = {hk |h € H, k€ K}

Proposition 1.117. Siano H, K < G
HK <G& HK = (HUK)

Proof:
1. Dim =

HK<G=ecH eckK
Poiche’ ek,he ¢ HK, HCHK, KCHK, ovvero HUKCHK.
Inoltre, HK ¢’ il piu’ piccolo sottogruppo contente HUK, infatti, supponiamo che 3J < G :
HUKCJ.
Prendiamo hk € HK.
he HCJ
ke KC = hkeJ

J sottogruppo
quindi HKCJ
2. Dim <
Per definizione

(HUK) <G
quindi HK < G.
O
Proposition 1.118. Dati HL K < G
HK <G& HK = KH
Proof:
1. Dim =
1.1. Dim HKCKH
hke HK <G = 3(hk) " = hiky € HK
hk = (hik1) " =k ‘'hy ' e KH
1.2. Dim HKDKH
kh e KH
kh= (k"Y' € HK
€HK HK<G
2. Dim <
Presi hk, hiky € HK dimostriamo che hk(hik)™' € HK,
hk(hiky) ™" = hkky " *hy ™t =
hkk, ' € HK = KH = hkk, " = koho
= kghghl_l €ce KH=HK = k2h2h1_1 = hgks € HK
hk(hiky) ™" = hgks € HK
O
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Proposition 1.119. Siano H, K <G

H normale V K normale = HK <G
H, K normali = HK < G normale

Proof:
1. Supponiamo che solo H sia normale

H normale = HK = KH = HK <{d
—~

prop.[1.118,pg.48]
2. Supponiamo che H, K siano normali
Usiamo la caratterizzazione dei gruppi normali [1.104,pg.42],
hke HK, ae G

ahka™ = aha 'aka ' € HK

€H €K
Nota: aha=! € H perche’ H ¢’ normale.

Proposition 1.120. Dati G gruppo finito, H, K < G sottogruppi, con K normale, si ha

K =1{e} _ ¢_nk
|G| = |H||K]|
Proof:
K normale = HK <@
—~
[1.119,pg.49]
HNK ={e} = |HNK|=1 (%)
H, K <G finiti |H||K|
|HK| = = _|H[|K|=|G]|
K normale ~— |[HNK| ~~
[1.153,pg.63] (%)
HK <@
|HK| = |G| = HK=G
—~
G finito [1.23,pg.8]

Proposition 1.121. Dato G e H, K < G,

= HK
{G &VgeGA(h k)€ HxK : g=hk

HNK = {e}

Proof:
1. Dim =
Per ipotesi
G=HK, HNK = {e}
Sia g € G,
ge G=HK = g=hk
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supponiamo che g = h'k’, allora
hk=hE &k=h"'""K o k' =p'h =a
eK €eH
h'h =e h="H

kk' ™ = k=k
aGK,aGH#aGHﬂK:{e}ia:e@{ © {

2. Dim <
Dall’ipotesi segue subito che G = HK.
2.1. HNK = {e}
Supponiamo che g € HNK, allora
(9,e) € HxK (1)
(e,9) € HxK

geG=3(hk) € HxK : g=hk (2)

geHﬂK:{

{?1)2526):(39 j(h’k):(gve):(e,g):>g:e

1.7.1 Prodotto interno ed esterno

Definition 1.122. Sia dati due gruppi (G, -), (G’, %), allora, definendo 1’operazione

X : GxG'xGxG' — Gx G’
(91, 91) % (92, 95) = (9192, 9193)

(GxG', x) € un gruppo e si chiama prodotto esterno dei gruppi G, G’

Proof:
1. Dim. che (GxXG’, x) €’ un gruppo
1. Prop. associativa:
((a,b)x(c,d))x (', d") = (ac,bd)x (', d") = (acc ,bdd') = (a,b)x (¢, dd") = (a,b)x((c,d)x(c',d"))
2. Elem. neutro: (e,e’)
3. Inverso:
(a,b)x(a" 1,071 = (aa ™, bb7Y) = (e,€') = (a1, b7 ) x(a,b)
quindi,
(a, b)_l = (ailv bil)

Definition 1.123. Sia dato G gruppo, se

HNK = {e}

H, K < G normali tali che
G=HK

allora diremo che G €’ prodotto interno di H, K.

Proposition 1.124.
(GxG',-), il gruppo prodotto esterno di G,G’', e’ prodotto interno di i1(QG),i2(G"), dove i1, iz
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sono i sequenti omomorfismi iniettivi (vedi [1.8,pg.56])

i1 : G — GxG'
i1(g) = (g, €)
is: G — GxG
i2(g') = (e, g")

Inoltre, poiche’ i1,io sono iniettivi, abbiamo
G/ ~ ig (G/)
Proof:

1. i1 € un omomorfismo iniettivo

i1(a)ir(b) = (a,€’)(b, ') = (ab,€’) = i1(ab)
keriy = {g € G |i1(g9) = (e,€') & (g,€') = (e,€') & g=e} = {e} = iy € iniettivo
2. Analogamente per iy

3. i1(G),i2(G") sono normali in Gx G’
Poniamo G = i1(G), G = i2(G). Utilizziamo la caratterizzazione [1.104,pg.42]: preso (¢9,¢’) €

GxG'e (g,€') € @G,
(9.9)(@.€)(9.9) " = (999~
Analogamente per G
4. GxG' = GG

1/ — -
Ldg ') =(g99 ", €¢)eC

GxG' 3 (g,9') = (9,€)(e,¢') € GG’
O

Proposition 1.125. Sia G prodotto interno di H, K, allora gli elementi di H, K commutano
tra loro, ovvero

hk =kh Vh € HVk € K

Proof: Diretta conseguenza della definizione e della prop. [1.109,pg.45] O

Theorem 1.126. Dato il gruppo G prodotto interno di H, K, si ha
G~ HxK

dove Hx K e’ il prodotto esterno di H, K.
In particolare, un isomorfismo e’:

fiHxK — G
f(h,k) = hk

Proof: Dimostriamo che f e’ un isomorfismo.

1. f ¢’ un omomorfismo
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Ricordiamo che grazie alla prop. [1.109,pg.45], gli elementi di H e K commutano fra loro.
F((h k)W K)) = F(hI kK = hi kR
f(h,k)f(h' k') = hkh' k' = hh'kEK
2. f € biettiva
E’ iniettiva:
hk e G
G=HK = A(h,k) e HxK : hk=hk (1)
~~
HNK = {e} prop.[1.121,pg.49]

h="n
— ot NN
fh k)= f(h, k)< hk =1k é{k:k’

E’ surriettivas:

Example 1.127. Consideriamo il gruppo ciclico G = (Zg, +).

G = (1) = G ciclico = G abeliano = VH < G H normale

t/\G|:6 =~ 3H<G: |H =t
~~
[1.42,pg.14]

quindi gli unici sottogruppi non banali di G sono:

HK<G, |[H =3, |K|l=2
H=1{0,2,4}, K ={0,3}

abbiamo:
HNK = {0}
|H||K] _3-2
N T ¢
[1.153,pg.63]

Quindi G €’ un prodotto interno di H, K, e per il thm [1.126,pg.51], si ha
Zﬁ ~ HxK

e inoltre per la prop [1.121,pg.49], ogni g € Zg si puo’ scrivere in modo unico come somma di
un elemento di H e di K: ad esempio, 5 si puo’ scrivere unicamente come 5 = 3 + 2.

1.7.2 Prodotto a piu’ fattori

Definition 1.128. Possiamo estendere per induzione il prodotto esterno tra due gruppi al
prodotto esterno tra ¢ gruppi. Poniamo:

(G1XGax ... xGy, X) def (G1xGox ... XG_1, X)X (G, )
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Si dimostrano tutte le proprieta’ che abbiamo gia’ visto per il prodotto tra due gruppi.
Analogamente si estende la definizione di prodotto interno: dato A ed Hy,..., H, < A normali,

A €’ loro prodotto interno & ge prodotto interno di H; e H1Hy ... H;_1H;1 ... H, Yi=1,2,..

Hiﬂ(HlHQ ce HileH»l PN Ht) = {e} Vi = ]., 2, .t
A=HH,.. H,

©VaecA I(hy,hy,... ) € HixHyx ... xHy: a=]]h

Poiche’ per il thm [1.126,pg.51] sussiste un isomorfismo tra il prodotto interno ed esterno, e
poiche’ per il thm [1.126,pg.51] un prodotto esterno e’ anche un prodotto interno, in seguito, a
volte, non specificheremo se G ¢’ un prodotto interno o esterno.

Proposition 1.129. Sia G = G1xGaXx ... xXGy, allora
|G| < 400 & |Gy < 400 Vi=1,2,...,¢t

E in particolare, se |G| < 400, si ha

t
¢l =TT IGil

i=1
Proposition 1.130. Sia G = G1xGaXx ... xXGy, allora

G e’ abeliano < G; e’ abeliano Yi=1,2,...,t

Proof:
1. Dim. =
Consideriamo gli omomorfismi
G abeliano = ogni sottogruppo abeliano

G; =~ i(G;) <G = Gj abeliano

[1.124,pg.50]
1. Dim. <«

9.9 €G

99 = (91,92, -, 9:) (91, 95, - -~ 91) = (191, - -, 9:91) =, (9191,---,9:9) =99

G; abeliano

Proposition 1.131. Sia G = G1xGoXx ... xGy, allora e’ facile verificare che:
Z(G) = Z(G1)XZ(G2)x ... xZ(Gy)
Proposition 1.132. Sia G = Gy xGoX ... xXGYy, allora preso g = (g1,...,9:) € G
o(g) < +o0 s o0(g;) <400 Vi=1,2,...,¢t
E in particolare, se o(g) < 400, si ha

o(g) = mem(o(g1), 0(g2), - - -, 0(gt))
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Proof:
1. Dim. =
Supponiamo o(g) = n, e sia
m = mem(0(g1),0(g2), - - -, 0(gt))

allora
g =e< (97,95,...,97) = (e1,ea,...,e,) = 0(g;) < +oo Vi=1,2,...,¢
éo(gi)/n Vizl,?,...,tém/n
1. Dim. <«
Per Hp o(g;) < +o0, allora

9" =(91" 93" 9") = )
Logzom / men / m
questo perche’ tra i fattori di m ci sono i multipli di ogni esponente e; tale che g;* = e;
1. Q.E.D.
Allora, appena vale una sola delle condizioni si ha che vale anche 'altra e quindi

Y
m/n

Proposition 1.133. Sia G = G1 xGyX ... xGy, finito, allora

o G; e’ ciclico Yi=1,2,...,t
G e’ ciclico
G = <g> Gi = <gz>
(1Gil,1G;]) = (o(gi),0(g;)) =1 Vi#j
Proof:
1. Dim. =
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G ciclico = ogni sottogruppo e’ ciclico
G; ~1i;(Gj) < G= G € ciclico

9: € Gi = olgi) /1Gi| = olg)) < 1Gil ()

t t
G=lg) =Gl =olg) = memlolgn)olga)..olon) < [[ota) < []IG: = 16
[1.132,pg.53] i=1 () =1 [1.129,pg.53]
t t
< mem(o(g1),0(g2), - 0(ge)) = Ho(gi) = H |Gi| ()
i=1 i=1

t
i=1

t t
Ho(gi) = H |G| = o(g;) = |Gil, infatti,
i=1

i=1
o(g1) < |G
< |G
olea) < |Gl quindi, se per ass. 3h: o(gn) < |G|, moltiplicando membro a membro si ha
o(gt) < |Gyl
t t
HO(gi) < H |G;| assurdo contro (**)
i=1 i=1
o(g:) = |Gi| = Gi = (gs)

1. Dim. <«
Consideriamo g = (91,92, - - -, 9t),
t t
o(g) _=_ mem(o(g1),0(g2),---,0(gt)) = _HO(gi) = H|Gi| = |G|
[1.132,pg.53] (0(g:),0(g5))=1 izj =1 Gi=(g;) =1
o(g) =G| = G ={g)

Proposition 1.134. Considerando (Zy,+), (Zm,+), st ha
(nym) =1 ZpyXly >~ Linm,
e in particolare, l’isomorfismo e’

d’([z]nm) = ([i]m Mm)

Proof:
Do, Lo, sONO ciclici

Zo = (1)
Lo = (1)

& Ly XLy, € ciclico , ZpxZpy, = {(1,1)) & Loy X Loy, =2 Loy,
<~ =~
[1.133,pg.54] [1.150,pg.61]

Per trovare I'isomorfismo ¢, basta vedere I'isom. usato dalla prop. [1.150,pg.61]: prima si definiva
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I’omomorfismo
FiZ— G =((1,1)

FG@) = ([, W) = ([dn, [m)
e poi si usava l'isomorfismo ¢ dato dal thm dell’omomorfismo:
QS : Z/kcrf = Z/an = an — ZnXZm

QS([Z]nm) = f(Z) = ([i]m [Z]m)

Ed ecco che otteniamo il nostro isomorfismo:

O([ilnm) = f (i) = ([iln, [i]m)

Proposition 1.135. Dati G1, Gy gruppi ciclici di ordine n,m,
(n,m) =14 G1xGy e’ ciclico

Proof:
1. Dim. =

Considerando che ogni gruppo ciclico di ordine n e’ isomorfo a Z,, (vedi [1.150,pg.61]),
G~ Zn7 Gy =2y, = G1xGy ~ ZnXZm

(nym) =1= G1XGa = ZLp XL, ~ Lo = G1 XG4 € ciclico

[1.134,pg.55]
1. Dim. <

G1x G4 ciclico = (|G1],]G2]) =1
[1.133,pg.54]

1.8 Omomorfismo tra gruppi
Definition 1.136. Dati due gruppi (G, -), (G', *),
f:G — G’ ¢ un omomorfismo < f(a-b) = f(a)* f(b)

Nota: da ora in poi indicheremo con il solo simbolo - le due operazioni.
Se f €’ iniettiva, si dira’ immersione.
Se f €’ surriettiva, si dira’ epimorfismo.
Se f €’ biettiva, si dira’ isomorfismo.
Definiamo 'insieme di tutti gli omomorfismi da G a G':

Hom(G,G') %' {f:G — G’ omomorfismo}

Proposition 1.137.

1. fley=¢€
2. (f()™ = fla™)

3. f,g9 omomorfismi = fog omomorfismo

dove e e’ lelemento unita’ di G'.
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Proof:

1. Dim 1.
fle) = flee) = f(e)f(e)
(f(e)) " f(e) = (f(e)) " f(e)f(e)
e’ = f(e)

2. Dim 2.

quindi f(a=1) e’ I'inverso di f(a).
3. Dim 3.

fgla-b) = f(g(a-b)) = flg(a) - g(b)) = flg(a)) - f(g(b))

Example 1.138.

f(Z, +) — (Q, +)
f) =241

non e’ un omomorfismo perche’ f(0) =0+ 1 # 0.
Definition 1.139.

kerf = {a € G| fla) = &'}
di sicuro e € ker f.

Proposition 1.140. ker f = {e} < f e’ iniettiva

1. Dim «

Supponiamo per assurdo che a # e, a € ker f, allora
fla)=¢
fle)=¢

assurdo contro 'iniettivita’.

2. Dim =
Sia f(a) = f(b) dimostriamo che a = b

fla) = f&)) s fla)(fb) ‘=€ o flab ) =€ o ab ckerf={e} = ab ' =esa=b
O

Proposition 1.141.

Imf <G

ker f <G

H<G= f(H)<G
H <G = fH)<G

dove f=Y(H') €’ la controimmagine di H'
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1. Dim Im f < G usando la prop [1.21,pg.7]

f(a), f(b) € Im f
F@(f(®) " = flab™") € Imf
2. Dim ker f < G usando la prop [1.21,pg.7]

~
—
Q
M
—
~—"
I
By
~—~
)
S~—
By
~—
SX
L
—
Il
-
—
Q
S~—"
—
-
—
<
S~—"
S~—"
L
I
m\

3. Dim H<G= f(H) <&

f(h1), f(ha) € f(H)
-1 _ —1
f(ha)f(ho)™" = f(hiha™") € f(H)

€H
4. Dim H' <G = f["YH) <G
hi,he € f~YH') & f(h1), f(ho) € H'
H <G = f(h)f(he) ' € H & f(hihy ') € H < hihy ™' € f71(H')

Proposition 1.142. Sia f : G — G’ un omomorfismo,
f surriettivo, H < G normale = f(H) e’ normale

Proof:
Intanto per la prop [1.141,pg.57], f(H) < G’ Usiamo la caratterizzazione dei gruppi normali
[1.104,pg.42]
h'ef(H<3heH: f(hy=1
deG@ = FJaeG: fla)=4d
-~

f surriettiva

a'h'(a)"" = f(a)f(h)f(a)™" = flaha™") € f(H)

Proposition 1.143. Sia f : G — G’ un omomorfismo,
H' < G’ normale = f~*(H') < G normale

Proof:
Usiamo la caratterizzazione dei gruppi normali [1.104,pg.42]
aeqG

he f~'H) < f(h)e H'
fla)f(h)f(a)™! E H & flaha™) € H < aha™' € f~1(H")

H' e’ normale

Corollary 1.144. Sia f: G — G’ omomorfismo.

ker f < G e’ normale
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Proof: Basta considerare H' = {e’} < G’. H’' ¢ ovviamente normale. f~'(H') = ker f. Per la
prop di prima [1.143,pg.58], ker f e’ normale. O

Proposition 1.145. Sia f : G — G’ un omomorfismo e sia g € G, si ha

1. G ciclico = Im f ciclico
2. o(g) < +o0 = o(f(9)) /ol9)

Se f e’ un isomorfismo, f preserva ogni proprieta’ di G e quindi o(f(g)) = o(g).

Proof:
1. Dim 1.

G = (a)
Im f = f(G) = f({a)) = {f(a") | i=0,1,..., } = {f(a)' [ i=0,1,..., } = (f(a))
2. Dim 2.
Sia p = o(g)

f(g") = fle) = e f(9) = e olf(g) /p

Proposition 1.146. Sia G = (g), allora
CaSE: |G| =n

Hom(G, G') = {fh GG | (falg)) =hiVieZ), hed, o(h)/n}
CASE: |G| = 40
Hom(G,G') = {fn: G — G| (ful¢") =h'Vi€eZ), he G}

Dove Hom(G, G") e’ Uinsieme definito in [1.156,pg.56].
In altre parole, quando G e’ ciclico, conosciamo esplicitamente tutti gli omomorfi da G a G'.

Proof:

CASE: |G|=n
Chiamiamo H il secondo insieme.
0.1. Dim Hom(G,G")CH

Sia f € Hom(G, G"), allora, f(g") = f(g)?, e per la prop [1.145,pg.59] si ha

o(f(9)) /olg) = |G| = n
Quindi, ponendo h = f(g),siha f € H
0.2. Dim Hom(G,G")2H
Sia f € H.
0.2.1. Dimostriamo che f e’ una applicazione ben posta, ovvero, poiche’ G €’ ciclico, sappi-
amo che ¢g° = g"**", dobbiamo quindi verificare che f(g) = f(g*T*")

o(h)/n < n = po(h)

FgitAmy = pitAn = pipAn — pi (h"(’”)/\# =

h = f(g")
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0.2.2. Dimostriamo che f e’ un omomorfismo

flg'd’) = fg"™) = W' ='W = f(g") f(9")
Quindi, f € Hom(G,G")
CASE: |G| = 400
Si procede in modo analogo a prima.

Theorem 1.147. Dato un omomorfismo f: G — G', si ha

G/ker f

con f = pom e w(a) = aker f.
Inoltre, ¢ e’ un omomorfismo, ed e’ iniettiva.
Se consideriamo la restrizione del codominio di ¢ alla sua immagine:

p:G/ker f — Imy
abbiamo che ¢ e’ un isomorfismo e quindi
G/ker f ~Imp =1Im f
In particolare,
f surriettiva= Im f = G' = G/ker f ~ G’

Proof:
1. Definiamo ¢

p(aker f) = f(a)
dove aker f ¢ un laterale di G/ker 5. (nota 7)
Questa definizione e’ ben posta, infatti, prendiamo un elemento b € aker f
beaker f < b=ah, he€kerf < f(h)=¢€

f(0) = f(ah) = f(a)@= f(a)

=e’

plbker f) = p(aker f)
2. ¢ € un omomorfismo

Poniamo H = ker f
p(aHOH) = p(abH) = f(ab) = f(a)f(b) = p(aH)p(bH)
3. @ €’ iniettiva

olaH) = p(bH) < f(a) = f(b) & fla)f(b) ' =€ < f(ab') =€ < ab ' ckerf = H
ab"'€Heab™l =he€Hsa=hbe Ha=Hb =  ofl =Hao=Hb=bH & ol =bH

ker f e’ normale

4. Dim f = pom

"Poiche’ come abbiamo visto in [1.144,pg.58], ker f ¢’ normale, G/xer € un gruppo (vedi [1.112,pg.46])

60



pom(a) = p(akerp) = f(a) Va € G
quindi f = gor
5. Dim Im f =Imep

f=¢or = Im f = Im(ypom)
Sia aker f € G/ker f. Poiche’ 7 e’ surriettiva, Ja € G : w(a) = aker f. Allora,

(pom)(a) = plaker f) (1)
E questo vale Yaker f € G/ ker f, quindi Im ¢ C Im(por).
La (1) vale certamente Va € G, quindi Im(pom)C Im¢.

Corollary 1.148. Se G e’ finito, dato f : G — G’ omomorfismo si ha

‘ke(jf‘u{'g'ﬂ

[ Tm £
o equivalentemente
|G| = [ker f||Im f| & ig(ker f) = |Im f|

Corollary 1.149. Dal cor [1.148,pg.61] seque immediatamente che

T £ /1]
Inoltre, se G' e’ finito, per Lagrange, si ha
[T f] /16
Proof: Poiche’ ker f €’ normale, per definizione di i (), abbiamo
ig(ker f) = ‘ ¢
¢  lker f
Per la prop. [1.114,pg.47] abbiamo
} G ‘ _ 4]
ker f|  |ker f]

e per il thm [1.147,pg.60]:

kerf:Imfé’%’:\Imﬂ

quindi la tesi:
ig(ker f) = |Im f]
|G| = |ker f[Im f|

Theorem 1.150. Ogni gruppo ciclico e’ isomorfo a Z,, o a Z.

Sia G = {a) un gruppo ciclico finito, con |G| = n, allora
(G’ ) = (Zm +)
Se invece, G = {(a) e’ un gruppo ciclico infinito, allora

(G7 ) = (Z7 +)
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Proof:
1. Caso 1
Consideriamo il seguente omomorfismo:
fZ—d
1) = a
e’ un omomorfismo:
fliti)=a™" =d'a" = f@)f ()
Vediamo ker f:
ker f={i€Z|a'=e}=nZ
Poiche’ G = (a) = {a®,a',...,a" '}, f €’ certamente surriettivo. Allora per il cor [1.147,pg.60],

anche ¢ e’ surriettiva, e quindi
Z/kerf :Z/nZ :Zn ~G

2. Caso 2
Poiche’ G e’ ciclico infinito, f €’ anche iniettiva: -
ker f={i€Z|a' =e} = {0}

e quindi f €’ un isomorfismo.

Example 1.151.
1
(R/(2W>?+) = (S 3 )
dove S! e’ la sfera unitaria a una dimensione, ovvero la circonferenza unitaria.

Proof:
Consideriamo il seguente omomorfismo:

f:R,+) — (C,)
f(0) =cosf+isinfd
0.1. f € un omomorfismo

fO+0)=cos(0+0")+isin(@+0') = cosOcost —sinfsint’ + i(cosfsinb + sinfcosd’)
F(O)f(0") = (cos® +isinf)(cos @ +isinf) = cosfcosh —sinfsint’ + i(cosfsin @ + sinf cos ')
fO+0) = f(0)f(0)
0.2. f non €’ surriettiva, ne’ iniettiva
142 €C, 1+2 ¢ Imf

£(6) = £(0+27)
0.3. Troviamo il ker f

ker f={0cR| f()=1=14+i0% cosf =1,sinf =0} ={2hn | h € Z} = (27)
0.4. Usiamo il thm dell’omomorfismo ([1.147,pg.60])

Sappiamo che
G/ker f ~1Im f

e quindi nel nostro caso
R/ (2ry = Im f

Im f e’ proprio S!
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Theorem 1.152. teorema dell’isomorfismo 1.

Dati H K <@,
HK
K le i ~ —
normale in G = TNk %
Proof:
HK <G

HK<G
K normale in G ~~
prop[1.119,pg.49]

= K < HK, normale (1)

KCHK <@
K normale in G

per la (1) possiamo considerare il gruppo quoziente

Consideriamo la seguente composizione di funzioni:
% ™ HK
H HK e
dove

i(h) = he
e m e la surriezione naturale. Chiaramente sono tutti e due omomorfismi.
Sia ¢ = i,
p(h) = mi(h) = w(he) = heK = hK

1. ¢ €’ un omomorfismo perche’ composizione di omomorfismi

2. @ €’ surriettiva
Se prendiamo un hkK € %7
hkK = hK
quindi bastera’ prendere h:
p(h) = hK = hkK
3. kerp = HNK

kerp={he H|ph)=K o hK =K & he K} = HNK
Allora, per il cor [1.147,pg.60]

H) _HK _ H _HK
ker /= Tp¢ HNK K

Corollary 1.153. Dati H, K < G finiti®, con K normale, si ha

H||K
|[HNK|
Proof: Per il thm [1.152,pg.63], si ha
HKE H HE H \HK|  |H]| |H||K]|
i A M A R
K T HAK Hhk| < K[ T |HNK] |HNK]|
[1.114,pg.47]

Corollary 1.154. Dati H, K < G, con K normale in G, si ha:

Y e’ surriettiva < G=HK

8@ non e’ necessariamente finito
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dove

G
z/J.H—>E

$(h) = hK

Proof: Dimostreremo solo il caso in cui |G| €’ finito.
E’ facile verificare che ¢ €’ un omomorfismo.

1. Dim. =
kervy = HNK
H G H G |H| K|
~ — —~ — = HK| =
vsur 2 e KT HR TR N k| ¢ & HEI=1G]
[1.147,pg.60] Lagrange [1.53,pg.19] [1.153,pg.63]
HKC
cC =HK=G
HK| =G|
1. Dim. <
G HK H
=HK = — =— ~ = ~1I
¢ KT K S HAR  kep oY
[1.152,pg.63]
O
Theorem 1.155. dell’isomorfismo II.
Dati H, K < G, entrambi normali,
G/H @G
HCK — ~ —
=NTKHTK
Proof:
HCK
H < G normale = H < K normale rispetto a K
K <G
Poiche’ H e’ normale in GG, e quindi anche in K, ha senso considerare
K G
H H
Poiche’” K < G e’ normale, ha senso considerare
G
K
Inoltre, per la prop [1.115,pg.47], ha senso considerare
G/H
K/H
Sia
G _, G
PHTK
p(aH) = aK

0.1. @ €’ ben posta e surriettiva ed ¢’ un omomorfismo
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beaH & b=ah
p(bH) =bK =ahK = aK = p(aH)
HCK

p(bH) = ¢(aH)
E’ immediato verificare che ¢ e’ surriettiva ed ¢’ un omomorfismo.
0.2. kero = K/H

K
kergp:{gH\gK:K@gEK}:ﬁ
0.3. Usiamo il cor [1.147,pg.60] su ¢
G/H G o G/H G
kerop K  K/H K

Proposition 1.156. Nelle ipotesi del teorema precedente ([1.155,pg.64]), considerando
i @
- > _ >
X %

con

==

TIQ
[0}

{e}

ale)=H

G
BaK) =e YaK € X

si ha che in ogni posto della sequenza, l'immagine dell’omomorfismo precedente e’ uguale al
nucleo dell’omomorfismo successivo.

Si suole dire che questa e’ una sequenza esatta corta di 4 omomorfismi.

Questo tipo di sequenze viene studiato in algebra omologica.

Theorem 1.157. teorema di corrispondenza.
Dato l’omomorfismo ¢ : G — G’, surriettivo, si ha

[{H <G|[H2kerp}|=[{H <G'}|
La biezione f tra i due insiemi e’ indotta da o stessa:

f:M—N
fH) = o(H)

dove M, N sono i due insiems.

Proof: Poniamo
M ={H <G| HDkery}
N={H <G}

1. Dobbiamo far vedere che esiste una funzione biettiva tra M, N
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Consideriamo
f:M—N
f(H) = ¢(H)
g:N—M
g(H') = ¢~ H(H')
Bastera’ dimostrare che
fog =idn
gof =idy
in questo modo, f, g saranno biettive e 'una 'inversa dell’altra.
1.1. Dim fog =idy
1.1.1. g(H") = ¢ *(H")Dker ¢

Infatti,
hekerg = ¢(h)=e € H = ¢h)e H =hecop Y(H)
H’ €’ un gruppo
o '(H)Dkerp = ¢ '(H)e M
fog(H') = p(¢™ ' (H"))
.. -1 AN 2 2
¢ surriettiva = ol (H)=H
prop. delle funzioni[AI,2.1.3,pg.9]
Quindi

fog =idn
1.2. Dim gof = idy,
Prendiamo un H € M ovvero H < G: HDkery
gof(H) = ¢~ (p(H))
1.2.1. Dim ¢ Y (p(H)) = H
1.2.1.1. Dim C
Sia h € ¢~ (p(H)), ovvero
¢(h) € (H) < ¢(h) = ¢(h)
H<G = o(H) <G

~—
[1.141,pg.57]

w(h),w(ﬁ) © SD(H) \—1 e -1, e’
{Sp(h) = ¢(h) = p(h)ph) ' =€ < phh )=

ohh ekerpohh ' =kekeroCH=hh =W eHoh=h h cH=>hecH
—~—
€H €H
1.2.1.2. Dim D
Sia he H

o(h) € o(H) & h € ¢~ (o(H)) -

Corollary 1.158. Se consideriamo solo i sottogruppi normali di G e G', il thm di corrispondenza
vale ancora, ovvero

[{H' < G normale }|=|{H < G normale | HDker ¢}

Proof:
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Se consideriamo la stessa funzione biettiva f vista nella dimostrazione del thm di corrispon-
denza [1.157,pg.65], avremo

H normale <@

=
(p surriettiva ~
prop.[1.142,pg.58]

H' < G' normale = ¢ '(H) = f~'(H) normale

prop.[1.143,pg.58]
Quindi f €’ la funzione biettiva cercata.

©(H) = f(H) normale

Example 1.159. Se |G’| = p, dove p primo,

|G'| = p primo & (H<G=H={e} VH =G") & N=1{{e},G}
[1.55,pg.20]

Allora, per il thm di corrispondenza [1.157,pg.65],

|[M|=|N|=2= M = {ker p, G}

1.8.1 Teorema di Cayley
Theorem 1.160. teorema di Cayley.

f : G — S(G) immersione

Un’immersione e’ un omomorfismo iniettivo.
Equivalentemente, possiamo dire che f: G — Im f e’ un isomorfismo, con Im f < S(G).
Inoltre, una tale immersione e’

fla) =T,
T.(z) = ax

T, si chiama traslazione sinistra tramite a.

Proof:
1. Consideriamo una sequenza di tutti gli elementi di G. E’ possibile permutarla?
Per permutare la sequenza e ottenerne una nuova, basta moltiplicare tutti i suoi elementi per
uno stesso elemento a € G: preso a € G costruiamo la seguente funzione
T,:G— G
T.(z) = ax
T, € una permutazione, ovvero T, € S(G), infatti,
1.1. T, ¢’ iniettiva

To(z) =To(y) ©ar=ay e x=y
1.2. T, €’ surriettiva
Preso x € G, la sua controimmagine ¢’ ¢~ 'z, infatti,
T, '2)=aa 'z =2
2. Quindi, per ogni elemento a € G nasce una permutazione T, € S(G). Questa associazione e’
I’omomorfismo cercato.
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Consideriamo la seguente funzione

f:G— S(G)
f(a) =T,
2.1. f € un omeomorfismo
flab) =Ty
Tup(x) = (ab)x = a(bz) = aTp(z) = T (Tp(z)) = TyoTy(z) Ve € G
Top = TyoTy

2.2. f € iniettiva

fla)=f(b) T, =T, = Tu(e) =Tp(e) ©ae=be S a=1D>

Example 1.161. Sia |G| = 8, allora

G L5 8(G) ~ S

Theorem 1.162. teorema di Cayley generalizzato.
Sia (G, ) un gruppo. Preso un H < G, sia G/sH = {aH} . l'insieme quoziente su G indotto
dalla relazione d’equivalenza =4(H) (vedi [1.48,pg.18]). Allora,

af : G — S(G/sH) omomorfismo
Valgono inoltre le sequenti proprieta’:
1. f potrebbe non essere iniettivo.
2. K =ker fCH
3. K e’ il piu’ grande sottogruppo normale in G, contenuto in H:

NCH normale in G = NCK

4. kerf={ae€G|VreG axH =zH}

Proof:
La dimostrazione e’ simile a quella del thm [1.160,pg.67].
Intanto, per comodita’ poniamo M = G/;H. Sia
T,: M — M
To(zH) = axH
0.1. T, € S(M)
E’ iniettiva:
To,(zH) =T,(yH) & axH = ayH
dimostriamo che *H = yH
0.1.1. Dim C

xzh € xH

azh € axH = ayH = arh = ayh/ < xh = yh' < xh € yH
0.1.2. Dim D
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yh e yH
ayh € ayH = axH = ayh = axh’ & yh = 2h/ & yh € xH
E’ surriettiva: preso yH € M, la sua controimmagine e’ a~'yH, infatti
T,(a " 'yH) = aa 'yH = yH
0.2. f e’ un omomorfismo
A questo punto consideriamo

f:G— S(M)
fla) =1,
e’ un omomorfismo.
f(ab) = Tab
Tw(zH) = abxH = aTy(xH) = To(Tp(xH)) = TyoTy(zH) YaH € M
Ty = Tyu0Ty

0.3. f puo’ non essere iniettivo.
Portiamo un esempio. Consideriamo G con |G| = 35.
E sia H < G con |H| = 7. Per il thm di Lagrange (vedi [1.53,pg.19]),
, Gl
Z(;(H) |H|
Ricordiamoci che iq(H) = |G/sH| = |M]|, quindi
|S(M)| =5!=120

Se per assurdo f fosse iniettiva,
|Im f| = |G| = 35
, ma, poiche’
Im f < S(M)
risulta, sempre per Lagrange, che |Im f| €’ un divisore di |[S(M)|. Ma questo e’ assurdo
dato che 35)(120.

04. K=kerf={a€eG|VzH € M axH =zH}

kerf = {CL eqG | f(CL) =e = id]\/[}

f(a) =idy &1, =idy &

& Ty(xH) =idy(xH) © arH =xH VzH € M
0.5. K =ker fCH

kekerf=krH=2HV:HeM = kH=H=kecH
per x=e
0.6. Dimostriamo che
NCH normale in G = NCK
Che ker f sia normale lo sappiamo gia’ (vedi [1.144,pg.58]).
Supponiamo che N < H normale. Dimostriamo che NCK

neN, ze€G
nr € Nx = N = nx = an’
~—

N e’ normale

ntH=xn'H = zH VxeGeoneK
~—
NCH
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Corollary 1.163.

= H e’ normale

H <G, |H|=p primo
Gl fia(H)!

Proof:
Sia i = ig(H) e sia |G| = n. L’ipotesi dice che n non divide !
Per il thm di Cayley [1.162,pg.68],
f : G — S(G/sH) omomorfismo
0.1. f non €’ iniettivo

Se per assurdo lo fosse, si avrebbe | Im f| = n, ma
Im f < S(G/sH) = |Im f| = n divide |S(G/:H)| = |G/ H|! = ic(H)!

n fia(H)!
assurdo contro ipotesi.
Analizziamo il ker f:
f non iniettivo = {e} C ker f (1)
Sempre per il thm di Cayley, ker f = K €’ il piu’ grande sottogruppo normale di H,
Per la prop [1.55,pg.20], gli unici sottogruppi di H sono quelli banali, quindi
K <H=K-={e} \/KzH\:i_/KzH

1)
In conclusione, H = ker f, ed €’ quindi normale.

Corollary 1.164.

G = ) > ) ]
{| | =rg, p=q, pprimo = H normale

H<G, |Hl=p
Proof:

¢ (g-1)-(¢—2)...3-2-1

pq p
ma p > q, quindi p # (¢ —14) i=1,2,...,q, percio’

pq/(q!

Poiche’

, Gl _ pg
H - i o
ZG( ) R , |H| p q
lagrange[1.53,pg.19]

pq/(q!<:> |G| fic(H)!
quindi, le ipotesi del cor [1.163,pg.70] sono rispettate, quindi H e’ normale.

Example 1.165. |G| =5-4 =20, |H| =5 = H normale

Example 1.166. G gruppo, |G| = 2n, allora
JH <G |H| =2

Se inoltre n e’ dispari, si ha
JH < G: |H|=n

Proof:
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1. Dim 1.
Un sottogruppo di ordine 2 €’ del tipo {e,a}, con a # e, a
ate, a=al.
Supponiamo per assurdo che non ne esistano, ovvero che
VacG:a#e ad’#esata!
allora, riusciamo a disporre gli elementi di G in questa maniera:

2 = e, o equivalentemente, con

e
-1
a1 #a
a_lm # 11
a9 7& a o
ma allora il numero di elementi di G €’ dispari. Assurdo contro |G| = 2n
2. Dim 2.
Per Cayley [1.160,pg.67], abbiamo la seguente immersione f:
f:G— S(GQ) ~ Sy,
fla) =T,
Basta che troviamo una f(a) che non e’ una permutazione pari.
Come a prendiamo lo stesso a di prima, ovvero, a € G: a#e, a
f(a) = T, non lascia fisso alcun elemento: se per assurdo Ty (z) = z,
T,(z)=zeax=xSa=e

2—e.

assurdo contro a # e.

f(a®) = flaa) =, f(a)f(a) =T.T,
f e un omo
> =es f(a®) = fle) & T,T, =id & T? =id
Quindi T? e’ la permutazione identica.

T, #id, T? =id < o(T,) = 2 = =mem(l(c1),(c2),...,1(ck))
thm[1.69,pg.25]
dove c1,ca,...,ci sono i cicli che compongono 7.

Poiche’ T, non lascia fisso alcun elemento, non esiste un ciclo ¢; di ordine 1 (a parte il ciclo
identita’), quindi
mem(l(cr),l(c), ..., l(ek)) =2, l(e;)) >1=1(c;) =2 Vi=1,2,...,k
Percio’, sara’ del tipo
T, = (a1a})(aza}) ... (anal,)
dove gli a;,a} sono tutti distinti fra loro
allora, T, e formata da n trasposizioni. n €’ dispari. Quindi T, ¢ Ay,
2.2. Im f ha meta’ permutazioni pari e meta’ dispari
Sia H = Ag,NIm f. H € U'insieme di tutte le permutazioni pari di Im f. Sia T, = g ¢ A,
la permutazione dispari che abbiamo trovato prima.
Poiche’ g e’ dispari, gH e’ un insieme di permutazioni dispari, inoltre, g H C Im f, infatti:
gH > gh =T,T, \6// Im f
Im f e’ un gruppo
Anzi, gH ¢’ linsieme di tutte le permutazioni dispari di Im f, infatti, sia b € Im f una
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permutazione dispari, allora
g,b dispari = ¢~ b pari
glbelmf=gbeclmf
g 'b pari & g b € Ay,
Poiche’ esistono solo permutazioni pari o dispari,
Im f = HUgH
[Im f| = |[HUgH| = [H|+ |gH]|
HNgH=0
2n=TIm f = |H| + |gH]|
Per le proprieta’ dei laterali, |gH| = |H|, quindi
2|H|=2n< |H|=n

g beHegbh=hasb=ghebecgH

f iniettiva _
= |f71(H)| = |H]
H<Imf
f~Y(H) e’ quindi il sottogruppo cercato, ovvero
[ H) =7

1.9 Azione di un gruppo

Definition 1.167. Sia dato un gruppo G e un insieme X, definiamo I’azione * del gruppo G su
X come la funzione:

x:GxX — X
(g:2) = gxa
che rispetta le seguenti proprieta’:

exrx=z VreX
(a-b)xx=ax(bxx) Va,be G Vx € X

In altre parole, ogni elemento g € G puo’ essere visto come la funzione:
gk: X — X

che porta un elemento di X in un altro elemento di X.

Proposition 1.168. La funzione gx : X — X e’ biettiva, ovvero gx € S(X), e inoltre
p:G— S(X)
o(g) = g+

e’ un omomorfismo tra gruppi.

Proof:
1. gx €’ biettiva

Infatti, I'inversa di g* e’ g~ 1x,

(9% og™'#)(z) =

(97" *og)(z) =

lxa)=(gg HNrxr=exz =2

=exTr =2

s
*
8
|



2. ¢ €’ un omomorfismo

p(ab) = (ab)x
Ve e X (ab)xx=ax*(bxx) = (ax*obx)(x)= (p(a)op(d))(x)

p(ab) = (ab)x = p(a)op(b)

Definition 1.169. Definiamo lo stabilizzatore di x:
St(x) ={ge€G|g*xx=ux}
certamente e € St(x).

Proposition 1.170. St(z) < G
Ovwvero, lo stabilizzatore di x e’ un sottogruppo di G.

Proof: Usiamo la caratterizzazione [1.21,pg.7]
a,b € St(x)

brr=axcb lxbsrr)=blsxre (b Drr=b"rroerr=b"rxzor=b'xx=0b"cSt()

(ab VD xx=ax(b'*z)=axx=1x=ab" ! € St(x)
O

Definition 1.171. Definiamo orbita di = € G:
O(z) ={g=*xz|Vg € G}

ovvero e’ 'insieme di tutti gli elementi di X a cui « €’ associato tramite una gx.
Poiche’ e xz =z, x € O(x).
Se O(z) = X, O(x) si dira’ transitiva.

Proposition 1.172. L’insieme di tutte le orbite e’ una partizione di X.
Indicheremo con X/G tale insieme.

Proof:
La tesi equivale a dire che la relazione
y~zeye Ox)
e’ una relazione d’equivalenza. Infatti, O(x) diventa la classe d’equivalenza di x, e tutte le
classi di equivalenza stabiliscono una partizione in X.
Dimostriamo quindi che e’ una relazione d’equivalenza.
01l. z~x

x~x <z e Ox) vero
02. x~y=>y~=zx

r~yesrzel(y)©IgeG: gry==xa
g x(gxy) =g ¥z
g x(gxy)=(97" - g)ry=exy=y
y=g lxr=ycO@) cy~z

03. z~y,y~z=>x~2%
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r~yeorel(y)=39geG: gxy==x
y~zeyeOR)=39d€eG: gdx2=y
(9-9)x2=gx (g x2)=gxy=2x
(g-dNx2=2=>2€0()r~z2

Proposition 1.173.
Per ogni x € X, si ha

|0(2)| = ic(St(z))
Nota: questo vale sia nel caso finito che in quello infinito.

Proof:

1. Dimostriamo che esiste una funzione biettiva tra O(z) e {aSt(z)},cq- ?)
Consideriamo la seguente funzione:

f:0(@) — G/sia)
f(g*x) = gSt(x)

1.1. Dimostriamo che e’ ben posta, ovvero che
gxx =g xx = gSt(z) = ¢'St(x)

grr=gxxs g tx(gra)=g 'x(¢*x2) =
&g lgxr=(g g ) rreexr=(g g )rzer=_("¢)

r=(g"'g)xx gl eSt(x) &gy =5 ¢ =gs € gSt(x) & ¢'St(x) = gSt(z)
Procedendo a ritroso si ha pure che:

g*x =g *z < gSt(z) = ¢g'St(z) & flgxz) = f(g' * )
ovvero, [ €’ iniettiva.
E’ immediato verificare che f e’ surriettiva.

O

Corollary 1.174. Se G e’ finito, dalla precedente proposizione e dal teorema di Lagrange, si ha:

|G| = [St(z)]ic(St(x))
|G| = [St(2)[|O(=)]

Example 1.175. Con G, X = G consideriamo ’azione
T:GxX — X T(g,z) =gz
chiamata traslazione si ha

O(z) = X infatti
yeX=G=gr=ysg=yr !

St(z) = {e}

Oricordiamoci che ig (St(x)) = [{aSt(z)} e |
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Theorem 1.176. (Lemma di Burnside)
Sia X un insieme su cui agisce G, poniamo

X9={zeX|gr=u}
Sia X/G linsieme di tutte le orbite, si ha:
1

@ZIXQI

geG

[ X/G| =

Questo teorema ha diverse applicazioni in combinatorica, perche’ permette di contare in maniera
alternativa | X/G|.

Proof: .
Z|X9|:|{(g,a:)€G><X|gJ;:x}|: Z|St($)‘ — Z 5 _
9€eG ex cX ‘ (x)|

x [1.174,pg.74] ©
! L Al
= |G] Z m = |G| Z Z Al =G| Z m —
reX [1.172,pg.73] ~ AEX/Gz€A AeX/C

= |G]IX/G]|

Lemma 1.177. Dato |G|, con |G| = p primo, si ha:

1. Ve X |O(x)| =1V |O()|=p
2. [ X|=Xp, JweX: [O@)|=1=[Y][=pp>p, doveY ={yecX|[O(y)| =1}

In sostanza, la seconda proposizione dice che se |X| e’ un multiplo di p e se esiste almeno un
x la cui orbita ha un solo elemento, allora il numero di tutti gli y € Y la cui orbita ha un solo
elemento e’ un multiplo di p.

(ovviamente A, # 0).

Proof:
Preso © € X, per il cor [1.174,pg.74] si ha
G| = [0(x)[|St(z)] = IO(x)l/IGI =p = |0@)|=1V|0@)|=p (1)
p e’ primo
Supponiamo adesso che | X| = Ap e che |O(z)| = 1. Poniamo k = |Y.
Poiche’ le orbite formano una partizione di X, si ha che |X| e’ uguale alla somma delle car-
dinalita’ di tutte le orbite. Dalla (1) sappiamo che le orbite hanno cardinalita’ 1 o p. Tutte
quelle con cardinalita’ 1 sono in Y. Con h indichiamo il numero di orbite di cardinalita’ p.
Abbiamo quindi
IX| = |Y\+ph:k+ph©Ap:k+ph;»p/k@k:up
Infine, poiche’ 3z € X : |O(x)| =1,siha k #0< p > 1 e quindi
w=l=up=>p

Theorem 1.178. di Cauchy.
|G| = n, pprimo,p/n:ﬂHgG: |H|=p

al = e

dJH<G: |H=p&3JacG: ola) =pedacG: {
a#e

(0]



Proof: Intanto,
p/n S pl=n (%)

al =e
1. Dimostriamo che la tesi e’ equivalente a Jda € G : { y
a#e
|H| = p primo = acG (a) = ola)=|H|=0p
[1.56,pg.20] [1.34,pg.11]

dimostriamo il viceversa:
a#e=o(a)>1
p = = = = <
a e:>0(a)/p = ola)=p=l|(a)=p=H={(a) <G
o(a)>1, p e’ primo
2. Quindi per dimostrare il teorema di Cauchy, basta far vedere che da #e: a? = e

Consideriamo l'insieme
p
X = {(yla"'ayp) | Yi GG; Hyl _e}

i=1
X non ¢’ vuoto, perche’
E = (e,e,...,e) € X
Se consideriamo 'elemento a € G della tesi, si ha

a?=e&a-a---ra=es(a,a,...,a) € X
Quindi il nostro obbiettivo ¢’ trovare uny € X : y1 =ya =+ =1yp, Y1 # €.
Osserviamo che
Yi=y2 =" =Yp S (Y14i,Y244is-- - Upti) =y Vi€ {1,2,...,p} (0)

dove le addizioni negli indici si intendono in Z,. Per chiarire le idee:
i=0: (Y1,¥2:---Yp—1,Yp) (1)
i=1: (y2,93,---,Yp, Y1)
=2 (Y3,94,---,Y1,Y2)

Quindi per ogni ¢ stiamo permutando in modo particolare la p—upla y.
Possiamo intendere queste permutazioni, come l'azione di (Z,,+) su X secondo la seguente
legge:

1 % <y17 Ya,. .. 7yp) = (y1+i7 Y2445+ - 7yp+i)
2.1. * ¢’ una azione

infatti,
O*(ylvy%"'ayp), — (ylay%"'ayp)
(1)

(04 3) % (1,92, Up) = Witigs Yotitss - - - Yptits) = 1% (3% (Y1, 92, -+ Yp))
Con l’azione possiamo riscrivere la (0) in questo modo:
(Y146, Y2tis - Ypri) =y Vi€ {1,2,...,p} S ixy=yVi€Z, < St(y) =Zp, Oy) = {y}
Quindi, il nostro obbiettivo e’ stato rifinito:
dobbiamo trovare un y € X : |O(y)| =1, y # E
Contiamo innanzitutto gli elementi di X.
2.2. |X|=nr!

Y=, ) EX Sy yp=es (... yp1)  =yp (2)
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Quindi, prese le prime p — 1 componenti di y, conosciamo 1'ultima.
Consideriamo allora la seguente funzione:
f:GP — X

-1
(Y1925 -5 Yp—1) = (Y1, Y2, - Yp—15 (V1Y2 -+ Yp—1) )
La sua inversa €’
g: X — GPt
(W1s- 5 yp) = (Y1925, Yp—1)
infatti,
-1
fog(yr, ... 7yp) = f((y1, 2, - aypfl)) = (Y1,Y25 - - y Yp—1, (Y1y2 - - ~yp71) ) = ,(ylv s 7yp)
(2)
-1
gof (W1 y2s - Yp—1) = 91,92, Yp—1, (W12 - Yp—1) ) = (Y1, Y2, -+, Yp—1)
Avendo l'inversa, f e’ biettiva e quindi
X| =167 = (G = !
— pp—1 _ p—1,n—1 _
X[ =nP"t = AP7ip pp
(*)
X: =1} =k 1
ET— S leX: 0E|=1)]=hp>
lemma [1.1 .75
EeX, |0E) =1 emma [1177,pe.75) Y
EcY,|[Y|>1=3ygeX: g#E, |0@F)|=1
che e’ proprio quello che cercavamo.

1.9.1 Azione di coniugio

Con G, X = G, consideriamo la seguente azione'?:

g*w=gag~'

che viene detta azione di coniugio o di coniugazione.

Proposition 1.179. St(z) = C(x)
dove C(x) e’ il centralizzante di x (vedi [1.24,pg.8])

Proof:

1

St(z):{g€G|g*a::x¢>g:vg* ::c@gx:xg}:C’(x)

Proposition 1.180.

Oz) ={z} &z e Z(G)

Poiche’ per la prop [1.172,pg.73] O(x) e’ una classe, si ha che ogni elemento del centro individua
una classe.

Proof:
1. Dim &

10

e’ immediato verificare che si tratta di una azione
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1

O@)={z} & (VgeG gro=xsgrg ' =& gr=ug) vy

Proposition 1.181. Se G e’ finito, si ha 'equazione di classe:

G

Gl =12(G)+ ) 10()| = 12(G)| + ) Ee]

z€F z€F
F=f{0) |z ¢ Z(G)})
f:{O@)},cx — X tale che f(O(z)) € O(x)

In altre parole, la sommatoria e’ estesa a tutti gli elementi esterni a Z(G) e presi uno per orbita.

Proof:
Poiche’ le orbite formano una partizione di X, e poiche’ X = @, le orbite formano una
partizione di G, percio’:
G=J 0@ = U O(z) = |G| = > |0(2)]
reX 2€f({O@)} pex) z€f({0@)},ex)

dobbiamo usare la funzione f perche’ altrimenti conteremmo piu’ volte una stessa classe,
ovvero commettiamo un errore del tipo |O(z)| + |O(2')| + ..., con z,z' € O(x).

Per la proposizione [1.180,pg.77], ad ogni elemento del centro corrisponde una classe, quindi
possiamo direttamente contare tutte queste classi contando gli elementi di Z(G):

Gl =12(G)| + > 0(2)]
Zef({o(i)}mggz(c))
A questo punto, per il cor [1.174,pg.74] e la prop [1.179,pg.77], abbiamo

__lql
0= st
St(x) = C(x)
_ Gl
e quindi
a=zo+ Y

|C(2)]
2ef({0(®)} e z(c))

Proposition 1.182. H < G normale < H e’ unione di orbite.

Proof:
1. Dim =

H<G & NacGVYheH aha™'€H & axheH
[1.104,pg.42]
fissato h € H si ha allora Va € G axh € H < O(h)CH
e quindi al variare di h € H si ha Vh € H O(h)CH & U O(h)CH
heH
e poiche’ h € O(h) si ha U O(h)2H
heH
e quindi I'uguaglianza
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2. Dim <

H= U O(z) dove I € un qualche ICG

xzel
heH=3xel: he O = O(h) = O(z)

=~
O(x) € una classe d’equiv.
O(h) =0@)< | O(=)cH
zel
he H= O(h)CH (x)
Dobbiamo dimostrare che

Vge G Yhe H ghg ' € H
Basta usare la (x):
H

ghg ' =g+xhecO() C
Ny
(%)

2 p-gruppo
Definition 2.1.

G €’ un p-gruppo &f |G| = p", p primo, k >0

Proposition 2.2.
G e’ un p-gruppo < Va € G\{e} Ji e N: o(a) = p’

Proof:
1. Dim =

I divisori di |G| = p* sono

l,p,pQ,...,pk
e per Lagrange sono gli unici ordini di sottogruppi di G, allora, preso a € G\ {e}, abbiamo le
seguenti possibilita’:
<a‘> = p7p2a s 7pk = 0(0’) = p7p27 s 7pk

2. Dim <

Supponiamo per assurdo che |G| = p*¢", con ¢ primo distinto da p.

q/|G| = Ja € G\ {e} : o(a) = q assurdo contro Hp
Cauchy [1.178,pg.75]

[

Proposition 2.3. Sia X ['insieme su cui agisce G, si ha

G p-gruppo, |G| =pF =>Vze X Ft: |O@)| =p', 0<t<k
Proof:
Per la prop. [1.174,pg.74],
0@ /16l =" = 10@)|=1V[0@)| =, 1<t<k
p €’ primo

O
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Proposition 2.4.
G p-gruppo = {e} C Z(G), |Z(G)|=p", 1<t<k

Proof:
0.1. Dim 1.
Consideriamo ’azione di coniugio su G.
Per ’equazione di classe (vedi [1.181,pg.78]), si ha

2(G) =16l =Y 10()| =" =) 10(2)

z€F zeF
2eF= 0G0 41 = 0EI=p =p/100)

prop[2.3,pg.79]
p divide tutto il secondo membro, e quindi anche |Z(G)|,

iy '* = 12(G)| = p>1
p/|Z
0.2. Dim 2.
sia Z = Z(G)
< = pF —pt <t <
Z2<G =, 121161 =" = 2| =p', 0<t<k

Lagrange

Z#{e} =Z|>1=0<t<k

Proposition 2.5. Dato G con |G| = p*, p primo, allora
dHy, Ho, ..., Hx, < G normali tali che
{e} nggHgg PN ng =G
|HZ| :pia i = 1a2a"'ak

Si suol dire che esiste una catena di sottogruppi normali di G, di ordine 1,p, ..., p~.
Proof: Procediamo per induzione su k
1. k=1
In questo caso, |G| = p e quindi essendo p primo, gli unici sottogruppi di G sono {e} e G:
{e} CG
|G| = p primo = G ciclico = G abeliano = G normale
2.k-1=k

Per la prop [2.4,pg.80], abbiamo che |Z(G)|=p', 0 <t <k
= pt (@Y7 =
Zl=p't>0=p/12] = 3HCZ: |H|=p

thm [1.178,pg.75]
2.1. H; ¢ normale in quanto contenuto nel centro

h € HiCZ = h commuta con tutti gli elem. di G

aha ™' = haa ' = h e Hy
quindi H; €’ normale.
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Poiche’ H; € normale, possiamo considerare il gruppo G/, .
Per Lagrange, si ha

G ‘ ‘ Gl p* k—1
—| =g Hl = = =

Hy (&) |[Hi| p

Allora, possiamo applicare 'ipotesi induttiva su G/ g, :

dH,,Hs,...,H, < G/y, normali
{e} = {H\}CH,CH;C...CH, =G/, (1)

_ .
|H;|=p"", i=2,...,k
Consideriamo la surriezione naturale

m:G— G/p,

m(9) = gHi
e’ facile vedere!! che

kerm = H;
Inoltre, e’ un omomorfismo surriettivo, allora per il cor di corrispondenza [1.158,pg.66] 7 €’
una biezione tra i seguenti insiemi:
{F < G/pg, normale } AN {H < G normale | HOkerm = Hy}
Dalla (1) abbiamo allora:
{H\})Cn'(Hz)Cr ' (H3)C...Cr (G /m,)

a1

7 Y({H,}) = kerm = H;
HQ = 7T_1<ﬁ2>

H3 = W_l(ﬁg)

I{},C = W_l(G/Hl) =G
Quindi abbiamo la nostra catena di sottogruppi normali di G:
H\CH,CH3C...CH, =G
resta da calcolare gli ordini di ogni H;, per:=2,...,k.
Consideriamo la restrizione di © ad H;:
7T/Hi H;, — 7T(H1> :Fl
keI”/T/Hi = {he H; ‘ ’/T/Hl(h) =hH,=H, < hE¢€ Hl} = HNH,; \:,/ H; (2)

H1CH;
essa e’ ancora surriettiva, ed ¢’ un omomorfismo, quindi per il thm dell’omomorfismo
H; —
kerw/p, '
ker 7T/Hi ~~ H1
(2
l=H| = pt o L =|H)|e|H|=p"p=yp
H1|z|p |H1|\z||z|ppp
(1) Lagrange

che e’ quello che volevamo

Proposition 2.6. Studiamo i p-gruppi di ordine p*, k= 1,2:

CASE: k=1
G ¢’ ciclico.

117, € lelemento unita’ in G/H,
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CASE: k=2
G e’ abeliano
Case: Ja € G: o(a) = p?
G e’ ciclico
CASE: Ya € G\{e} o(a)=0p
G ={(a,by={a'v’ |i,j=0,1,...,p—1} con o(a) = o(b)
Proof:
1. k=2
1.1. G €’ abeliano
Per la prop [2.4,pg.80] |Z(G)| > 1 e poiche’ per Lagrange |Z(G)| divide |G| = p?, si hanno
due possibilita |Z(G)| =p V |Z(G)| = p*.

1.1.1. Dimostriamo che la prima non si puo’ verificare

1Z(G)|=p=Z(G)CG=TaeG: a¢ Z(G)
{GQC(G)QZ(G)

weCla), ad 2(G) G2C(a) 2 Z(G) = |G| > [C(a)| > |Z2(G)| = p* > |C(a)| > p

(@) /1G] = p* [per Lagrange
p €’ primo
Nota: C(a) €’ il centralizzante di a.

= |C(a)| = p* = C(a) = G = a € Z(G) assurdo

Quindi "unico caso vero €’
12(G)| = p?
e quindi
Z(G) = G = G € abeliano
1.2. Esaminiamo il caso Va € G\ {e} o(a) =p

)] =p = (a) # G = 3be G\(a)

(a) S (a,b)SG = p < |(a,b)| < p°
e analogamente a quanto abbiamo visto prima deduciamo che
{a,0)] = p* = (a,b) =G
poiche’ o(a) = o(b), e poiche’ G €’ abeliano, si ha
(a,b) = {a'V |i,j=0,1,...,p—1}

Proposition 2.7. Dato G con |G| = 2p, con p > 2 primo, si hanno questi due soli casi:
CASE: G e’ ciclico

CAsSE: G~ D,

Proof:
2/|G\:2p =  3Ja€G: ola)=2
thm[1.178,pg.75]
p/\G|:2p = FeG: ob)=p
thm[1.178,pg.75]
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Si ha che a ¢ (b), infatti,

|(b)| = p primo (b) = <bl> Vi=1,2,...,p— 1% (b) = (b) Vbe (b)\{e}

=
—~
prop[1.45,pg.16]
quindi se per ass. a € (b) = (b) = (a) assurdo contro |(a)| = 2
CASE: G abeliano

G abeliano = ab = ba

{o(a) =2, 0(b) =p, (p,2) =1

= o(ab) = 2p = G = {(ab) = G €’ ciclico
ab = ba ~

prop. [4.2,pg.95]
CASE: G non abeliano
Dimostriamo che G ~ D,,. Il gruppo diedrale D,, ¢’ caratterizzato dalle seguenti relazioni (vedi
[1.93,pg.38], [1.96,pg.39], [1.97,pg.40]):
|Dp| = 2p
Dp = <a7b>7 O(b) =D O(Cl) =2

ab=b"ta e aba"t =b7!

Le prime due condizioni sono soddisfatte:
|G| =2p

[(@,0)] /1G] = I{a,0)] = 1,2,,2p ()

(b), (a)E(a, b)
{GM S @8l 2p 412 b == 6 = o)
Resta da dimostrare 'ultima condizione.
(b) € normale perche’ il suo ordine ¢’ meta di |G|,
(b) normale = aba~' € (b) < aba~' = b" (3)
A questo punto basterebbe dimostrare che h = —1.
Prendiamo adesso i coniugati rispetto ad a di ambo i membri dell’ultima uguaglianza:
a(abaV)a"! = aba™!
27 —2 h —1 -1 -1 -1 A h h?
a*ba™* = ab"a™" = (aba™")(aba™") ... (aba )\z/_/(b () ... (") =10
(3)
a?ba =" & b=
<~
o(a)=2 = a’=e
b=t = W=1(Z) e =120 (Z) & (h-1D(h+1)=0 (Z) & h=1Vh=—1
[1.35,pg.12]
Se per assurdo h = 1, si avrebbe dalla (3):
aba™' =b < ab=ba
e come visto nel precedente passo del caso abeliano, G sarebbe ciclico, e quindi abeliano.
Assurdo perche’ per ipotesi siamo nel caso non abeliano.

Allora, l'unica possibilita’ e’ h = —1, quindi sempre dalla (3):
aba"t=0b"1
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2.1 Teorema di Sylow

Theorem 2.8. di Sylow
Sia G, |G| =n e k = max {z eN| pl/n} > 1, con p primo, allora valgono le sequenti propo-
S1210M4:
1. 3IH<G: |H|=p*
H wviene chiamato p-sottogruppo di Sylow

2. H,H' sono due p-sottogruppi di Sylow, allora
JaeG: H =aHa!
ovvero H, H' sono coniugati
3. Sia K <G, si ha

|K| =p, i < k= 3H p-sott. di Sylow tale che KCH

4. Sia t il numero di p-sottogruppi di Sylow, allora

t/m, t=1 (Z,)
dove m e’ t.c.:
_ ok _
n=p'm, (m,p)=
Notal?

Proof:
1. Dim 1.
Dobbiamo trovare un sottogruppo di ordine p*. Consideriamo l'insieme dei sottoinsiemi di G
di cardinalita’ p*:
X ={5cG |5 =p"}
e agiamo su di esso tramite la seguente azione:
x:GxX — X
gxS=gS={gs|seS}
1.1. * ¢’ una azione
gSCQG.
Si verifica subito che la mappa
s gs
e’ una biezione tra S e ¢S, e quindi |gS| = |S|. Percio’ g5 € X.
Infine,
exS=eS=5

(91092) * S = (91092)S = g1(925) = g1 * (g2 * 5)
1.2. Dim. che ¥S € X [St(S)| < |S| = p*

1211 numero m nasce cosi’:
pk/n =>n= pkm

se per assurdo (m,p) > 1, poiche’ p e’ primo si avrebbe: m = p!, e quindi, n = pFtt. ma questo e’ assurdo
perche’ p¥ ¢’ il massimo delle potenze di p che dividono n.
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St(S) ={g e G|gS =5}
gESH(S)=>Vse S gse S
Fissando s, la mappa
St(S) — S
gr—gs
e’ iniettiva, infatti
gs=gs=9g' =g
e quindi
S6(S)| < 19| B
1.3. A questo punto cerchiamo anche un solo S € X tale che |St(S)| > p¥, cosi’ da avere
St(S)| < p* —
ST psiE) =t
St(S)| > p
E cosi’ St(S) sarebbe il gruppo di ordine p* cercato.

1.3.1. Siha |X| = (,ﬁc)
Infatti, il numero degli elementi di X e’ il numero di tutti i possibili sottoinsiemi di p*
elementi che si possono formare in G.

132 p{()
Considerando che n = mp”* abbiamo
<n) _nn-1)m=2)...(n— @ =1)  mp*mp* —1)(mp" —2)... (mp* — (p* —1))
Pk

pr(pF —1)(pF —2)...1 PP -1k —2)...1
_ m(mp* —1)(mp* —2)... (mp* — (p* — 1))
(" =1 -2)...1

1.3.2.1. Dimostriamo che

coni=1,...,pF—1. Cosi’ facendo, avremo che tutti i fattori del tipo p* sono sia
nel numeratore che nel denominatore e quindi vengono semplificati. Non essendoci
piu’ fattori di tipo pf, avremo la tesi:

n
p
/( (pk>
Se per assurdo t > k, allora

t k - k k .
— = —
p/mp 1 P /mp (3
t>k

k k_ .
P /mp —1
= pk/z’ assurdo perche’ i < p*
k/ ok
p /p
Quindi ¢t < k, allora
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133. 35 X: p{l0B) & B.10E)) =
p primo
Se per assurdo

VSGXpﬂown
allora, essendo | X| somma della cardinalita’ di tutte le orbite, si avrebbe

p/|X|

ma questo e’ assurdo contro quanto visto in un passo precedente.

1.3.4. [St(S)| > p*
Per il passo precedente, abbiamo che

oo { v lo)|

Per la prop [1.174,pg.74] abbiamo
G| = [St(S)|O(S)]

p’“/IGI = mp”
v o) = P [156(S)] = p* < IS4(S)|
(pk;7 |O(§)|) -1 prop. [AL7.1.1,pg.29]

2. Dim la 3.
Sia K<G: |K|=p" 1<h<k
Consideriamo l’insieme
P={H<G||H =p"}
ovvero l'insieme di tutti i p-sottogruppi di Sylow. Noi vogliamo far vedere che esiste un
qualche H € P: KCH.
Consideriamo la seguente azione che fa agire G su P:
GxP — P
gxH=gHg™"
* e Pazione di coniugazione, ed e’ ben posta: gHg~ ! € P perche’ [gHg | = |H| =
Abbiamo
St(H)={g€G|gHg ' =H}

HQSt( ) = [H|=p" < [St(H)|
St(H)| = 9
{|St(H)|SG=>|St(H)|/|G|:p’fm = [8t(0)] = pr, dover/m, 121 (0)

|G| NP ISt(H)||O(H)| < p*"m = pFr|O(H)| & m = r|O(H)| = |O(H |/m

[1.174,pg.74]

)| /m
(mp)=1 & pfm = p|o(H)| « (O(H),p) =1 (2)

p primo

piu’ in generale si ha: )\/m = p/()\ (2.1)

infatti, se per assurdo p/)\ = p/)\, )\/m = p/m assurdo
Prendendo un qualsiasi H € P, consideriamo adesso la seguente azione di coniugazione di K
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su O(H)
KxO(H) — O(H)
ol = zTz ™t
che si puo’ intendere come una restrizione dell’azione di prima, perche’
KCG, O(H)CP
Con O, (T) indichiamo l'orbita di T indotta dall’azione e.
2.1. Dim. che 3T € O(H) : |0.(T)| =1
Supponiamo per assurdo che
V orbita Oe(T) siha |O4(T)| > 1
Per il cor [1.174,pg.74], si ha

0T /1K| = p" = [0u(T)] =, 0<t<h (x)
|[Oe(T)] >1=0<t<h (*x%)

ma allora, poiche’ le orbite creano una partizione dell’insieme su cui si agisce, abbiamo:

H)| =) _|0u(T)| = p" +p" + ..
R
(ex) = 't #1

il secondo membro €’ divisibile per p e quindi anche |O(H)| ¢ divisibile per p, assurdo

contro la (2).

|0s(T)|=1=Vr e K xoT:meA:T@KSSt(T)

T < t T =T _ _
S ={r€G|aTa” } = T e normale in St(T")
vz € St(T )xTx =T ~~
[1.104,pg.42]
_ — - — — . KT _ ST
T normale in St(T'), K < St(T) = 6 KT <St(T)=> — < & =
[1.119,pg.49]
t t
-7/ = LUS/L— fm= el
7] Pt
(1. ]4S,pg 61] (2.1)
KNT < K = \KnT|/|K| = p" = |[KNT)| =ps, 0<s<h
— K KT KT K h
t ¢’ normale in St(7") = — #‘T‘:‘T‘ = | L =L =
~ Kot T T KNT| ~~ _|KnT| p°
[1.152,pg.63] [1.148,pg.61]

(3),(4):>p/(ph75:>ph75=1:>h—520®h:s:>ph:ps(i>|K|=|KﬂT|

= B B
KNTeK _ = KNT'=K<& KCT
|K| = [KNT|

che ¢’ quello che volevamo dimostrare.
3. Dim 2.

Continuiamo a usare lo stesso linguaggio del passo precedente. La nostra tesi e’
(VHGPVH’EPéEIaEG: H':aHa_l) <VHePOMH)=P
Come abbiamo visto prima, O(H)CP. Resta da far vedere che PCO(H).
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H' € P= |H|=p"= H' ¢ un p-gruppo = H'CT € O(H)

passo precedente

!
BT =T=H = H € O(H)
T| =p* = |H'|
4. Dim 4.
Osserviamo che ¢ = |P|.
Nel passo precedente abbiamo dimostrato che
HeP=0OH)=P=|0OH)|=|P|=t

nel passo 2, avevamo mostrato che |(9(H)|/m, quindi t/m.

Ponendo K = H, consideriamo 'orbita formata da un solo elemento che avevamo trovato
nel passo 2:  |O4(T)|. Una tale orbita ¢’ unica, infatti se per assurdo ne esistesse un’altra

|Ou(T")], si avrebbe
|0(T")|=1 = K=HCT' = =H=T

~— ~—
passo 2 |H\:|T’|
|0e(T)|=1 = K=HCT = =H=T
~— ~—
passo 2 |H|:\T\

T=T

E per quanto avevamo visto nel sottopasso <2>.1 del passo 2, abbiamo che 3¢; :

mentre tutte le altre sono diverse da 1, ovvero:

[Pl = [O(H)| =D |0u(T)] = 14p" +p2 +... = [P =1 (Z,)

Proposition 2.9. |G| =n, |H|=m, H < G di Sylow

H normale < H e’ l'unico sottogruppo di ordine m

Proof:
1. Dim =

H normale < Va€ G aHa ' =H (1)
Supponiamo che esista un altro H' < G : |H'| = |H|.
H p-sottogruppo di Sylow = |H| = p*

|H| = |H'| = p* = H, H' sono p-sottogruppi di Sylow = H,H’ sono coniugati <

thm[2.8,pg.84]
3daeG: H=aHa ! = H=H =H
~—~—

(1)
2. Dim <
Segue dalla prop [1.108,pg.45]

Proposition 2.10.

|G| =pq, q>p, primi
p/q—l
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Proof:

Per Cauchy,
Gl=pg =, 3FHK<G:|H|=p |[Kl=¢
[1.178,pg.75]
Hl=p, |Kl=q =,  H=(a), K={. ola)=p, o(b)=g

prop. [1.56,pg.20]
0.1. Dimostriamo che (a)N(b) = {e}
Per Lagrange,
(@N®)| /1G] = pa = [{@)"(B)] = 1,p,q,pg
Nel caso |{(a)N{b)| = pg seguirebbe che

(@)n(b) =G
(@)CG = (a)N{b) _
{ e = e
analogamente = (b) = (a)N(b)
(a) = (b)

assurdo contro o(a) = 3 # o(b) = 5.
Anche i casi [{(a)N(b)| = p, g sono assurdi, infatti,
{a){B)] = p primo = (a)(b) = {c), o(c) = p = c € {a)(B)
assurdo perche’ in {(a), a parte e, ci sono solo elementi di ordine p e in (b) solo elementi di
ordine q.
Quindi, in definitiva,
[(a)N(b)] =1 = (a)N(b) = {e}
0.2. ab = ba
Poiche’ |G| = pq = p'q', i H e K sono rispettivamente dei p-sottogruppi, g-sottogruppi di
Sylow.
Sia t il numero di p-sottogruppi di Sylow. Per il thm di Sylow [2.8,pg.84] abbiamo:
t/q \:j/ t=1V t=gq ()
q primo

t=1(Z,)=>t=1Vit=p+1Vit=2p+1V...Vt=kp+1
se per assurdo esiste un k # 0 tale che t = kp + 1/q7 si ha

t#1 = t=qekp+l=q&kp= —1:>/ -1
# gekptl=qekp=gq p/(a—1)
()
assurdo contro ipotesi. Quindi 'unica possibilita’ e’ che
t=1

Quindi esiste un unico p-sottogruppo di Sylow, cioe’ H.
Sia ora t il numero di g sottogruppi di Sylow, si ha

t/

b = t=1

= 1 (Zq) q>p
quindi esite un unico g-sottogruppo di Sylow, cioe’ K.
Allora, per la prop [2.9,pg.88] si ha che sia H che K sono normali.

ab = ba

{H = (a), K = (b) normali
—~
[1.109,pg.45]

HNK = {e}
0.3. Q.E.D.
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0(0’) =D O(b) =4q B _ B
{ab = ba 3 O(G’b) =pq = |G| =G= <ab>
[4.2,pg.95]

3 Classificazione degli abeliani

Lemma 3.1. Sia G un gruppo abeliano, con |G| =p", p primo, allora
G~ H{xHyx ...xH;

dove ogni H; e’ un gruppo ciclico.

Proof: Procediamo per induzione su 7.
Ser =0, |G| =1 e quindi G = {e}.
Ser =1, |G| =p e quindi G €’ ciclico.
Supponiamo adesso che per 7’ < r la tesi sia vera e dimostriamo che e’ vera per 7.
Consideriamo s € G, t.c.
o(s) =max{o(g) | g€ G} (1)
sia S = (s)
Consideriamo un insieme massimale T', secondo l'inclusione, del seguente insieme:
{T"<G|T'NS ={e}}
Osserviamo intanto che
o(s) /1G] =p" = ofs) =p” a<r
1. G=ST
Poiche’ G €’ abeliamo, S, T sono normali e quindi per la prop. [1.119,pg.49] si ha ST < G.
Dimostriamo allora che GCST.
Sia g € G, per la (1) si ha
o(9) /1G] = p" = olg) ="
olg) < ols) =7 <a

(€]
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Il gruppo H = (g)NST ¢’ tale che
H<(¢) = H ciclico, H= (), p’ =|H|
(g) ciclico
olg) y—8
= |H] — P
NGO 9
[1.42,pg.14]

be ST =(s)T =b=s"t

B B B B _pB
P=e & ST =ess” =t

G €’ abeliano
np? —pP np? np®
st =t =s"" e SNT ={e} = s =e=
~—~ =
es eT

= o(s) = pa/np’g = np® =np® = n=np* "

b=s"tob=s""" "t g " =gty
8 8 p’y*B
t= ng’ P L - (gsfnlpaﬂ) (2)
Sia ¢ = gs™™MP" 7 (2) = =t (2.1)
1.1. Dim. che {¢)TNS = {e}
Consideriamo d € SN{(c)T
deS=(s)=d=s"
de ()T = d=ct
§™M — Chtl o ogm = ghsfhnmafwtl PN gh _ Sutl—l

dove u = hnip®* 7 +m

~—
€(g) e€sT
s =cMy e s = =tk
~—
(2.1)
s =tht) > smeSNT ={e} =d=s"=e
~—  ~~
€s eT
Ovviamente
TC(e)T

Ma poiche’ T era per definizione ’elemento massimale tra quelli che intersecati con S davano
[e], si ha che

(a)TCT
e quindi T' = (¢)T', ovvero c € T.
ceTlT =c=ty = gs_"lpw7 =ty =>g= sP" N, e ST
(2)
che era quello che volevamo dimostrare. Quindi,
G=S8T
2. Q.E.D.
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G=S5T

|S]|T| - r
TG = |ST _ = YT = |T| = p ¢ — 7 3
» =1G| = ST i =T = 1T = o< @)
[1.153,pg.63] r'i=r—a
G=8T = GxSxT=(s)xT
~—
[1.126,pg.51]

e grazie alla (3), applicando 'ipotesi induttiva, si ha la tesi.
O

Theorem 3.2. Dato un gruppo abeliano finito G, tale che |G| = n, allora se n = pi*py? ... p;*

e’ la fattorizzazione di n, si ha che

G~ H{xHyx ...xH;
dOUCHiZKﬂXKiQX...XKZ‘ti i:1,2,...7t

K;j e’ ciclico Vi, j
In altre parole, G e’ isomorfo al prodotto di gruppi ciclici.

Proof: Per il thm di Sylow (vedi [2.8,pg.84]), si ha
e poiche’ G e’ abeliano, e quindi H; normale, per la prop. [2.9,pg.88] si ha l'unicita’ di H;.
Dimostriamo adesso che G €’ prodotto interno degli H;: dobbiamo verificare le due prop. della
definizione:

1. Hm(Hng NN HileiJrl ‘e Ht) = {e} Vi = ]., 2, .t

2. G=H{H>...H;
1. Dim. 1.

Sia ¢ € H;,N(H; ..., ), allora
cc (Hng - Hi—lHi+1 ...Hi=c=hihso... hz’—lhi+1 coohy (1)

hjeH; = h‘jHa":hff:er:1,2,...,t(2)

(1.57,pg.21]

: — T Ti—1, Ti4+1 Tt
siam =pyt . D P Dy

Pty ettt _ pmipm T
P Pici P Pe = pTIRTE AT = e = o(c) [
N ~—

G abel (2)

ce H, = ("l :cpile:>0(c)/pzi
[1.57,pg.21]

ma poiche’ (7, p;*) =1, si ha

2. Dim. 2.
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Consideriamo G7 = H1H> ... H;, allora per quanto abbiamo dimostrato nel passo precedente,

si ha che G e’ prodotto interno degli H;.
G1 pI‘Od. interno di Hl,H27...,Ht = G, ~ HixHyx ... xH;

[1.126,pg.51]

t t
|G1| = H|Hz| = HP:’ =n
i=1 i=1

<
Gi<G = G =G
IGil=1G] >~
[1.23,pg.8]
Quindi
G:Gl §H1XH2><...XHt (*)
3. Q.E.D.

Ogni H; € un gruppo abeliano, con |H;| = p;*, allora, per il lemma [3.1,pg.90], si ha che ogni

H; ¢’ isomorfo al prodotto di gruppi ciclici:
Hi ~ Kil XKiQX AN XKiti

Quindi dalla (x) si ha la tesi:

O

Example 3.3. In congiunzione con le prop. [1.134,pg.55],[1.135,pg.56], il thm [3.2,pg.92] per-
mette di classificare tutti i gruppi abeliani.

Ad esempio, consideriamo G abeliano, con |G| = 84, avremo
|G| =84=2%.3.7
G~ HyxHyxHs, |Hi|=3,|Hs|=7,|Hs| =4
H; ciclico = H >~ 73
Hs ciclico = J ~ 7y,
Hj3 ~ prod. gruppi ciclici = Hs ~ Z4 V Hs >~ ZoxZso

Quindi, questi sono gli unici casi possibili:

G~ Z3XZ7XZ4 ~ Z84

G~ Z3><Z7XZQXZQ ~ Z42XZQ
Proposition 3.4. Sia dato G abeliano, |G| = n, allora si ha

m/n:>EIH§G: |Hl =m

Proof:
1. Dim. lesistenza
Scomponiamo n:
— 12 Tt
n=p'py...p
m/ném:pilp?...pf‘, 0<s;, <y

Per il thm [3.2,pg.92] si ha:
G2H1XH2X...XH,5, |Hz|:pr1
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Ogni H; e’ un p-gruppo, quindi per la prop. [2.5,pg.80]
HMZ' S Hz . |Mz‘ :ps7¢

t t
[[Mi < HixHox ... xH, ~G=3M <G: [[Mi~M
i=1 i=1

t t t
M| = | T] o] = [Tl =TT v = m
i=1 i=1 i=1
2. Dim. la non unicita’

Consideriamo |G| = 4. Si hanno due casi: G ~Zy V G ~ ZyXZs.
Consideriamo il secondo caso, e poniamo m = 2. Troviamo pero’ due sottogruppi di G di

ordine 2:
{(0,1),(0,0)}, {(1,1),(0,0)}

O

Proposition 3.5. Sia dato G abeliano, |G| =n, allora si ha
Vp primo : p/n AH<G: |H|=p<& G e ciclico

Proof:
1. Dim. =
Per il thm [3.2,pg.92] si ha:
G2H1XH2X...XH1§, |Hz|:p:l
Hi ~ KilXKiQX XKiti 1= 1,27...,t
K;; € ciclico , |K;j| =p;’ Vi, j
Fissiamo un ¢, e supponiamo per assurdo che ¢t; > 2. Per il thm di Cauchy
[1.178,pg.75]
Al variare di j, possiamo allora formare i seguenti sottogruppi di G:

(e,e,....e, \Ii-’ ,e,...,e)\keKl{j
posizione 7
che sono in numero ¢;. Ma questo e’ in contrasto contro 'ipotesi dell’'unicita’ di H, sottogruppo
di ordine p.
Abbiamo cosi’ visto che t; = 1, e quindi che H; €’ ciclico.
Infine, poiche’
([Hil, [Hal) = 1 Vi # h
per il thm [1.133,pg.54] si ha la tesi.
1. Dim. <
Per il thm [1.42,pg.14].

94



4 Proposizioni varie
Proposition 4.1. Dato un G con |G| > 2,
Va € G a®> = e= G ¢’ abeliano , |G| = 2F

Proof:
0.1. Dim che G €’ abeliano
Nota:
id=esa=a!
Sia a,b € G
ab=(ab) ' =b"ra"! = ba
ab = ba
quindi G e’ abeliano.
0.2. Dimostriamo che |G| = 2*
Consideriamo n elementi distinti di G, e creiamo il sottogruppo da essi generato
H, ={ay,as,...,ay) = {allla?...a;” \il,ig,...,ineZ}

G e’ abeliano

poiche’ ogni a; ha ordine due, af =a; V af = e, quindi possiamo scrivere

(a1, ag,...,a,) = {a11a22 coear | iy, e, ... i € {0, 1}}
Poiche’ ogni esponente dei vari a; puo’ essere o zero o uno, €’ chiaro che esistono 2"
possibilita’.

Poiche’ H,, < G, possono verificarsi due possibilita’: H, =G VvV H, # G.

Se H,, = G, abbiamo finito: |G| = |H,| = 2". Altrimenti, basta considerare H, .

Al massimo arriveremo fino a H,, dove p = |G|. In questo caso si ha necessariamente
H, = G, per definizione di sottogruppo generato.

O
Proposition 4.2. Dati a,b € G,

Proof:

(ab)™™ = a™"b =

o(a)=m, o(b)=n
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Resta da dimostrare che mn €’ il piu’ piccolo esponente t.c. (ab)™" = e.

1 = k:o(ab)/mn:»aklkzzlz k= ks, kl/m, kg/n

[1.36,pg.12]

kl/m:mzmﬁ

kg/m:>m:)\2k2

(ab)™2 = (ab)Mhh2 = (ab)M* = ((ab)F)™ = e

e — (ab)mk2 — amkgbmkg _ ebmkg _ bmk2
ab=ba
bk — e = o(b) = n/mkg

n/mkg @Am/mkg <:>)\2/m

)\Q/WL7 )\g/n:>)\2/(m7n)=1:>)\2:1
Analogamente,
)\1/m7 Al/n:>)\1/(m7n):>/\1 =1
In conclusione:
M=X=1=>m=k, n==k = mn=kks=k=o(ab)

Proposition 4.3. Sia G abeliano, a,b € G, allora
de e G: o(c) = mem{o(a),o(b)}

Proof: Siano r = o(a), s = o(b), m = mem {r, s}. Scomponiamo in fattori r, s:
— 12 Tt
r=pi'pyt...p;
s=pi'py’ -}
con 0 <r;,8; Vi
Per la proprieta’ del mem [AL9.9.1,pg.41], si ha
¢

m:Hpii
i=1

con p; =max {r;,s;} Vi (1)
Consideriamo i seguenti elementi:

a; = a™t
r
ai= JI »
1<j<t, j#i
by = b
_ S5
gi= 11 »
1<j<t, j#i
.
1. o(a;) =}
i T t i
a’i = q®Pi' = glli=py — g7 = e

i
= o(ai)/p? = o(a;) < p;’*
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Se per assurdo ' = o(a;) < p;*, allora
"

’ "
afze@ao‘”:eéo(a)zr/air'érgair':r' H p; e
1<j<t, j#i

. . ™
1<j<t, j#i semplificando

assurdo contro ' < p*. Quindi o(a;) = p;°
2. o(b;) = p;*

Analogamente.
Siano dati i seguenti elementi:

t
sl T % & wer
j=1

by 1 <5
3. o(¢;) = plt
CASE: 1; > s

Ty > 8 = p; =max{r;, s} =1;
C; = a;

o(ci) = o(a;)

— Ti __ oM
_ bi =P
passo 1
CASE: 7; < s
ri < 8; = p; =max{r;, s;} =s;
C; = bz

o(ci) = o(bi)

4. QED.

o(c;) = pi'* Vi
{{;}) sono primi distinti oD ((e)s-ole)) =1 (2)

G abeliano t
t [
ci=1li_ ¢ = o(c) = Ho(ci) = Hpﬁ‘ =m
(2) [4.2,pg.95] =1 =W
c e’ quindi ’elemento cercato.

Proposition 4.4. Dati H K < G

{|H| = p primo

p/(|K| = HNK = {e}

Proof:

|Hl=pprimo & (J<H&J={e}VvJ=H) (x
[1.55,pg.20]
HNK <H=HNK<H & HNK ={e} VHNK =H
(*)
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Se per assurdo HNK = H, allora
HNK = H & HCK = |H|/|K| <:>p/|K|
~—

lagrange
assurdo contro Hp.
Quindi 'unica possibilita’ ¢ HNK = {e}.
O
Proposition 4.5.
= {a,b)
( ) =o(b) = =G~H
a? =b? = (ab)2
dove H e’ il gruppo dei quaternions.
Nota: la condizione (ab)? = b? equivale a: ba = a~'b.
Proof: Proor skErcH:Con la condizione ba = a~!'b, si dimostra che
G={dV|r=0,1,...,3, s=0,1}
Si osserva che
H={";|r=0,1,...,3, s=0,1}
si dimostra che la seguente funzione e’ ben posta ed e’ un isomorfismo
f(a/TbS) — irjs
O

5 Studio dei gruppi

In questa sezione studieremo i gruppi di ordine 1, ..., 15.

Proposition 5.1. |G| =1 allora G = {e}, e non abbiamo molto da dire.

|G| = 2 allora G = {e,a} = (a) e G =~ Zy per il thm [1.150,pg.61]

|G| =3 allora G = {e,a,b} = (a) = (b) ~ Z3 perche’ 3 e’ un primo e quindi applichiamo la prop
[1.56,pg.20].

Proposition 5.2. |G| =4
Si possono verificare due casi:

G=(a)~7Z4s vV G={e,a,b,c} conola)=o0(b) =o0(c) =2
Nel secondo caso G si chiama gruppo Vier. In ogni caso, G e’ abeliano.

Proof:
|G| =22 = @ abeliano
-~
[2.6,pg.81]
Consideriamo adesso il secondo caso. o(a) deve dividere 4 ([1.54,pg.19]), quindi o(a) = 1,2, 4.
Supponiamo a # e, allora o(a) = 2,4.
ola)=4 = G=/a)
[1.41,pg.14]
ma questo e’ assurdo perche’ siamo nell’ipotesi in cui G non e’ ciclico.
Abbiamo quindi dimostrato che ogni a € G diverso da e ha ordine due.
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Proposition 5.3. |G| =5 allora G = (a) ~ Zs ([1.56,p9.20] e [1.150,pg.61])
Proposition 5.4. |G| =6 Si possono verificare solo due casi:
G~7ZgV G~=S83

Proof:
Basta applicare la prop. [2.7,pg.82], ricordandosi che S3 ~ Ds. Qui di seguito diamo una
dimostrazione alternativa che fa uso del thm di Cayley.
Consideriamo g € G. o(g) deve dividere 6 ([1.54,pg.19]), quindi o(g) = 1,2,3,6

|G| = 6 e’ pari = JaeG: ola) =2
—~
exp.[1.166,pg.70]
0.1. 3beG: o(b) =3
Supponiamo per assurdo che
VoeG o) #3<Vbe G:b#e o(b) =2,6
Se o(b) = 6, allora o(b?) = 3, assurdo.
Se b tali che o(b) = 6 non ce ne sono, allora
VoeG:b#e o(b) =2
= |G| = 2F
—~
prop[4.1,pg.95]
ma questo e’ assurdo perche’ |G| = 6.
Quindi o(a) = 2, 0(b) = 3. Distinguiamo due casi,
CASE: G abeliano
Poiche’ G ¢’ abeliano ab = ba, poiche’ inoltre o(a) = 2,0(b) = 3, per la proposizione
[4.2,pg.95], si ha
o(ab)=2-3=6 = G = (ab) ~ Zg
-~ —
[1.41,pg.14] [1.150,pg.61]
CASE: G non abeliano
Ricordandoci che o(a) = 2,0(b) = 3, consideriamo i seguenti gruppi:
H={e,a}, K=/{ebb’}
0.1.1. K €’ normale

Infatti,
|K| =3 = i (K)—@—§—2 = K normale
= G =K "3
Lagrange[1.53,pg.19] [1.51,pg.19]
0.1.2. H non €’ normale

Supponiamo per assurdo che lo sia.

H, K normali

al=acH beK = ab = ba

HNK = {e} prop. [1.109,pg.45]

b=b
“ “ = o(ab) = 6 = G = (ab) = G abeliano
0(@) =2, O(b) =3 ~~ ~~~
prop.[4.2,pg.95] prop.[1.40,pg.13]

assurdo.

0.1.3. Applichiamo il teorema di Cayley II (vedi [1.162,pg.68])
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Consideriamo

M = {gH}geG

M| =ic(H) = 3
lagrange

S(M) ~ Sg

allora per Cayley
3f : G — S3 omomorfismo
0.1.3.1. f €’ iniettiva
Sempre per Cayley, ker f e’ il piu’ grande sottogruppo normale di H. Ma H = {e,a},
quindi ker f = {e} V ker f = H. Ma H non e’ normale, quindi ker f = {e}.
0.1.3.2. f €’ biettiva
Poiche’ |G| = |S5| e poiche’ f ¢’ iniettiva, per le prop delle funzioni (vedi [AL7,pg.9]),
f € anche surriettiva.
f € quindi un isomorfismo:
G~ Sg
quello che volevamo dimostrare.

Proposition 5.5. |G| =7 allora G ¢’ ciclico e G ~ 77 ([1.56,pg.20] e [1.150,pg.61])

Proposition 5.6. |G| =8, si hanno questi casi
CASE: G abeliano

1. G={a), G~7Zg

2. G={a,b,c) = {aibjck | 4,4,k € {0, 1}},
dove o(a) = o(b) = o(c) = 2

3. G={(a,¢c)={a'd |i=0,1,2,3, j=0,1}
dove o(a) = 4,0(c) =2

CASE: G non abeliano

G~Dy VvV G~Q
dove @Q e’ il gruppo dei Quaternioni.

Proof:
CASE: G abeliano
Applicando il thm [3.2,pg.92] si arriva subito al risultato:
G =7 N G2 Toxlioxlio N G = LyxTls
Dimostriamo adesso lo stesso risultato, senza far uso del thm [3.2,pg.92].
Case: Ja e G: G = (a)
In questo caso G €’ ciclico e isomorfo a Zg
CASE: Yae G:a#e o(a) =2
Per la prop [4.2,pg.95],
|G| = 2F
quindi poiche’ |G| =8
|G| =23
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e
G = (a,b,c) = {a'V'c* | i,5,k € {0,1}}
CASE: Va € G o(a) #8, einoltre da € G:a# e o(a) # 2
Questo caso e’ la negazione dei due precedenti. Poiche’ o(a) deve dividere |G| = 8, si ha
o(a) = 1,2,4,8, ma nel nostro caso, I'unica possibilita’ valida €’ o(a) = 4.
Consideriamo
H = (a) = {e,a,aQ,a?’}
Nota: e’ facile vedere che 'unico elemento di ordine 2 e’ a? (anche per la prop [1.44,pg.15]).
0.0.1. b€ G\H :b#e o(b) =2
Supponiamo per assurdo che preso un b € G\H, o(b) # 2. Considerando le ipotesi del
nostro caso, I'unica possibilita’ valida e’ che
o(b) =4
allora, sia K = (b) = {e,b,b% 0%}
Nota: e’ facile vedere che I'unico elemento di ordine 2 e’ b? (anche per la prop [1.44,pg.15]).
Consideriamo KNH.
0.0.1.1. KNH # {e}
Supponiamo per assurdo che KNH = {e}. Allora presi comunque 4,35,i,j' € Z : i #
i', j# 7 siha
a't! # a’' b’
infatti se per assurdo
dt =ad'V ed=dV T ed " =T =d" e KNH
assurdo contro KNH = {e}.
Quindi I'insieme KH = {a’d’ | i,j =0,1,2,3} ha 16 elementi. Poiche’ siamo nel caso
abeliano KH = HK e quindi per la prop [1.118,pg.48]
KH<G
ma questo e’ assurdo perche’ G ha solo 8 elementi.
In conclusione 3¢ € KNH, ¢ # e.
KNH < K,H, |K|=|H|=4 = \[KNH| =1,2,4

lagrange [1.53,pg.19]

{K*H — |KNH| =2 & KNH = {e, ¢} = (¢)
KnH # {e}
o(c) =2
ma gli unici elementi di ordine 2 in K e H sono a?, b?, quindi deduciamo che
c=a’>=1V"
Consideriamo a~1b, )
(a b)2 = az(b 1)2 \:/ e
a2=p2
ola™'b) =2
Se per assurdo a~'b € H, allora poiche’ solo a? ha ordine 2, si ha
atb=a*eb=acH
assurdo perche’ b ¢ H.
Allora, necessariamente a~'b € G\ H.
Ecco che abbiamo trovato un elemento di ordine 2 che sta’ in G\H. Assurdo contro la
nostra ipotesi iniziale che diceva che non esistevano elementi in G\ H di ordine due.

In definitiva, 3c € G\H : o(c) = 2.
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Considerando H del passo precedente, per Lagrange abbiamo
i (H) |G| 8
) = — = - =
T E

{gH}geG = {H7 G\H}
=G\H=gHcong¢ H
allora se come g prendiamo ’elemento ¢ € G\ H del passo precedente, abbiamo
G\H = cH
Adesso possiamo scrivere per intero G: o
G = HUcH = {e,a,az,a3} U {c,ac,aQC,a%} = (a,c) = {a’cj |i=0,1,2,3, j= 0,1}
G=(a,c)={d'd |i=0,1,2,3, j=0,1}
dove o(a) = 4,0(c) =2
CASE: G non abeliano
Un gruppo di 8 elementi non abeliano €’ il gruppo diedrale D4 (vedi prop. [1.98,pg.41]), il
gruppo diedrale Dy €’ caratterizzato dalle seguenti relazioni (vedi [1.96,pg.39], [1.97,pg.40]):
Dy = (r,s), o(r)=4, o(s) =2
sr=r"1s
Il gruppo @ dei quaternioni e’ cosi’ definito:
Q = {1, %4, ), £k}
— 2 = inversodiz Vx € Q
() z=x-(-1)=—z Vx€Q

i?=-1d=—i i*t=1

quindi

P=olt =g gt=1

=-1,k=—k k=1

ij=k, jk=1i, ki=j

ji=—k, kj=—i, ik=—j
Cominciamo ad esaminare G.

Se per assurdo 39 € G : o(g) = 8 allora G = (g) = G abeliano . Assurdo.
Se per assurdo Vg € G: g #e o(g) = 2 allora per la prop [4.1,pg.95] G e’ abeliano. Assurdo.
Allora,
o(g) =1,2,4
JaeG: a#e, ola) #2=0(a) =4
Consideriamo
H = {(a) = {e,a, a,a® = ail}

gli unici elementi di ordine 4 sono a,a™" (vedi [1.45,pg.16])

G
|H|:4:%:Huormale

Per quanto abbiamo detto
Vye G\H : y#e o(y) =4 & Iy eG\H: y#e, oy =2
XOR
Esaminiamo questi due casi.
CaAseE: Jye G\H : y#e, o(y) =2
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|H| =4 = ig(H) = 2 ovvero, ci sono solo due laterali di H in G e poiche’ G = HUG\H sono H,G\H
y € G\H, G\H laterale di H = G\H = yH
G\H =yH = {y,ya,ya’,ya’} (1)
G = HUG\H = {e,a,d’,d’,y,ya,ya’, ya’}
0.0.1. o(yay™!) = o(a)
Sia p = o(a).
af =e

1

(yay ") =yay ' yay ' =ya’y”

e

(yay™")? = (yay™ ") (ya®y~") = ya’y "

(yay )P =yaly ' =yy ' =e
se per assurdo ci fosse un ¢t < p tale che (yay~—')! = e allora
(yay ) =ya'y ' =ewyd =yeca =e
assurdo contro il fatto che p = o(a).
H normale = yay~' € H

o(yay™') = o(a) =4
gli unici elementi di ordine 4 di H sono a,a~!

= yay_1 =aV yay_l =ale ya=ay V ya = a_ly

CASE: ya = ay

G = HUG\H = {e,a,a®,a,y,ya,ya® ya®}

yal = yagf‘fl = ayalfl =a-ya- a%z = azy . a"fz —- ... = af‘y

ya' = a'y Vi = G abeliano
assurdo poiche’ siamo nel caso in cui G non e’ abeliano.
Quindi I'unico caso lecito e’ ya = a~'y. Allora, considerando anche che o(a) = 4,0(y) = 2,
procedendo come nella dimostrazione del thm [1.97,pg.40] giungiamo a:
G = (a,y)
Quindi, sempre per il thm [1.97,pg.40], I'isomorfismo cercato e’ definito da:
ay! —ris’ i=0,1,...,3, j=0,1
CASE: Yy e G\H : y#e o(y) =4
0.0.1. Dim. chey € G\H, y # e = y%> =a?, ay € G\H
Fissato y € G\H, y # e sia
K =(y)={es,4",v’}
K e H sono normali = HK <{d
—~~

prop [1.119,pg.49]
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Procedendo come nel passo <4>.1 del caso G abeliano, si conclude che
HNK # {e}

HNK = {(c) con o(c) =2
gli unici elementi di ordine 2 di H e K sono a?,y? quindi ¢ = a? = 3>
HNK = {e,a2 = y2}
yeG\H =ay¢ H
infatti, se per assurdo ay € H © ay =a' & y=a'"! = y € H assurdo
sia t = ay
t¢ Hete G\H
Applicando ripetutamente la proposizione
yeG\H, y#e=1y?=d? aycG\H
che e’ stata appena dimostrata, otteniamo:
v =d* z:=ayc G\H
2 =a? t:=az=d*y € G\H
t?* =a® v:=at =a’y € G\H
2?2 =d?, ax =a'y ye G\H
dd=y=z z
Osservando che z,y,z,t € G\H = o(z) = o(y) = o(z) = o(t) = 4=zt =2
abbiamo

2:t2

poiche’ x,y, z,t, a sono di ordine 4, abbiamo anche
x4:z4:t4:y4:a4:e
Si ha pure

af=p"ra Ya#pe{a,z,y 2t} (%)

infatti
o(f) =4 = |(B)| =4 = (B) normale

{ (8) normale

—1
. = af=pF""a (x)
G non abeliano ~
come nel passo 3.1 del caso precedente
Calcoliamo gli inversi dei vari elementi:

Zr = ayr = a2x2:a4=e
~—~

y=ax =>Tr =2z
xz:a3yz:a2ayz:a222:a4:e
ty:a2y2:a4:e 1
9 4 =y=t
yl=ya“y =y  =e
a®=a"!
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Infine, calcoliamo i vari prodotti:
ol o 3,2 2.2 4 _
Yz = 2 y=xy=a"y =aa"y  =aa” =a
()
za=a"1lz=a% = a4y =y
ay =z

3 1

Yy = ay2 =a"=a
az = azy =1
ya = a_ly = a3y =x
Ecco che possiamo definire il seguente isomorfismo tra G e @Q:
e—1

a?— -1
Y1

Z g
a—k

t— —i

T —j
ad— —k

infatti, con queste associazioni ritroviamo proprio Q.

Proposition 5.7. |G| =9.

G e’ abeliano, e si hanno questi casi:
CASE: G e’ ciclico

CASE: G = {a,b), o(a) =0(b) =3

Proof: |G| = 9 = 3% e quindi basta applica la prop [2.6,pg.81]

Proposition 5.8. |G| = 10, si hanno questi due soli casi:
Casge: G e’ ciclico
CASE: G ~ Dj

Proof: |G| =25 =10 e quindi basta usare la prop [2.7,pg.82].
Proposition 5.9. |G| =11 e’ ciclico poiche’ 11 e’ primo.

Proposition 5.10. |G| =12

CASE: G abeliano
1. G~ ZgXZQ XZQ ~ Z@XZQ
2. G~ Z3XZ4 ~ Zlg
CASE: G non abeliano
1. G~ A4
2. G ~ Dg (!da verificare!)
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Proof: Per il caso abeliano basta applicare il thm [3.2,pg.92] e la prop [1.134,pg.55].
Supponiamo G non abeliano. Per il thm di Sylow (vedi [2.8,pg.84]), abbiamo

t/4
dHq, Ho, ..., H; 3-sottogruppi di sylow,
t=1 Zs

K4, Ko, ..., K, 2-sottogruppi di sylow, {U/S
t=1 Zo
Abbiamo allora i seguenti casi:
CasE: t=u=1
In questo caso Hy e’ I'unico sottogruppo di sylow di ordine 3 e K3 €’ 'unico di ordine 4. Allora,
per la prop [2.9,pg.88], Hy, K1 sono normali.

0.1. HiNK; = {e}

HiNK, < H) = |H1ﬂK1|/|H1| = |[HinKi|=1,3
se per assurdo |HiNK;| = 3, allora
H\NK\|=3 = HNK, =H & HCK, & H17K1:>|H1|/\K1|<:>3/4

unicita’ di Hy H; € un gruppo
assurdo
0.2. HHK: =G

H,, K1 normali = H K <G
-~

[1.119,pg.49]
| H1 || K|
|HiK.| = LK | H1|| Ky | = |G
[1.153,pg.63]
K, <G
1= = H K =G
|H K| =G
0.3. G~ Hl XKl
Hy, K1 normali
HiNK; = {e} e prodotto interno di Hy, Ky = G~ HixK;
G=H K, [1.126,pg.51]

H, ¢ ciclico (|Hy| = 3 che €’ primo) e quindi e’ abeliano.
K e’ abeliano perche’ e’ un 2 — gruppo di ordine 2 (vedi [2.6,pg.81])
Hq, K, abeliani \:E_/ H{x K abeliano = G abeliano
[1.130,pg.53]
assurdo.
In definitiva, il caso u =t = 1 non si puo’ realizzare.
CasE: t=4, u=3

heH = o(h)/|Hi| =o(h) =1,3
heK; = o(h)/|Ki| = o(h) = 1,2,4

Gli H; sono 4 sottogruppi distinti di ordine 3, i K; sono 3 distinti e di ordine 4, inoltre, poiche’
H,NK,; = {e}, gli H; sono distinti dai K;. In totale abbiamo quindi il seguente numero di

hEHiﬂKji =h=1
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elementi distinti:
1+ (Hy| =D+ +(|Ha| =D+ (K1 - 1)+ -+ (K3l —1)=1+8+9=18
(i vari 41, —1 sono stati aggiunti per considerare l’elemento e che e’ comune a tutti i sot-
togruppi).
Questo pero’ €’ in contrasto con |G| = 12. In definitiva, anche questo caso t = 4,u = 3 non si
puo’ verificare.
CASE: t=4, u=1
Sia H = H; con un ¢ qualsiasi.

= |£| =
~~ |H|
[1.53,pg.19]

H<G = 3 omomorfismo f: G — S(G/;H) =~
— -
[1.162,pg.68] 1

G/sH] 4 (1)

Sa

~—

0.1. {e} ¢’ il piu’ grande sottogruppo normale di H
JgH;»|J|/|H\:3:s|J|:1,3;sJ:[e] VJ=H

{|H1| =|Hy| =---=|H4| =3 = H non €’ 'unico sottogruppo di ordine 3

= H non €’ normale
-~
[2.9,pg.88]
quindi I'unico sottogruppo normale di H e’ {e}.

Sempre per il thm [1.162,pg.68], ker f €’ il piu’ grande sottogruppo normale di H, e quindi
ker f = {e}, ovvero f €’ iniettiva.

Infine,

I’unico sottogruppo di ordine 12 di Sy e’ A4y = Im f = Ay il gruppo alterno

quindi

G ~ A4
O
Proposition 5.11. |G| = 13 e’ ciclico poiche’ 13 e’ primo.
Proposition 5.12. |G| =15 = G e’ ciclico.
Proof: |G| =15=3-5
La tesi e’ diretta conseguenza della proposizione [2.10,pg.88] O
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6 Esercizi

Example 6.1. Sia G un p-gruppo di ordine p>. Provare che:
1.Vge @G g € Z(@)
2. Va,b € G, aba='b~! € Z(Q)
3. JgeG: ¢ ¢ Z(G) = % e’ ciclico

4. Supponendo che Vg € G o(g) = p, trovare quanti sottogruppi distinti di ordine p esistono

in G
Proof:
1. Dim 1.
o(g) =1,p,p°,p*
3
g'“ N g =e= 0(9)/!’3 = o(g) = 1,p,p*,p’

Lagrange [1.53,pg.19]
Nei casi o(g) = 1, p, p?, si ha gp2 = e, e quindi la tesi e’ vera.
Nel caso o(g) = p3, G €’ ciclico, quindi abeliano, e quindi la tesi e’ vera.
2. Dim 2.

Sia Z = Z(G)
z<G = 1Z)IGl=p" =12 = Lo pt ()
Lagrange [1.53,pg.19]
- Zl>1 Z| =p,p?, p°
G p-gruppo = |Z|>1 = |Z|=p,p°,p

[2.4,pg.80] (%)
Se |Z| = p3, G sarebbe abeliano e quindi non ci sarebbe nulla da dimostrare.

2.1. Dimostriamo che se |Z| = p, p? allora G/Z e’ un gruppo abeliano
CASE: |Z]=p

G/2| =1G/|1Z] = p*

|G/Z| = p* = G/Z ¢ abeliano
CASE: |Z| = p?

|G/Z| =p= G/Z € ciclico = G/Z € abeliano
Consideriamo la surriezione naturale 7:
m:G— G/Z
m(9)=9=972
ab = baoaba b '—eoababl=8
~—
G/Z e abeliano
=aba b ekerr =2
3. Dim 3.
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Si ha che o(g) = p?, infatti,
¢ Z=kern=>gP=g" #£¢€
se per assurdo o(g) = 1,p = g¥ = e assurdo

se per assurdo o(g) = p® = |G/Z| = p* = |Z| = 1 assurdo, perche’ Z ¢’ non banale

Consideriamo i vari casi:
2| = p,p*,p°

Se per assurdo |Z| = p?, allora Z = G e gP € Z. Assurdo.
Se |Z| = p, allora

12| =p=G/Z] = p?

0(g) = p* = G/Z € ciclico
Se |Z| = p?, allora

|Z|=p=|G/Z| =p= G/Z ¢ ciclico
4. Dim. 4

Preso a € G\ {e} consideriamo («).
Preso a; € G\ {{a)} consideriamo (a1).

4.1. Si ha che (@)N{ay) = {e}
Infatti, se per assurdo cosi’ non fosse, si avrebbe |(a)N(a1)| # 1, e allora
{(@)n(ar) < (o) = \<a>ﬂ<al>l/|<a>| =p = [(@)N{a)] =p
assurdo, perche’ ay ¢ (a).
Cosi’ procedendo, avremo

<a>a <041>7 <Oé2>, o

tutti disgiunti tra loro. Poiche’ ognuno di loro e’ di ordine p, abbiamo
Gl-1_p’—1_ (p-1)FE*+1+p)
p—1 p—1 p—1

IGl=z(p-1)+1ez= =p’+1+p

e x ¢’ il numero cercato.
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