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1 Geometria piana

1.1 Segmento
Dato il punto A = (x1,%1) e il punto B = (z2,¥2), la distanza AB e’ pari a

AB = /(z1 — 29)2 + (y1 — 12)2

Le coordinate del punto medio M del segmento AB sono:

T1+ T2 Y1+ Y2
M =
(22 32)

1.2 Retta

Una retta, nella geometria analitica, puo’ essere definita come l'insieme dei punti
che soddisfano un equazione del tipo az + by + ¢ = 0, dove z, y sono le variabili.
Esistono due forme per esprimere 1’equazione di una retta:

ax + by + ¢ =0 equ. generale o implicita

y =mzx + n equ. esplicita

Le equazioni esplicite non possono descrivere rette nella forma az + ¢ = 0.
Quindi una retta r nel piano e’:

r={(z,y) € R? | az + by + ¢ = 0}

1.2.1 Distanza punto-retta

Dato il punto A = (x1,y1) e la retta r : az 4+ by + ¢ = 0, la distanza da
A a r e la lunghezza del segmento perpendicore a r che ha un estremo in A,

analiticamente:
_Jaxo 4 byo + ¢

W ="air

1.2.2 Distanza retta-retta

Se abbiamo due rette r || s, possiamo calcolare la loro distanza.

Siar: axr+by+c=0es: adx+by+c =0, poiche’ sono parallele, (a,b) €’
proporzionale a (a’,b") (vedi [pg.2,par.1.2.3]).

Dato che (a’,b") = k(a,b), possiamo riscrivere s come:

/ / /

b
drx+by+cd =0« %x—l—gy—i—zzo &S ar+by+ct=0

allora la distanza d(r, s) €’

_le—cf
d(r,s) = 7\/m

La dimostrazione consiste nel prendere un della retta r e applicare la formula
della distanza punto-retta con la retta s.



1.2.3 Condizioni di parallelismo

Prendiamo due rette r, s definite dalle equazioni ax+by+c = 0, a’z+b'y+c = 0.
E calcoliamo la loro intersezione:

rNs={(z,y) ER*|ax +by+c=0Adz+by+c =0}
che quindi equivale al sistema:

ar+by+c=0
adr+by+c =0

Le matrici incompleta e completa del sistema sono:
a b a b —c
A= <a/ b/)v C= (a/ % _cl>
CASE: |A| #0

In questo caso, per il teorema di Cramer, il sistema ammette una sola soluzione
(a, B), che descrive il punto di intersezione tra r e s.

CASE: |A|=0

Qui abbiamo che rk(A) = 1, perche’ rk(A) = 0 implicherebbe a = 0,0 =0, e
dato che |A| = 0 non puo’ essere rk(A) = 2. Invece, per rk(C) abbiamo due
ulteriori casi:

Nel primo caso, per il teorema di Rouche-Capelli, abbiamo che esistono oo
soluzioni. Geometricamente, questo vuol dire che le due rette r e s coincidono,
e quindi, per definizione sono parallele.

Nel secondo caso, il sistema non ammette soluzioni (rk(A) # rk(C)), quindi le
due rette non hanno nessun punto in comune, ovvero sono ancora parallele.

In conclusione:
rlls e |Al=0 & ab —d'b=0

se le rette si possono scrivere in forma implita y = mx +n, y = m’z+n’, allora
la condizione diventa:
rlls & m=m

cioe’ se hanno lo stesso coefficiente angolare.

Se abbiamo il punto A = (z1,y1) e la retta r : ax + by + ¢ = 0, per trovare la
retta parallela a r e passante per A basta scrivere a(x — x1) + b(y —y1) = 0 per
ottenere la sua equazione.

1.2.4 Condizioni di perpendicolarita’
Date due rette 7, s definite dalle equazioni ax + by +c =0, 'z + by +c =0,
rls < ad +bb' =0

se le rette si possono scrivere in forma implita y = mx +n, y = m’z +n’, allora
la condizione diventa:
rls e mm=-1



Se abbiamo il punto A = (x1,y1) e la retta r : ax + by + ¢ = 0, per trovare la
retta perpendicore a r e passante per A basta scrivere
—b(x — 1) + a(y — y1) = 0 per ottenere la sua equazione.

1.2.5 Equazioni parametriche

Dati due punti (zo,y0), (z1,%1), 'equazione della retta passante per essi e’:

(y1 — yo)(x — w0) = (w1 — x0) (¥ — Yo)

Infatti, sostituendo (zg,yo) e (21,y1) I'equazione e’ soddisfatta. Equivalente-
mente:

L. Se zg # z1, Yo # Y1
T—Zo _ Y—Yo

r1 — o Y1 — Yo

2. Se xg = x1:

3. Se Yo = Y1
Y ="%Yo

In ogni caso possiamo scrivere ’equazione della retta in forma parametrica:

. x=x9+ k(xy —x0)
Yy =yo+ k(y1 — yo)

Per passare da una forma all’altra, basta introdurre o risolvere il parametro k.
Possiamo aggiungere nel sistema un numero arbitrario di parametri, introduci-
amo allora h:

T = hxo + k1
y = hyo + ky1

h=1-k & 1=h+k

x=x0(l — k) + kxy
y=1yo(l — k) + ki

a questo punto possiamo esprimere questo sistema usando le matrici:

X i) T
yl =h |y | +k|wn
1 1 1
Per convenienzas:
x ) x1
X=lyl, Xo= |y | X1 Y1
1 1 1

e quindi
X =hXg+ kX1

Questa modo di esprimere ’equazione della retta e’ chiamata “forma compatta’.



1.3 Asse di un segmento

Dati i due punti A = (21,y1), B = (22,92), Passe del segmento AB €’ la retta
perpendicolare alla retta AB e passante per il punto medio di AB.

Esiste un teorema che dice che l'asse e’ il luogo dei punti equidistanti dagli
estremi del segmento, quindi se I'asse lo chiamiamo r abbiamo:

Per & PA=PB
con P = (z,y) analiticamente diventa:
V(@ —22)? + (y —y2)? = V(z —21)2 + (y — 1n)?

e quindi elevando al quadrato e semplificando otteniamo 1’equazione di 7:

T 2(x1—x2)x+2(y1fyg)er:z:%—:z:%erg—yf:O

1.4 Bisettrice

Date due rette r, s di equazioni ax+by+c = 0,0’z +b'y+ = 0, le loro bisettrici
b1, ba sono quelle rette che dividono i due angoli che r, s formano in parti uguali.
Le bisettrici sono caratterizzate dal luogo dei punti che hanno ugual distanza

Figure 1: bisettrici

da r e da s. Quindi, dette p1,p2 le due bisettrici di r, s,
PepyVPepy, & Pr=RPs
analiticamente, con P = (z,y):

lax +by +c|  |a'z+by+ |

‘/a2+b2 /a/2+b/2

per “eliminare” il valore assoluto basta considerare questa proprieta’:

la| =b] & a=bVa=-b

e quindi si avranno due equazioni di rette, e piu’ precisamente abbiamo che
Az 4+ By + C = 0 rappresenta ’equazione delle bisettrice, con:

a a b v c c

A= + , B = + ,C = +
\/(12 + b2 \/a/z + b2 \/(12 + b2 \/a’2 1 b2 \/az + b2 \/@’2 102

Osservazione: se avessimo tolto il valore assoluto elevando al quadrato
ambo i membri, avremmo ottenuto un equazione di secondo grado del tipo



ar?+by®+. .., , ovvero una conica. Questa conica descrive contemporaneamente
tutte e due le bisettrici, ovvero descrive » U s. Per trovare le due equazioni
sarebbe stato sufficiente risolvere ad una incognita. Questa situazione e’ un
caso particolare di un fatto piu’ generale: se abbiamo un polinomio f(x) che
descrive una curva ¢; e un polinomio g(z) che descrive ca, f(x)g(z) = 0 €’
l’equazione che descrive ¢; U cg perche’ f(z)g(x) =0 < f(z) =0V g(z) =0.
1.5 Sistemi di riferimento

1.5.1 Traslazione

Se abbiamo due sistemi di riferimento Oy e XQY', con Q = (a,b), dove (a,b)
e’ un punto rispetto a Oy, le equazioni che legano i due sistemi sono:

r=X+a
y=Y +b
1.5.2 Rotazione

Se abbiamo due sistemi, aventi la stessa origine, I'uno ruotato rispetto all’altro
di un angolo ©, le equazioni che li legano sono:

z=Xcos® —Ysin®
y=Xsin®+Y cosO

1.5.3 Rototraslazione

Possiamo combinare sia la traslazione che la rotazione (non importa in che
ordine), ottenendo:

r=a+ Xcos® —Ysin®
y=b+ Xsin® + Y cos©

dove Oy e XQY, con = (a,b), sono i due sistemi di riferimento.
2 Geometria proiettiva

La geometria proiettiva e’ I'estensione delle geometria affine (quella che abbi-
amo considerato fino adesso). E’ costruita aggiungendo la definizione di punto

improprio.
/j.
-

Figure 2: La geometria proiettiva e’ la geometria vista da un occhio



2.1 Piano proiettivo

Limitiamoci a un piano. Associamo a ogni fascio di rette parallele del piano un
punto, che non appartiene al piano, e che chiamiamo punto improprio. In altri
termini, il punto improprio di una retta e’ la sua direzione.

Se prendiamo allora tutti i punti impropri di un piano, nasce la retta impropria,
chiamata anche retta all’infinito:

Teo = {punti impropri del piano}

Nella geometria proiettiva il V postulato di Euclide non vale piu’, infatti, non
esistono rette parallele, dato che tutte le rette hanno un punto in comune (o
proprio o improprio).

Nella geometria affine si distinguono due casi di fasci di rette (il fascio di retta
parallele e il fascio di rette passanti per un punto), in quella proiettiva esiste
solo il fascio di rette che condividono uno stesso punto (o proprio o improprio).

L’insieme dei punti propri e impropri del piano costituisce il piano proiettivo
e si indica con P2,

2.2 Coordinate omogenee

Diamo adesso un’interpretazione analitica al piano proiettivo.
Il piano della geometria analitica euclidea e’ definito come

Piano := R?
Come piano proiettivo, adotteremo il seguente insieme quoziente:

P2 = (R*\ {(0,0,0)}) /=

dove R €’ la seguente relazione di equivalenza:
P una tripletta (x,y,t) tenendo conto di questa relazione:

(x1,y1,t1) ~ (T2,y2,t2) © Ja € R\{0} :  (21,y1,t1) = a(z2,y2,12)

Ovvero, terne proporzionali individuano lo stesso punto.

a deve essere diverso da zero, altrimenti tutti i punti sarebbero uguali a (0,0, 0)
e sempre per questo motivo il punto (0,0,0) non e’ incluso nel piano proiettivo.
Osservazione: in altre parole, P? ¢’ lo spazio euclideo a tre dimensioni,
privato dell’origine, in cui punti appartenenti a una stessa retta passante per
lorigine sono equivalenti. O ancora: una retta dello spazio, passante per
Porigine, individua un punto del piano proiettivo, e viceversa. Vedi figura
[pg.7,par.3].

Definition 2.1.
. _ o T =71t
(z,y,t) € un punto proprio < AT, 7€ R: (z,y,t) = ({T,17,t) o
y=y
I punti propri si caratterizzano nel modo seguente:

P = (z,y,t) punto proprio < t # 0

di conseguenza
P = (z,y,t) punto improprio < ¢t =0



z=1.0

The P2 points are rays inFR3.
The P2 line is = plane inFR3.

Twvo points define a line in P2, In P2 tywo lines intersect st a poirt.
Twvo ravs define a plane inR3. In R3two planes intersect at a ray.

Figure 3: Il piano proiettivo e lo spazio

Definition 2.2. La retta impropria e’ 'insieme di tutti i punti impropri:
Too := {(2,y,1) € P? |t =0}

quindi e’ definita dall’equazione t = 0.

2.2.1 Conversione di coordinate

Per quanto detto, a ogni punto del piano possiamo associare un punto proprio
del piano proiettivo:
(T,y) < (zt,yt,t),t #0

ricordando sempre che (Zt, Jt, t) € il rappresentante di una classe d’equivalenza,
ovvero (Tt, yt, t) ~ k(Tt, yt, t), Vk # 0.
Quindi, per la conversione di coordinate:

e se abbiamo P = (7,7), tutti i punti equivalenti a P in P? sono (kT, k7, k) al
variare di k # 0, quindi per convenienza possiamo prendere direttamente
(@,9,1).

e Viceversa, dato (z,y,t), cont # 0, (%, %) sara’ il punto corrispondente del
piano. Infatti, poiche’ (z,y,t) e’ proprio, 37,7 : (x,y,t) = (Tt, yt, t).
Osservando che (Tt,yt,t) ~ (Z,7, 1), possiamo dare la regola pratica per

passare dalle coordinate omogenee a quelle ordinarie: basta ricondursi alla
forma del tipo (Z,7, 1) e considerare (T, 7).

Scriviamo una retta in coordinate omogenee. Data la retta del piano

r={(,7) €R*|aZ + by +c =0}



considerando che (z,7y) ~ (Zt,yt, t) = (z,y,t) Vt #0, VZ,y € R, avremo
— = 2 = 1 2 €z Y
r={(z7) R |ax+by+c:0}:{(:c,y,t)€7’ |t #0, a?+bg+c=0<:>ax+by+ct20}
Viceversa,
{(z,y,t) EP? |t #0, ax+by+ct =0} ~{(T.7) ER® |aTt + bt +ct =0 aT+by+c=0} =7

Nella pratica, per scrivere I’equazione omogenea, si utilizzano le stesse indeter-
minate dell’equazione ordinaria, quindi nel nostro caso avremo:

ar+by+c=0—ax+by+ct=0

In generale, la regola pratica per convertire un’equazione non omogenea in una
omogenea e’: moltiplicare ogni monomio dell’equazione per una costante t¢, in
modo tale da ottenere monomi che hanno tutti lo stesso grado, ad esempio:

24 32%y — P 42—y +1=0 — 234322y — it + 2t —yt> + 3 =0

per il viceversa basta sostituire t = 1.

2.2.2 Punto improprio di una retta

Il punto improprio associato ad una retta ax + by + ¢ =0 ¢’ (=b,a,0), 0 equiv-
alentemente (b, —a, 0).

(1)1. Dimostriamolo geometricamente
Prima abbiamo visto che a ogni punto (z, y) del piano possiamo associare biu-
nivocamente un punto proprio (z,y, 1) del piano proiettivol. Questo significa
che avanzano i punti impropri. Possiamo allora dire per definizione, che a
ogni retta corrisponde un punto improprio e che a rette parallele corrisponde
lo stesso punto improprio.

Quindi, data la retta r : az 4+ by + ¢ = 0, ogni sua retta parallela deve avere il
suo stesso punto improprio. Se consideriamo la retta parallella a r e passante
per lorigine, cioe’ ax + by = 0, abbiamo che (b, —a,0) ¢’ una sua soluzione,
cosi’ come (kb, —ka,0), al variare di k. O
(1)2. Dimostriamolo facendo uso della retta impropria
Il punto improprio di una retta, essendo improprio, appartiene all’insieme di
tutti i punti impropri, ovvero a r,. Abbiamo gia’ visto che:
Too := {(x,y,t) € P? |t =0}
Scriviamo la retta r : ax + by + ¢ = 0 in coordinate omogenee: ax + by + ct =
0. Adesso basta trovare l'intersezione di r con la retta impropria e quindi
risolvere il sistema
ax+by+ct=0
t=0
dove t = 0 €’ ’equazione della retta impropria.
axr+by+ct=0 - ax+by=0
t=0 t=0
Risolvendo il sistema, troviamo le infinite soluzioni (kb, —ka, 0). O

Ltenendo presente che (z,y,1) ~ k(x,y, 1)



Dal punto improprio (b, —a, 0) possiamo calcolare il coeff. angolare se b # 0:
infatti, (1, —%,0) individua lo stesso punto di (b, —a,0), e —% €’ il coeff. ango-
lare.

La regola pratica per trovare il punto improprio di una curva consiste nell’eliminare
dalla sua equazione tutti i monomi che non hanno grado massimo, ad esempio:
ar+by+t=0 — ax+by=0
B 4+32%y -y 42 —y+1=0 — 23 +32%y =0

e trovare le soluzioni omogenee del tipo (z,y,0), ad esempio:

ax + by = 0 ¢’ soddisfatta da (—b, a,0)
23+ 322y =0 = 2%(z+3y) =0

2 _ —
z¢=0 y r=-3y
t=0 =0

(0,k,0) = (0,1,0) V (—3h, h,0) = (—3,1,0)

Yo =(0,k,0) = (0,1,0) ¢’ il punto improprio dell’asse y
X = (k,0,0) = (1,0,0) €’ il punto improprio dell’asse x
Os = (0,0,k) = (0,0,1) € l'origine di coordinate omogenee.

2.3 Equazione di una retta dati due punti
CAsE: A, B punti impropri

Allora la retta AB €’ la retta impropria, quindi 1’equazione e’:
t=0

CASE: A proprio, B improprio

B = (b,a,0)
A= (370790)

L’equazione e’
a(x — xo) = b(y — yo)

O equivalentemente:

B = (b,—a,0)

A = (20, 0)

a(z —x0) +b(y — yo) =0
Infatti, per quanto detto in precedenza, il punto improprio della retta e’ (b, —a).
Inoltre, 'equazione e’ soddisfatta da A.

CASE: A, B proprio
A= ('IOa Yo, 1)
B

= (xlayhl)
C=B-A=(x1—20,% — %,0)



Quindi si applica il caso precedente per i punti A, C e si ha:

(y1 — yo)(x — x0) = (21 — 0) (¥ — Yo)
Nota: C €’ il punto improprio della retta.

3 Coniche

Una conica e’ il luogo dei punti descritto da un’equazione di secondo grado a
due incognite:

2 2
a11x” + agy” + 2a120y + 2a13% + 2a23y + azz3 =0 (1)
la sua forma omogenea €’
2 2 2
117" + a2y~ + 20122y + 2a132t + 2003yt + asst”™ =0 (2)
Sia
aix a2 ais
A= |a12 az a3
a13 ag23 G33
una matrice simmetrica, cioe’ a;; = aj;. Poniamo

x
X=|y|, Y=
1

S S

allora
(tX)AXzo < (1)

(WV)AY =0 & (2)

3.0.1 Tipi di coniche

Distinguiamo 6 diversi tipi di coniche:
1. Le ellissi, come ad esempio 22 +y? — 2z + 2y —1=0
2. Le parabole, 22 —y =0
3. Le iperboli, 22 — 3% =1

questi primi quattro si chiamano coniche non spezzate, perche’ i polinomi che
le generano sono irriducibili.

1. Unione di due rette distinte, ad esempio

=4 2y—1=0 & 2*~(y—1)’=0 & (z—(y—1))(z+(y—1)) =0

retta r retta s
2. Unione di due rette coincidenti:
(x+y+1)?=0
3. Unione di due rette immaginarie coniugate:
w2 +4y? =0, (x— 2iy)(z + 2iy) =0

Nota: l'intersezione di due rette immaginarie e’ un punto reale.
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3.0.2 Retta-Conica

I punti di intersezione tra una retta e una conica sono i punti che risolvono il
seguente sistema:

(IX)AX =0
X = )\XO + /LXl

dove la prima equazione e’ quella di una conica e la seconda quella di una
retta (vedi [pg.3,par.1.2.5]). Possono essere sia in coordinate omogenea che in
coordinate non omogenea. Risolviamo il sistema nelle incognite A, p:

(tX)AX =0 o t()\Xo + /LXl)A()\Xo + ,LLXl) =0
X:)\X0+MX1 X:)\XQ+,LLX1

X = AXo + puX;

{ X0 ANX + MXApX: + ptX1 ANX + ptX 1 ApX, =0

AQ thAXO —|— 1% (tXlAXl) + )\,u(thAXl) + )\,u(tXlAXo) =0

X = AXo + puX1
t(t AX1 XltAXo = tXlAXO [A ¢’ una mat. Sym]
('XoAX,) = ("XoAX,) [perche’ (‘XoAX;) e’ una mat. 1x1]

= X AX, =X, AX,
)\2(tX0AX0) + ,LLQ(tXlAXl) + 2)\[L(tXOAX1) =0 (1)
X =AXo+pX: (2)

Dall’equazione (1), al variare di u, possiamo ricavarci A e sostiturla in (2), rica-
vando cosi’ i punti d’intersezione X. Quindi, se consideriamo A come incognita,
(1) diventa un’equazione di secondo grado e nascono tre casi:

Case: A >0

Allora la conica si interseca con la retta in due punti reali e distinti.

Case: A=0

Allora la conica si interseca con la retta in due punti reali e coincidenti.

Case: A <0

In questo caso si intersecano in due punti immaginari e coniugati.

Si puo’ anche verificare un caso in cui risolvendo il sistema si ottiene un’identita’,

come ad esempio:
3— 3: =
x> —y 0 o 0=0

In questo caso, tutti i punti che soddisfano la retta x = y soddifano la curva
2% — y3, in altre parole tutta la retta e’ contenuta nella curva.

Theorem 3.1. Data una conica I' e una retta r, si ha
rNl=r VvV rNI[ =2 punti
Corollary 3.2. Sel non e’ spezzata = rN T = 2 punti

Definition 3.1. Definizione di retta r, tangente a una conica I', non spezzata,
in un punto Fy:

r e tangente al' in Py & rNT ={Py, Py}
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Cioe’ se 7 incontra I' in un punto “contato due volte” 2.

La tangente a una conica in un punto improprio si chiama asintoto
3.0.3 Classi di coniche
Data la conica I', non spezzata

I' =ellisse & I'Nry = 2 punti immaginari coniugati
I" =iperbole & TI'Nry = 2 punti reali e distinti
I’ = iperbole equilatera < T' N7 = 2 punti reali e distinti, perpendicolari fra loro(*)

I' = parabola < I'Nr, = 2 punti reali coincidenti
(*) ovvero, due punti impropri che individuano rette perpendicolari fra loro.
1. Data una parabola P, 3 una retta r detta direttrice, Jun punto proprioF, F ¢
r detto fuoco tale che:

P € P, proprio & PF = Pr

2. Data un’ellisse £, 3 i punti Fi, F5, chiamati fuochi tale che:
P c &, proprio <& PF, + Pl =k
Se Fy = F5 allora si avra’ un cerchio.
3. Data un’iperbole Z, 3 i punti F}, F5, chiamati fuochi tale che:

P eZ, proprio & |PF, — PFy| =k

Data la conica I' spezzata

I' = due rette immaginarie distinte < I' N ry = 2 punti immaginari coniugati
I'" = due rette reali distinte < I' N7y = 2 punti reali e distinti

I'" = due rette reali coincidenti < I' N7y = 2 punti reali coincidenti

3.1 Equazioni ridotte e invarianti

Theorem 3.3. Data una conica
I anz® 4 asy® + 2a122y + 24132 + 2a23y + azz = 0

esiste almeno un sistema di riferimento XQY rispetto al quale T' si puo’ scrivere
in una delle sequenti forme:

Cl{llX2 + a22Y2 + Q33 — 0
0511X2 + 2a03Y =0

2in questi appunti usiamo tan(T', inQo, Q1,. .., perPo, P1,..., ) per indicare le rette tan-
genti a I' nei punti Qo,Q1,..., e passanti per i punti Py, Pi,...,
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Theorem 3.4. Data una conica
I': a2+ a22y2 + 2a122y + 2a13T + 2a23y + azs = 0

air a2 as
A= a2 az a2
a13  G23 033
in qualsiasi sistema di riferimento XQY | le sequenti caratteristiche dell’equazione
restano invariate:

1. r(A), la caratteristica di A.

2. det A .

ail; a2

3. Asz = a1 I il complemento algebrico di posto (3,3).

4. I =a11+as, la somma dei primi due elementi della diagonale principale
di A.

Theorem 3.5. Proprieta’ dell’Ass:

e As3 >0 & T ha 2 punti impropri immaginari e coniugati, ovvero puo’
essere o l'unione di due rette immaginarie distinte oppure un ellisse

e As3 <0 < T ha 2 punti impropri reali e distinti, ovvero puo’ essere o
l'unione di due rette reali distinte oppure un iperbole

o As3 =0 < T ha 2 punti impropri reali e coincidenti, ovvero puo’ essere
l'unione di due rette reali coincidenti oppure una parabola; oppure roo C T'.

Proof: Per il thm [pg.12,par.3.3], possiamo scrivere qualsiasi conica in una delle
seguenti forme:
an X% 4+ agY? +azz =0

a11X2 + 2a93Y =0

Limitiamoci al primo caso. Abbiamo che

11 0 0
A= 0 922 0
0 0 Q33
e quindi
_ a1 0
A33 - O 022

(1)1. Dim per Az3 >0
Se Azz > 0 allora aq1a9e > 0, quindi a1 € aigs sono concordi. Consideriamo
I'intersezione ro NI, in coordinate omogenee:

0411X2 + OQQY2 + asg3t =0 N a11X2 + a22Y2 =0 (1)
t=0 t=20
Poiche’ a1 e agy sono concordi, (1) e’ somma di quadrati e quindi €’ ir-

riducibile. Questo significa che le soluzioni sono immaginarie e coniugate. [J
(1)2. Dim per As3 <0

13



Rifacendo lo stesso ragionamento di prima, notiamo che a7 e s sono dis-

cordi, e quindi a11X? + agY? diventa una differenza di quadrati, ovvero

a11X? + agY? e riducibile in R[z,y] e quindi la (1) ha due soluzioni reali e

distinte. O
(1)3. Dim per Az3 =0

ay1aie = 0. Distinguiamo i vari casi:

CASE: a1 = o =0
il sistema diventa
0=0
t=0
e quindi 7o, CT [
CASE: aq1 = 0, Q22 7é 0
il sistema diventa

Le soluzioni sono quindi: (z,0,0), (z,0,0). Ovvero due punti reali e coinci-
denti.
CASE: a11 7é 0, age =0
e’ analogo a quello di sopra.
Se, invece, la conica e’ della forma
Ol11X2 + 2@23Y =0

allora
a1 0 0
A= 0 0 o3|, asz=amy
0 Q32 0
e quindi
Azz = O%l 8’

poiche’ A3z ha det uguale a zero, dobbiamo considerare solo un caso.
CASE: a11 =0
allora il sistema d’intersezione con r., diventa:

0=0
t=0
equindi roo CT

CASE: aq1 7é 0
il sistema diventa

a11X2+a23Yt=0 N X2=0
t=0 t=0
e quindi abbiamo due sol. reali e distinte.

(1)4. Dim <
Supponiamo che I'Nry, in due punti reali e distinti. Se per assurdo Azz = 0,
per quanto visto, avremo I'Nry, in due punti reali e coincidenti, assurdo. Se
per assurdo Agz > 0, avremo due punti img. Quindi, per esclusione A3 < 0.
In modo analogo si procede per gli altri casi.

Corollary 3.6. Se I" non e’ spezzata,

e As3 >0 & T e’ un ellisse.
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o A33 <0 < T e’ un iperbole.
e A33=0 < T e’ una parabola.

Theorem 3.7. I =0 = ro CI' V T' ha due punti impropri reali e distinti
che individuano rette 1 tra loro.

Proof:
Per il thm [pg.12,par.3.3], possiamo scrivere qualsiasi conica in una delle
seguenti forme:
0511X2 + OLQQY2 + 33 = 0 (1)

a11 X2 + 2023 =0 (2)

Case: (1)
abbiamo che
11 0 0
A= 0 29 0
0 0 Q33
e quindi I = aj1 + agy. Per Hp I = 0, allora ay;; = —ags. Consideriamo
oo NI
011 X% + Y2 + agst? =0
t=0
Se a1; = —age = 0 allora ro, C T, altrimenti se a;; = —az9 # 0 abbiamo
{anx2+agzy2+aggt2:o L Xy =0 (XY =0 6 (@-y)(aty) =0
t=20 t=20 t=0

le soluzioni sono (z, x,0), (z,—x,0) che sono lastessa cosadi(1,1,0), (1,—1,0).
Qquindi abbiamo due punti impropri reali e perpendicolari fra loro (perche’
(m=1)-(m'=-1)=-1)

CASE: (2)
siamo in questa situazione:
11 0 0
A=10 0 o3|, age=ans
0 32 0

e quindi I = a3; =0, allora ro NT e
20(23Yt =0 0=0
~
t=0 t=20
quindi roo C T O
Corollary 3.8. Se I non e’ spezzata, I =0 = T e’ una iperbole equilatera.

Theorem 3.9. Sia 7(A) il rango della matrice simmetrica A della conica T,
allora

e r(A) =1 & la conica si spezza in due rette coincidenti
o r(A) =2 & la conica si spezza in due rette distinte
e 7(A) =3 & la conica non si spezza

Proof:
Hl. r(A)=1=T=r=s
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CASE: la conica e’ nella forma aq1X? + a22Y? + a33 =0
Abbiamo che

11 0 0
A= 0 9292 0
0 0 Q33

A ¢’ una matrice ridotta, dato che tutti i suoi elementi sono speciali. Poiche’

r(A) €’ il numero di elementi speciali, e per Hp r(A) = 1, almeno due elementi

devono essere nulli. Quindi le tre possibili equazioni sono:
X?=0VvY’=0V#=0

in ogni caso abbiamo che T si spezza in due rette coincidenti.

CASE: la conica e’ nella forma aq1X? + 2a23Y =0

Q11 0 0
A=10 0 ao3 |, ass=ass
0 32 0

Poiche’ aiza = a3 e poiche’ due elementi speciali devono essere nulli (dato
che r(A) = 1), 'unica possibilita’ €’ che sia a3y = ao3 = 0, quindi ’equazione
diventa X2 = 0. In conclusione, anche in questo caso abbiamo due rette
coincidenti. O
(1)2. r(A) =2=Tsispezzainr # s

Se la conica €’ nella prima forma, un elemento speciale di A deve essere nullo
e quindi un termine di a1;X? + a22Y? + a3z = 0 deve essere nullo. In ogni
caso, I’equazione diventa o somma o differenza di quadrati e quindi la conica
si spezza in due rette distinte (che possono essere o immaginarie o reali).

Se invece la conica e’ nella forma aq1 X% + 2093 =0, A €

11 0 0
A=1 0 0 o3|, asx=ams
0 Q32 0

poiche’ aszys = a3 e 7(A) = 2, 'unica possibilita’ che rimane e’ a;; = 0,
quindi abbiamo
2003Yt=0 & Yt=0 & (Y=0Vvt=0)

e quindi si spezza nell’unione della retta impropria e dell’asse X O
Adesso dimostriamo il viceversa dei casi fin’ora considerati, cosi’, per esclusione,
dimostreremo automaticamente r(A) = 3.

(1)3. Dimr(A)=1«<T=r=s

Abbiamo due rette coincidenti r, s in cui I' €’ spezzata. Prendiamo la retta

r e una qualsiasi sua perpendicolare. A partire da questo nuovo sistema di

riferimento scriviamo ’equazione della conica:

Y2=0
allora
0 0 O
A=|0 1 0
0 0 O

e quindi r(A) = 1. Poiche’ r(A) ¢’ un invariante, questo vale per tutti i sistemi
di riferimento.
Se le due rette coincidenti sono re = 70, allora abbiamo t? = 0 e quindi

0 0 0
A={(0 0 0
0 01

(1)4. Dim r(A) =2 < T si spezza in r # s
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Distinguiamo tre casi

CASE: 7 = T

Consideriamo s come ’asse X e prendendo un suo punto qualsiasi, costruiamo
I’asse Y. In questo nuovo sistema di riferimento 1’equazione di I' diventa:

Yt=0
Quindi
00 0
A=(0 0 %] = r(4)=2
0 10

CASE: r# s, r| s
Costruiamo la retta equidistante da r e da s e chiamiamola X. Scegliendo
un qualsiasi punto di X costruiamo 'asse Y. In questo nuovo sistema di
riferimento 'equazione dir e’ Y = —kedis: Y =k, quindi 'equ di T":

Y —k)(Y+k)=Y?-k*=0
e quindi

CASE: r incidente a s
Prendiamo le bisettrici di entrambe le rette, una la usiamo come X e l’altra
come Y. L’equazione di r diventa allora ¥ = mX mentre quelladi s: Y =
—mX, quindi
I': Y -—mX)(Y+mX)=Y?-m?X?=0

e quindi

-m? 0 0

A= 0 1 0] = r(4d)=2
0 0 0

Poiche’ abbiamo visto che

e 7(A) =1 & la conica si spezza in due rette coincidenti

e 7(A) =2 & la conica si spezza in due rette distinte

per esclusione otteniamo: 7(A) =3 < la conica non si spezza

Corollary 3.10. Poiche’r(A) =3 < |A| #0, per il cor [pg.14,par.3.6] si ha
o [A|#0 A A33 >0 & T e’ un ellisse.

o |[A|#0 A A3z3 <0 < T e’ un iperbole.

o |[A|#0 A A33 =0 & T e’ una parabola.

3.2 Equazione retta tangente

In [pg.11,par.3.1] abbiamo dato la def. di retta tangente a una conica. Adesso
troviamo la sua equazione. Data la conica I' : ‘XAX = 0, non spezzata, e

preso un Py € T, 'equazione della retta tan(T", inPy) €’

XoAX =0

Proof:
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Dapprima individiamo una caratterizzazione delle rette tangenti a I'. Data
una retta r passante per Py e Pp:
rtgaFinPo = thAXlzo
dove X sono le coordinate omogenee di P; e XqgAX; €’ un numero.
Proof:
(3)1. Dim =
L’equazione di r, in forma compatta, e’ X = AXy + uX;, scrivendo il
sistema per trovare i punti d’intersezione I'N 7, cosi’ come abbiamo fatto
in [pg.11,par.3.0.2], otteniamo:
)\Q(tXOAXo) + ﬂz(tXlAXl) + QAM(thAXl) =0 (1)
X =2Xo+pXy
Poiche’ Py € T, si ha ‘XqgAX, = 0:
t t _ t
[L(,U,XlAXl + XoAXl) =0 - 1 = 0 v [ty = : XoAX1
X:)\Xo-f—MXl XlAX1
Nota: XX AX; # 0, infatti, se per assurdo lo fosse, allora P, € ' N7, ma
questo e’ assurdo perche’ r, essendo tangente, e’ tale che rNI" = { Py, Po}.
Sostituendo g = p1 = 0 in X = AXy + pX; ritroviamo X = A Xy = F.
Poiche’, per Hp, r €’ tg u deve individuare lo stesso punto, e quindi anche
o deve individuare Py, cioe’

—1X0AX, '
1 = o O(E)tXlAXl 0 = XodX1 =0
(3)2. Dim <«
Per Hp (‘X0AX;) = 0, quindi sostituendo nell’intersezione r N T" otteni-
amo:

AN (1X0AXo) + 2 (1X1AX,) =0
X =2Xo+ pXy
Poiche’ Py € T, si ha ‘XqAX, = 0:
P2 (X1 AX1) =0
X = AXo + pXy
Ovvero r NI = {Py, Py}
Adesso facciamo vedere che prendendo una retta s passante per Py della

forma s: 'XgAX =0, si ha che
XoAX; =0 & r=s

= =pu=0 = X=X XXo=PF

Proof:
(4)1. Dim =
Per le nostre Hp iniziali, Py, P, € r, T tgin Py, Py € s
Inoltre ‘XqgAX; = 0 < P; € s. Quindi, r,s sono due rette che
passano per gli stessi due punti, cioe’ coincidono.
(4)2. Dim <
Py,PEr=s = P €s = XgAX; =0
Ricapitolando tutto abbiamo:
rtgalin Py & XpAX:1=0 & r=s
Se quindi ¢ €’ la retta tangente, avra’ allora la stessa equazione di s, cioe’:
t: thAX =0
O

Proposition 3.11. Data la conica

a112” + azy® + 2a122y + 24137 + 2a23y = 0
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passante per lorigine (cioe’ con ags = 0), la retta tangente a essa, passante per
lorigine e’ a13x + as3y =0
Proof:
La A della conica €’:
ail aiz2 ai3
A= a2 a2 a
a1z a3 O
Per cio’ che abbiamo detto, la retta tangente ¢’ *XgAX, dove in questo caso
Xo =[0,0,1] (origine). Quindi
aix aiz2 ais €T
(0 0 1) Q12 Q22 G923 y] =0 & azx+asy=0
aiz a3 O 1

3.3 Equazioni canoniche
Data I' non spezzata, cioe’ con |A| # 0, abbiamo:

I' = ellisse o iperbole < la sua forma ridotta €’ di tipo (1)

I’ = parabola < la sua forma ridotta e’ di tipo (2)
Le due forme ridotte sono (vedi [pg.12,par.3.3]):
a1 X%+ anY?+ a3 =0 (1)
a11 X2 4 2a23Y =0 (2)

Proof:
Data un’ellisse o un’iperbole Z, per definizione, Z Nro = { Py, P1}, Py # P1.
L’unica equazione ridotta che messa a sistema con t = 0 da’ due punti distinti

e’ il tipo (1). Questo perche’ la (1) puo’ essere o differenza o somma di
quadrati.

Data una parabola P, per definizione, P Nro = {Py, Po}. Allora, l'unica
equazione che, a sistema con ¢ = 0, da’ due punti coincidenti €’ la (2). Infatti:
{a11X2 +200Yt=0 {X2 -0
t=20 t=0

3.3.1 Parabola

Poiche’ 1a forma ridotta della parabola e’ ai11 X 2+2as3Y = 0, possiamo condurla

a:
M ¥2 o y = agX?

annX?+2a3Y =0 & YV =—
23
Questa ¢’ la sua forma canonica.

Y = aX? ¢ una parabola che
1. passa per l'origine
2. ha Y per asse di simmetria
3. F=(0,4)

4 1

. la sua direttrice e’ y = — =
4a
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3.3.2 Iperbole e ellisse

Poiche’ la forma ridotta dell’iperbole e dell’ellisse €’ a1 X% + a92Y? + g3 = 0
possiamo condurla a:

X2 Y? X2 y?
0411X2+a22Y2+a33:0<:>T33+ T3321<:>7 ?Zl
Q11 Q2
CASE: A,B>0
possiamo ricondurla a
X2 Yy?
et

Questa e’ la forma canonica dell’ellisse reale.
CASE: A,B<0

possiamo ricondurla a
X2 Y2

@t =
Questa ¢’ la forma canonica dell’ellisse immaginaria (tutti i suoi punti sono
complessi).
CASE: A>0,B<0 VvV A<0,B>0
possiamo ricondurla a
X2 y? X2 y?
@ E st e —Ety =l

Questa €’ la forma canonica di un iperbole. La differenza tra le due e’ che la
seconda e’ espressa nel sistema di riferimento in cui 'asse X e’ stato sostituito
da Y e viceversa.

Proprieta’ dell’iperbole canonica:
1. T punti impropri di un’iperbole sono

{‘zj};ttO} = {Y:i%X:tZO} = {(a,b,0), (a,-b,0)}

2. L’asse X,Y sono di simmetria per l'iperbole canonica. O €’ il centro di
simmetria.

4. Gli asintoti, che sono le rette tangenti nei punti impropri sono: ¥ = j:gX
Per ricavarli, basta usare la formula di retta tangente (‘XqAX = 0) appli-
cata a (a,b,0), (a,—b,0), cioe’

L0 0\ [z
(@ +b 0)[ 0 3 O y| =0 YV=+-X
o 0 -1/ \1 “



Proprieta’ dell’ellisse canonica:

1. L’asse X,Y sono di simmetria per 'iperbole canonica. O e’ il centro di
simmetria.

2. CASE: a? > b?

c= Va2 — b2

Fy = (—¢0)

FQE(Cvo)
CASE: b? > d?

c=+b?—a?

Flz(O,c)

FZE(O7_C)

3.4 Polarita’

Data una conica non spezzata I', possiamo definire la seguente applicazione
biunivoca:

T:P—TR

Dove P ¢’ il piano, e R ¢’ I'insieme di tutte le rette del piano. La legge e’
m(P)={Q € P |'PAQ =0}

In altre parole, a ogni punto P viene associata la retta di equazione ‘PAX = 0,
dove A e’ la matrice sym di I.

7w e’ chiamata polarita’

m(P) = r e’ chiamata retta polare di P. P € chiamato polo di r.

(0)1. Dimostriamo che 7 €’ biunivoca

Proof: La biunivocita’ di 7 equivale a:
VreRIAPeP: n(P)=r
(1)1. Prendiamo allora una retta r : ax +by+c = 0 e verifichiamo se il sistema
{(z,y) € P|ax + by +c=0} =x(P)
, con incognite le coordinate di P, ammette una e una sola soluzione.

LET: P = (20, Yo, to)

7(P): 'PAX =0 & (a11w0 + a12y0 + arsto)z + (a21xo + azeyo + azsto)y + (asi1zo + aseyo + assto)t
@110 + a12Yo + a13to = a

{a$+by+c} :W(P> = a$+by+C:tPAX =4 a21]}0+a22y0+a23t0 :b
a310 + az2yo + azslo = ¢

I non spezzata = |A| #0 = per Cramer, il sistema ammette un unica soluzione

Nota: Il sistema non e’ omogeneeo, perche’ se per assurdo a = b = ¢ = 0,

l’equazione ax + by + ¢ = 0 non rappresenterebbe nessuna retta. Inolte, poiche’

la soluzione del sistema e’ unica, non sara’ (0,0, 0), che e’ invece unica soluzione
del sistema quadrato omogeneo. O
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Theorem 3.12. Teorema della reciprocita’.
Dati Py, P, € P
Py € 7T(P1) & Pe 7T(P0)
Py, Py si dicono punti coniugati.
w(Py), m(Py) si dicono rette coniugate.
P, € w(Py) si dice autoconiugato

Proof:
()1. Dim <
Pyen(P) & 'PLAP =0 & 'PyAP, =0 < P, € {'{P)AX =0} & P, en(R)
()
Nota (*)3
O
Proposition 3.13.
Pel & Pen(P)
I punti autoconiugati sono tutti e soli quelli che appartengono alla conica.
Proof:
Pel & 'PAP=0 < Pcn(P)
O

3.4.1 Costruzione della retta polare

Vediamo adesso, geometricamente, chi e’ la retta polare del punto P = (x9, yo, to)-

CASE: PeT

Per la proposizione [pg.22,par.3.13], si ha
Pel & Pen(P) & 'PAP=0

'PAX = 0 ¢’ I'equazione della retta tangente in P a I'. Questo vuol dire che
la retta polare di un punto della conica €’ la retta tangente in quel punto, e
viceversa.
Nota: qui abbiamo visto il caso in cui la tangente passante per P a I' ¢’ una
sola.

CASE: P ¢ T, ed esistono due tangenti passanti per P a T’

Figure 4: Polare di P

In questo caso la polare si costruisce cosi’:

3(x) per quanto avevamo osservato in [pg.11,par.3.0.2] si ha ¥X; AXo = tXoAX;
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1. Sia @ una tangente a I', passante per P.

2. Sia R il suo punto di tangenza con I'.

3. Sia b l'altra tangente a I', passante per P.

4. Sia S il suo punto di tangenza con I

5. La retta r passante per R, S e’ la polare di P.
(2)1. Dimostriamo che r = 7(P)

Proof:
Re RS, SehS = 2(x(R)"(S)) = RS N #(P) = RS
lemma [pg.24,par.3.15] ~~
w(R)=r, ©(S)=s, P=rNs
O

Case: P ¢ 7T, la tangente a I', passante per P non esiste
In questo caso la polare si costruisce cosi’:

Figure 5: Polare di P

1. Sia @ una retta passante per P e siano {H,K} = a NT i suoi punti
d’intersezione con I'.
2. Sia b una retta passante per P, distinta da a, e siano {U,V} =bNT i suoi
punti d’intersezione con I'.
3. Siano t1, t3 le tangenti a I' passanti rispettivamente per H e K. Sia {A} =
t1 Nta.
4. Siano t3, t4 le tangenti a I" passanti rispettivamente per U e V. Sia {B} =
ts MNity.
5. La retta r, passante per A, B e’ la polare di P.
Proof:
t1,ts sono le tangenti di I passanti per A. Per quanto abbiamo visto nel
caso precendente, la retta K H, ovvero la retta a e’ la polare di A. Con
lo stesso ragionamento su B:
a=m(A), b=mn(B)
Applichiamo due volte il thm di reciprocita’:
Pea=n(A) & Aecn(P)
Peb=n(B) & Ben(P)
Ed ecco provato che 7(P) passa per A, B.
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3.4.2 Diametri e centri

Definition 3.2. Data la conica I' non spezzata,
CePsidicecentrodiI' & 7(C) =ry
Dato P € 1o, m(P) si dice diametro.

Proposition 3.14. Data la retta d, e C' centro di I', si ha:
d = diametro < C €d

Owvero, 1 diametri sono tutte le rette passanti per C

Proof:
d = diametro < d = 7(Px)
Poen(C)=re & Cen(Pyx)=d [thm di reciprocita’]
Lemma 3.15. Data una rettar e Py, Py €7,
7T(7T(P1) N W(PQ)) =T

ovvero, il polo di r e’ il punto di intersezione tra la polare di Py e la polare di

P,

Proof:
LET: Py = n(P1) N7(Ps)

Py € 7T(P1) & Pe 7T(P0)

P0€7T(P2)<:>P2€7T(P0)

’R'(Po): P1P2 =T
~——

retta passante per P, Pa

3.5 Ellisse o iperbole

Vedremo come calcolare il centro e gli assi di simmetria di un ellisse o do una
iperbole.

Proposition 3.16. Data T, ellisse o iperbole, siano a,b gli assi di simmetria
diT. C=anb e’ il centro di simmetria. Si ha:

m(C) =T
ovvero, il centro di simmetria e’ anche il centro di T.

Proof:
(1)1. Dimostriamolo nel caso dell’ellisse
LET: 'Na = {Al, Ag}
I'nb={By, B2}
t; = tan(T', inAy), to = tan(T', inAs)
s1 =tan(T, inB1) sz = tan(T', inBs)
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Considerando che a L b (gli assi di sym sono perp tra loro), si avra’:
t1 La,ta L a=t1] tz (vedile note a pag. 37)

ti][t2 ] b

sills2]a
Quindi t1, t2, b avranno lo stesso punto improprio P’ e s1, s, a avranno P”.
Poiche’ le rette tan(T', perP’) sono due (t1,t2), siamo nel secondo caso del
paragrafo [pg.22,par.3.4.1] e quindi w(P’) € la retta passante per A, A,
ovvero 7(P') = a.
Con ragionamento analogo si vede che 7(P”) e’ la retta passante per By, Ba,
ovvero m(P") = b.
Riassumendo:
n(P')=a, n(P")=b, P',P" €ro = a,bsono diametri
= C, centro, C € a, C € b [thm [pg.24,par.3.14]]

al b = anb=un solo punto = C
Nota *

Proposition 3.17.
C = dl N dg, dl, dg diametri, dl 35 dg

ovvero, il centro di " e’ l’intersezione di due qualstasi diametri. Per convenienza
possiamo allora usare:
C=7(Xoo)N7(Ys)

dove Xoo = (1,0,0) e’ il punto improprio dell’asse x e Yoo = (0,1,0) quello
dell’asse y.

Praticamente, per calcolare il centro si dovra’ risolvere il sistema
= W(Xoo) o a11T + a1y +a13 =0
W(Yoo) a21x+a22y+a23 = 0
ATTENZIONE®

Proof:
Dal lemma [pg.24,par.3.15], prendendo P’, P” € r,, segue che
m(C)=7(x(P)N7m(P") =re & C=n(P)Nm(P")
allora scegliamo P’ = X, P” =Y, Calcoliamo 7(X):
a1l a2 013 z
W(XOO)I thoAX:O = (1 0 O) a1 Qa29 Q23 Yy =0
az1 asz ass 1

& anr+apy+asz=0
Calcoliamo (Yoo ):

F(Yoo) : LS/OOAX =0 & (0 1 0) a1 QA29 G923
az1 asz ass

— <
I
o

& A1 + G2y + a3 = 0 [ricorda che a1y = 0,21]

4La (*) mostra anche che a, b sono congiugati, cioe’ P’ € w(P"), P" € n(P")
5Con a1z ci riferiamo all’elemento a2 della matrice A associata alla conica: se il coefficiente

di zy €’ ¢, allora a2 = %, e non c!
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Theorem 3.18. Data ', iperbole o ellissi, si ha
a19=0 < gl assi di sym di I' sono paralleli agli assi cartesiani

Proof:
()1. Dim =
Calcoliamo il centro di I':
a11% + a2y +a13 =0

~~~ =
I anxr+az=0 ay as
=0 & 3 & 0= (-2, -2
21 +ag2y + azz =0 agoy + asz =0 a11 22
~~
=0

e adesso trasliamo la conica nel nuovo sistema di riferimento XCY:
a113” + agy” + 20127y + 2a137 + 2a23y + azs =0 —
ais az3 ais a3 ai3 a3
all(X — 7)2 —+ GQQ(Y — 7)2 —+ 2a12(X — 7)(Y — 7) -+ 2(113(X — 7) + 2(123(Y — 7) + ass — O
ail a2 aii a2 ail a22
& anX?+apY?+h=0, [doveh e un termine noto)
~—
a12:0
X ha solo esponente pari, Y ha solo esponente pari = X, Y'sono assi di simmetria.
Poiche’ X || Z, Y || ¥, la tesi € dimostrata.
(1)2. Dim <=, ma solo nel caso dell’ellisse reale
Scriviamo D’ellisse nella sua forma canonica rispetto al sistema di riferimento
XCY
X2 Y?
@ Tl
poiche’ X || Z, Y | ¥, la possiamo scrivere rispetto a 2Oy come:
2 2
T+«
@ra)?  Wwor
a
portandola a forma intera, vediamo che ais, cioe’ il coefficiente di xy, e’ 0.
O

Theorem 3.19. .
Data ellisse con a2 # 0, le radici dell’equazione

2
aigm” + (a1 — age)m —az =0
sono i coefficienti angolari degli assi di simmetria dell’ellisse.

Proof: Gli assi di simmetria sono dei diametri, perche’ per quanto visto nella
proposizione [pg.24,par.3.16], passano dal centro C. Inoltre, poiche’ sono per-
pendicolari tra loro, sono anche diametri coniugati (’avevamo visto nella di-
mostrazione della prop. [pg.24,par.3.16]).
(1)1. Calcoliamo tutti i possibili diametri coniugati tra loro

LeT: D' = (1,m',0),D = (1,m,0) € r

I due diametri 7(D’), 7 (D) sono coniugati < D € n(D"), D’ € n(D), ovvero

tDAD’ = 0:
a1 a2 a3 1

(1 m O) ag1 Q22 423 m’ =0
as1 a32 433 0

& (a11 + aiam) + (ag1 + azam)m’ =0 & asamm’ + ajom + azym’ + a1; =0
/ / _
< aggmm’ 4+ ajz(m+m')+a;; =0

a12=a21
Questa e’ I'equazione dei diametri coniugati.
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(1)2. Adesso calcoliamo gli assi di symmetria
Poiche’ gli assi di simmetria sono perpendicolari fra loro, imponiamo che pure

i diametri lo siano L, cioe’ che mm’ = —1. Abbiamo:
m =—-—
m
— agom + alg(mQ — 1) +a1m=0 < a12m2 + (a11 — agg)m —a12 =0

O

Proposition 3.20. Applichiamo quello che abbiamo wvisto fin'ora. Data una
iperbole o ellisse T', per calcolare i suoi assi di simmetria si procede in questo

modo: CALCOLARE
LET: C = (2, Yyc), centro di T GLI  ASSI
CASE: a12 =0 SYM

gli assi di simmetria sono paralleli. Poiche’ sono dei diametri, e passano per il
centro, si avra’:

asse 1: r = x.

asse 2: Yy =y,
CASE: a12 #0

Siano my, mo le radici dell’equazione
2
a1am” + (a11 — agz)m — a2 =0
allora gli assi saranno
asse 1: y —y. = my(x — x.)

asse 2: y —y. = mo(x — x,)
Theorem 3.21. Data l'iperbole con a2 # 0, le radici dell’equazione
asom? + 2a19m + a1 =0
sono i coefficienti angolari degli asintoti dell’iperbole.

Proof:
Per definizione, gli asintoti sono tangenti a I' nei punti impropri P’, P" €
I'Nry.
(2)1. Gli asintoti sono autoconiugati
LET: t = asintoto
P=tnT
PROVE: t=n(P’)
P eT = x(P’) € la retta tangente in P’ (vedi par. [pg.22,par.3.4.1]).
Questa retta e’ proprio ’asintoto.
(2)2. Gli asintoti passano dal centro, ovvero sono diametri
Abbiamo visto che 7(P’) e un asintoto.
P €ry = w(P') diametro = C € n(P’)
(2)3. Usiamo ’equazione dei diametri coniugati (vedi [pg.26,par.3.5])
Per trovare gli asintoti, basta trovare tutti i diametri autoconiugati®, ovvero
imponiamo all’equazione dei diametri coniugati che m = m':
asomm/ + ajp(m +m') + ay; = 0 — agom? + 2a10m +a;; =0

Proposition 3.22. Gli asintoti dell’iperbole possono essere calcolati in diversi
mods.

6infatti, i diametri sono le rette passanti per C. I diametri tangenti a T' nel proprio polo,
sono gli asintoti. Gli asintoti sono autoconiugati.
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CASE: Metodo 1

Si calcolano i punti impropri di ', e si usa ’equazione della

retta tangente, imponendo che passi per i punti impropri. Cioe’, se i punti
impropri sono P', P" allora i due asintoti sono 'P’AX =0, 'P"AX =0

CASE: Metodo 2

Siano my, mg le radici dell’equazione (vedi thm [pg.27,par.3.21])

2
asom” + 2a19m + a1 =0
Le equazioni degli asintoti sono:

as. 1: y—ye. =mi(x — ;)

as. 2: y—yeo = ma(x — )

CASE: Metodo 3

Siano P',P" i punti impropri dell’iperbole, allora gli asintoti, dato che pas-
sano per il centro, sono quelle rette che hanno per coefficiente angolare i punti
impropri, e passano da C. Ouvero, se P' = (1,m’,0), P = (1,m,0), allora

as. 1: y—y. =m(x — x.)

as. 2: y—yo=m'(z — )

Infine, gli assi di simmetria si possono calcolare usando gli asintoti: essi sono
le bisettrici degli asintoti.

3.6 Parabola

La parabola I' si incontra con 7., in due punti reali coincidenti, ovvero 7., €’
tangente a I' in un punto P,,. Per questo motivo, P,, ¢’ un punto autoconiugato,
ovvero Py, € m(Px), T(Px) = reo-
Quindi, Py, punto improprio della parabola I', € anche il suo centro e inoltre
s € un suo diametro. Tutti gli altri diametri propri, dovendo passare dal
centro, saranno tutte rette parallele tra loro, e in particolare saranno parallele
all’asse di simmetria.

Per calcolare ’asse di simmetria usando le coordinate polari si procede in
questo modo:

1. Sia P = (1,m,0) € ro il punto improprio di I (che si calcola ponendo a
sistema 'equ di I' con ¢ = 0).

2. Sia P’ = (1,m’,0) € r il punto perpendicolare a P.
3. m(P"): 'P’AX =0 ¢ l'asse di simmetria di T.

Proof:
Sia r 'asse di sym di I'. Poiche’ 7 €’ un diametro, passera’ per P = (1,m,0) €
T'so, il centro di T'.
Sia V 1'unico punto d’intersezione tra I' e 7.
Consideriamo ¢ = tan(T",inV’). Si ha che ¢ L r, e quindi il punto improprio
dite P'=(1,-1,0).
Dato che t e ro, sono due rette tangenti a I" passanti per P’, per costruzione
(vedi [pg.22,par.3.4.1]) abbiamo che 7(P’") = r.
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Per calcolare I'asse di sym usando il fascio di rette:
1. Sia P = (1,m,0) € r il punto improprio di T.
2. Sia P = (1,m/,0) € r il punto perpendicolare a P.

Sia f: y =m'x + k il fascio di rette con coeff. angolare m’

L

Dal sistema f N T, imponendo A = 07, si ottiene k

5. Con il k ottenuto, si ricava il punto di incontro V' = fNT', che corrisponde
al vertice.

6. La retta passante per V con coeff. angolare m e’ ’asse di sym.
Una volta trovato 'asse di sym r, il vertice e’ V. =rnNT.

Example 3.3. Supponiamo di avere r : 2z+2y—1=0,T: 2?+y?+2zy—2x =
0, il vertice e’
ey 22y —20=0
20 4+2y—1=0
un metodo pratico per risolvere questo sistema, che si puo’ sempre applicare nel
caso di una parabola, e’ il seguente:

1
{x2+y2—|—2xy—2x:0 @{(m+y)2 20 =0 <:>{4—2$=0

2% +2—1=0 rty=3
1 3
]/'27’ = —
8" Y73

Una volta trovato I'asse di sym 7 e il vertice V = (vg,vy), per calcolare il
fuoco F' si procede in questo modo:

1. Si scrive I'equazione dell’asse r in forma parametrica:

z=k

: +by+c=0 =
r. ar Yy T C {y:_(;k_

Sl feY

2. Poiche’ F € r, possiamo esprimere F' in funzione di k:

F=(k~3k=3)=(fafy)

3. Si trova l'equazione della direttrice d.

(a) Sia H=dnr = (z,y)

7ovvero, imponendo che la retta y = m’x + k si incontri con T in un solo punto
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(b) Per la caratterizzazione dei punti propri della parabola, il vertice deve
essere il punto medio del segmento HF'. Si pone quindi:

; T+ fa
D)
_y+fy

vy—72

e si ricava x, y.

(c) d €’ la retta passante per H con coeff. angolare m’, perpendicolare a
quello dell’asse 7.

4. A questo punto ricaviamo k, utilizzando la caratterizzazione della parabola,
ovvero imponendo che

OeTl, OF =0d

dove come punto O, per comodita’, scegliamo l'origine (quando possibile).

Example 3.4. Continuiamo ’esempio di prima, dove avevamo:

1
r:2z4+2y—1=0& y=—ax+ -

2
13
V*(gag)
Quindi
r=k
20 4+2y—1=0—
Lo
1
F—(k,i—k)
c+k 1 y+i-k 3
H: = - _— -
(x7y)7 2 8’ 2 8
1 1
H=(>—k-~
(;-k7+h)
d: f}fk* —1+k@ —y+2k=0
Ty 1 =z 1 T—y =
0= (0,0) OF = 0d «
1 |12k | 1 4k> 1
2 - — 2:7 2 _ — 2:7 = -
I<:+(2 k) ﬂ®k+(2 k) Q@k 1
11
F=(==>
(17

Example 3.5. Per una parabola con asse parallelo a
ar’ +br—y+c=0

applicando quanto abbiamo visto prima, abbiamo:

: e b
1. Asse di sym: # = —5~
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2. Vertice: V = (—L£,—2)

2a’

3. Fuoco: F = (7%7 IZA

~—

a
4. Direttrice: d: y = ng

3.7 Circonferenza

La circonferenza reale e’ definita dall’insieme dei punti che hanno ugual distanza
r da un punto C', chiamato centro. Quindi:

P:(xay)v C:(foayo)a r>0
dP,C)=r & \V(z—20)2+ (y—y)2 =1 & (z—20)>+ (y —yo)> =17

e w2 +y? = 2o —2yoy + 2+ yi —1r> =0
2

a=—2x9, b= —2yp, c=ai+y2 —r
s 22+ +ar+by+c=0

Generalizzando, da questo momento in poi, chiameremo circonferenza una con-
ica di equazione x? + 32 + ax + by + ¢ = 0, ovvero,

I: a11x2 + a22y2 + 2a122y + 2a13T + 2a23y + azs = 0

ai1 =ap =1

I' ¢’ una circonferenza <
alg = 0

Calcoliamo le intersezioni della circonferenza con r:

2 2 2 2, .2 ;
+ atx + bty + ct> = 0 +12=0 =+ .
CNry: Ay tatw yte sty " “ — (1,+4,0)
t=0 t=0 t=0
Questo significa che ogni circonferenza del piano incontra r., negli stessi punti
C' = (1,+14,0), C"” = (1, —1,0), che vengono chiamati punti ciclici del piano.
La conica z2 + y2 + ax + by + ¢ = 0, non sempre rappresenta la consueta circon-
ferenza reale, infatti, distinguiamo tre casi: prima di tutto scriviamo 1’equazione
in forma opportuna,
2 2 2 2
a b a b a b
P tyttartbyte=0 o 2t tyttartbytet S+ =4t e @) ) =k
2 2
a b
k=—+4+——
PR
CASE: k>0

In questo caso (z+ %)%+ (y + 2)? = k ha infinite soluzioni che rappresentano

la circonferenza di centro C' = (—%,—2) e raggio vk
CasSE: k=0
L’equazione si scompone in due polinomi coniugati di C[z, y]:

(a:+g)2+(y+g)2=() & {(HE)-@'(MS)} [(x+;)+i(y+;> =0

o (e—iyt i) (zriy+2eil) =0
roiyt g —ig | etiy+g+ig) =

& (2z—i2y+a—ib)(2x+i2y+a+b) =0
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Questo vuol dire che la conica e’ spezzata in due rette immaginarie coniugate
2z —i2y +a —1b =0 e 2x + i2y + a + b = 0, chiamate rette isotrope , che si
incontrano in un unico punto reale:

b
T+ g =0, y+ 5= 0 e’ sol. dell’equ originale
a b
r= —— = — =
2 YT
a b
C=(—=,—<
( ) 2)

Questo punto C, e in generale I’equazione della circonferenza con k = 0, viene
chiamata circonferenza di raggio 0.

E’ ovvio che a ogni punto del piano corrisponde un circonferenza di raggio 0
e le due rette isotrope®.
CASE: k<0
L’equazione non ammette soluzioni reali. Poiche’ |A| # 0, A3z > 0 si avranno
due ellissi immaginarie.

Questo tipo di circonferenza prende il nome di circonferenza immaginaria .

Proposition 3.23. Data una conica

C: CL11.132 + a22y2 + 2a122y + 2a13T + 2a23y + azs = 0

st ha

a11 #0, 1o NC={C",C"} & C e’ un circonferenza
Proof:
(1)1. Dim <

a11 =1 # 0 ¢’ implicato dalla def. di circonferenza. C = rNC = {C’,C"},
I’abbiamo visto quando abbiamo introdotto i punti ciclici.
(1)2. Dim =

reo NC={C",C"} & C',C" € {?113302 + azey® + 20100y + 201587 + a5ty + azat® =0
au(C;)Q + GQQ(CI)2 + 2&12(0&0{/) =0

Y

:>C’,C”e{ 2 1 Ggoy? + 2 —0 =
BT G ety a11(CY)? + aga (CU)? + 2a15(CLCY) = 0

ai1 — azz +2a12t =0 o 02 = 0
a1l — aze —2a12t =0
sostituendo all’equ di C:
a112® + a1y’ + 2a13% + 2az3y + ags =0

a11 = a2

2a 2a a
2 2 13 23 33
S 4y +—r+ —y+—=0
N~~~ y ai ai Y ail
a117#0

che ¢’ proprio ’equazione di una circonferenza.
O

8Dato il punto C' = (xo,yo), per calcolare le sue rette isotrope, basta scomporre in C[z]
Pequazione (z — x9)? + (y — yo)2 = 0, cioe’ 'equ della circ. di raggio 0 e centro C. Alter-
nativamente si puo’ calcolare la retta passante da C' e C' = (1,4,0) e quella passante da C e
C" = (1,-1,0): y—yo =i(z —x0), y—yo = —i(zx—x0). C’,C" sono i punti ciclici del piano
vedi [pg.31,par.3.7].
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4 Fascio di coniche

Definition 4.1. Questa definizione fa uso dei teoremi [pg.33,par.4.1], [pg.34,par.4.2],

[pg.34,par.4.3].
Fissati4 punti P, . .., Py, si chiama fascio di coniche di base P, ..., Py, I'insieme
di tutte le coniche passanti per Py, ..., Py.

Figure 6: Una porzione di un fascio di coniche

Theorem 4.1. Da 5 punti (propri o impropri) passa una sola conica oppure ne
passano infinite.

Proof:
L’espressione generale di una conica I' e’:
f(@,y,t) = a112% + asoy® + 2a122y + 2a135t + 2a03yt + azzt® =0
Dati i punti Py, Ps, ..., Ps, imporre che I' passi da loro equivale a imporre il
seguente sistema:

f(P1)=0
f(P) =0
f(P5) =0
con aii,Gs2,..., come incognite. La matrice M dei coeff. del sistema sara’

una 5 X 6.
CASE: r(M) =5
Per il thm di Rouche’-Capelli, il sistema ammette co® soluzioni, che dipen-
dono da un parametro k. Poiche’ il sistema e’ omogeneo, le soluzioni sono
proporzionali tra di loro, con k come coeff. di proporzionalita’. L’equazione
di I" sara’ quindi del tipo:

aly kx? 4 aboky? + 20 kxy + 2a) 3kt + 2abskyt + abskt? = 0
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Semplificando k, otterremo:

a2 4 aboy? + 20wy + 203wt + 2abayt + abst? = 0
ovvero, una conica.
CASE: r(M) <5
Sempre per il thm di Rouche’-Capelli, si avranno oo soluzioni, di cui
due almeno non proporzionali tra loro. Avremo quindi almeno co? soluzioni
non proporzionali tra loro, e questo basta per affermare che passano infinite
coniche dai 5 punti P, ..., Ps. O

6—r(M)

Theorem 4.2. FEsistono infinite coniche passanti per cinque punti < almeno
4 punti sono allineati.

Proof:
(1)1. Dim <=
Consideriamo i cinque punti P,..., Ps e siano P;,..., Py € r, dove r € una
retta propria qualsiasi. Allora basta prendere una qualsiasi retta s passante
per Ps e si avra’ la conica spezzata I' = r U s. Ovviamente di rette passanti
per il punto Ps ne esistono infinite.
(1)2. Dim =
Per Hp passano infinite coniche dai punti P, ..., Ps. Consideriamo allora le
seguenti coniche:
I'i=riUrg
FQ =581 Usy
dove le rette rq, r2, 1, S2 sono rispettivamente le rette passanti per Py P, P3Py, P P;, P>Ps.
Per quanto abbiamo visto nella dim. del precedente thm, (M) < 5, e quindi
una riga di M e’ combinazione lineare delle altre. Supponiamo che sia I'ultima
riga. Questo significa che la condizione f(Ps) = 0 dipende dalla altre 4, cioe’
J(PY)=0Af(P2)=0A--ANf(Py) =0 = f(P5)=0
Consideriamo I'y e la sua rispettiva espressione f1(z,y,t). Poiche’ T'y = r1Urg,
si ha che
P,P,,P3, Py el = f(Pl) = 0A-- '/\f(P4) =0 = f(P5) =0 = Psely = Ps€rVPs€ry
Supponiamo per semplicita’ che P5 € ry.
Ripetendo lo stesso ragionamento per I's avremo che
Psely = P51V P; €5y
Supponiamo per semplicita’ che P5 € s7.
Ricapitolando:
Psery=PP, = r=PP;
Psesy =P Py = s1=PPs
rn =8 = P17P2,P4,P5€7"1281
Quindi Py, P, Py, P5s sono allineati.
O

Theorem 4.3. Date due curve ci,cq, rispettivamente di ordine ni,no, si ha
che la loro intersezione da’ luogo a ning punti oppure a infiniti punti.

Nel caso di due coniche I'1,I's si ha ny = ny = 2 e quindi si intersecheranno in
al piu’ 4 punti distinti.
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4.1 Proprieta’ del fascio

Date due coniche I'1,I's appartenenti al fascio F, definite da

Fl: f(xvyvt) :O
Ty g(x,y,t) =0

si ha che:

A\, ) € RN\ (0,0) : h(\, py2,y,t) = Af(,y,t) + pgla,y,t) =0 (1)

ovvero f(z,y,t),g(x,y,t) sono linearmente dipendenti.

Al variare di A e pu, la (1) rappresenta ’equazione del fascio che indicheremo con
F(T1,Tg): per ogni (A, 1) € R?\ (0,0) la (1) definisce un’equazione I € F.
Valgono le seguenti proprieta’:

1. La coppia (X, ') = k(X u), con k # 0, (proporzionale a (A, u)) definisce
la stessa conica di (A, i), ovvero

ANy, y,t) = h(\, p, 2, y,t)

Proof: Questo segue immediatamente dal fatto che:
RN 12, y,t) = kA f(z,y, 1) + kug(a, y, 1) = Af (2, y,t) + pg(z, y,t)

2. I'1,ITy e F
Proof: Basta assegnare A\=0,u=1e A =1,u =0, ottenendo cosi’

h<]"07 :I:’ y? t) = f(:L.7 y? t)’ h(o) 17:1:7 y’ t) = g(w7 y)t)’

3.vILIV e F F(T,TV) = F(I'1,T2)
Ovvero, il fascio non dipende dalla scelta di I'y, I's.

4. PeTI'i'nNl'y, = Pel'VI'e F
P €’ chiamato punto base del fascio. Questa proprieta’ afferma che ogni
punto base e’ contenuto in ogni conica del fascio.
Dal thm [pg.34,par.4.3] segue che per le coniche si possono avere 4 punti
base oppure infiniti.
Proof: Sia P € I';y NIy, allora

Pely = f(P)=0
Pely = g(P)=0
= Af(P)+pg(P) =0V(\, u) € R

5. VP¢TI'h'NTy ITeF: PeTl
Ovvero, appena prendiamo un punto non base, esiste una sola conica del
fascio che passa per esso.
Proof: 1l fascio e’ definito da 4 punti, cioe’ dai punti base. Da 5 punti
passa una sola conica, che otteniamo quindi imponendo il passaggio da un
altro punto, non base.
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6. Le coniche spezzate del fascio sono 3 oppure infinite.

Proof:

La matrice A della conica h(\, u, x,y,t) sara’ del tipo:

Aaiy + pbir Aarg +pbiz Aaiz + pbis

A= | Aag1 + pbar  Aaga + pbae  Aaos + ubos

Aasi + pbsr  Aasa + pbsa  Aags + pbss
Per trovare le coniche spezzate imponiamo che |A| = 0. Otterremo cosi’
un polinomio P(A, u) di terzo grado, omogeneeo. Esisteranno quindi 3
radici, ovvero 3 coppie (), i), di cui una almeno reale.”
Se il polinomio P(A,u) € identicamente nullo, allora tutte le infinite
coppie (A, 1) € R? daranno delle coniche spezzate!'®

4.2 Calcolare ’equazione del fascio
4.2.1 Dati 4 punti

Dati i quattro punti A, B, C, D, vogliamo calcolare I’equazione del fascio F. Si
presentano tre casi:

CAasE: A#B#C#D
Poiche’ il F(T',T”) non dipende da I' e da I, possiamo scegliere due qualsiasi
coniche del fascio. Scegliamo allora quelle spezzate, ovvero scegliamo:
I': ABUCD: f(xz,y,t)=0
I": ACUBD: g(x,y,t) =0
I’equazione del fascio sara’ quindi
F@O, T Af(z,y,t) + pglz,y,t) =0
Case: A=B # C#D
In questo caso, le coniche del fascio passano da A due volte, percio’ tra quelle
spezzate ci sara’ la conica che e’ unione della retta r, tangente alle coniche in
A, con un altra retta. Come I',T” scegliamo allora
I': ruCD: f(z,y,t)=0
I": ACUBD =ACUAD : g(z,y,t) =0
I’equazione del fascio e’ sempre
FO, T Af(z,y,t) + pglz,y,t) =0
Case: A=B # C=D
Stavolta, anche in C' passa una retta s tangente alle coniche. Come I',T

scegliamo allora
F: rUs: f(z,y,t)=0

I': ACUAC : g(z,y,t) = (ax + by +¢)*> =0, dove ax+by+c=0¢ lequdi AC
I’equazione del fascio e’ sempre
F@OI) 0 AM(z,y.t) + pg(z, y, ) =0

9 Se, ad esempio, consideriamo il fascio con i 4 punti base A, B,C, D, allora il fascio
conterra’ le seguenti coniche spezzate: ABUCD, ACU BD, AD U BC, dove AB ¢’ la retta
passante per A e B.

10Ad esempio, nel caso in cui I'y : rUs, 'y : rUt, il fascio F(I'1,T'2) avra’ infinite coniche
spezzate:

e i punti base sono tuttii puntidir: 'y N2 =1r
e tutte le coniche del fascio contengono 7 (e sono percio’ spezzate
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Usando ’equazione del fascio possiamo calcolare piu’ rapidamente ’equazione
di una conica a partire da 5 punti:

1.

Si considerano solo 4 punti e si calcola 'equazione h(X, u, z,y,t) = 0 del
fascio, con uno dei tre metodi visti prima.

Si impone che la conica del fascio cercata passi per P, dove P €’ il quinto
punto non considerato prima, ovvero si pone

h(A,u, P)=0
Cosi’ facendo ricaviamo infinite coppie (A, u) proporzionali tra loro.

Basta sceglierne una, e sostituirla in h(X, p, x,y,t) = 0, ottenendo cosi’ la
conica cercata.

Example 4.2. LET: 7, asse di simmetria della parabola T’

Aer, Ael
BeTl

per trovare I’equazione della parabola I' che ha per asse di sym r e che passa
da A e B si procede cosi’:

1.
2.

La parabola e’ tangente a ro in Py

AeTl, Aer = A €T, dove A’ ¢’ il simmetrico di A rispetto a r, che
in questo caso e’ proprio A stesso. Quindi la retta s, L r in A, e’ tangente
alla parabola'!.

Scriviamo ’equ del fascio. Conderiamo queste due coniche: T'; : 7y Us:
filx,y,t) fa(z,y,t) =0, Ty : AP, U AP : g(x,y,t)? = 0.
Il fascio € F : h(z,y,t) = Mi(2,y,t) fa(z,y, t) + pg(z,y,)* = 0

Imponiamo h(B) = 0, ovvero scegliamo la conica del fascio che passa per
B. Risolvendo otteniamo A, p.

4.2.2 Dato un fuoco e direttrice

La direttrice di una conica I', associata al fuoco F' e’ 7(F'), cioe’ la polare di

F12,

Dato un punto F' e una retta d, nasce il fascio di coniche che hanno F' come
fuoco e d come direttrice associata. L’equazione di questo fascio si calcola nel
modo seguente:

Iy:dud: f(z,y,t)> =0

Dyt g(z,y,t) = (x — Fy)? 4 (y — Fy)? = 0 1l fascio €’
Fio M(x,y,t)* + pg(z,y,t) =0

Proof:

11 Vale in generale: se r e’ asse di sym della conica I', e se A € , A € T, allora la retta L r,
passante per A, e’ tangente a I in A. Si dimostra per assurdo: se JR # A € 'Nr = IR’ €T,
dove R’ €’ il sym di R rispetto a r. Si ha percio’ rNT = {R, R/, A} e questo e’ assurdo, perche’
per il thm di Bezout, una retta interseca una conica in al piu’ due punti.

12poiche’ stiamo parlando di fuochi e direttrici, ci stiamo riferendo solo a coniche non
spezzate
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Data una conica non spezzata e un suo fuoco F, le rette isotrope r1, ro passanti
per F sono tangenti a I'.'* Quindi 7(F'), ovvero la direttrice d del fuoco, passa
per i punti di tangenza A, B (vedi [pg.22,par.3.4.1]):

A:rlﬁF, B:rgﬁf

A,Ben(F)=d
Quindi possiamo definire le seguenti coniche appartenenti al fascio:

I'y: ABUAB=dUd: f(z,y,t)>=0 Ty: riUry: g(z,y,t) =0
il fascio e’ quindi:
F o M2y, 1) + pg(a,y,t) =0
Inoltre, r1 non e’ altro che la retta passante fa F' e da C’, 7 = FC”, dove
C’,C" sono i punti ciclici del piano. Allora, ’equazione di FC’' U FC" puo’
essere calcolata direttamente considerando
g(@y,t) = (&~ F)* + (y— F,)* =0

ovvero la circonferenza di raggio zero con centro F' O

4.3 Studio del fascio

Avendo un’equazione del fascio

F: h(z,y,t) = M(z,y,t)+ pg(z,y,t) =0

possiamo studiare le coniche contenute nel fascio, al variare dei parametri.
Distinguiamo due casi:

CASE: A=0#p
Si ha g(x,y,t) = 0. Ovvero otteniamo l'equazione di I'y. Se abbiamo trovato
lequazione del fascio usando i metodi descritti sopra, allora g(z,y,t) = 0
sara’ una conica spezzata.
CASE: N #£0, u#0
Imponiamo % = k, e dividendo tutto per A, ’equ del fascio diventa:
F: f(z,y,t) + kg(z,y,t) =0
Allora non rimane altro che studiare il fascio al variare di k, ovvero:
1. Imponiamo |A| = 0 e troviamo i valori di k per cui si hanno coniche spezzate
e non.
2. Imponiamo Azz3 > 0,= 0,< 0 e confrontando con i risultati di prima,
vediamo quando si ha una ellisse, una parabola o una iperbole.
3. Imponiamo a7 = age # 0, a1z = 0 e troviamo i valori di k per cui si ha
una circonferenza.
4. Imponiamo I = a1 + ags = 0 e troviamo i valori di k per cui si ha una
iperbole equilatera.

5 Spazio a tre dimensioni

Entriamo adesso nello spazio a tre dimensioni.

138i dimostra analiticamente, caso per caso (ellisse, iperbole, parabola), che I'intersezione
tra una retta isotropa di un fuoco F con la conica da’ un punto contato con molteplicita’ due.
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5.1 Vettore geometrico

Definition 5.1. di vettore geometrico. Siano AB, C'D due segmenti orientati
dello spazio R3, definiamo la seguente relazione d’equivalenza:

la retta AB || retta CD
AB ~ CD <« { lunghezza AB = lunghezza CD
verso AB = verso CD

Diremo che un wettore geometrico ¢’ una classe d’equivalenza e la indicheremo
con
AB = {segmenti orientati equivalenti a AB}

Indichiamo con V,,, 'insieme di tutti i vettori geometrici, dello spazio R"™.

Per comodita’, come rappresentante AB di A_B, possiamo considerare il seg-
mento orientato uscente dall’origine. Questo ci permette anche di considerare
ogni vettore geometrico dello spazio R? come un vettore dello spazio vettoriale
(R3, 4+, R, -), cioe’ quello i cui vettori sono terne di numeri reali: dato il vettore
geometrico OP, con O = (0,0,0), P = (z,y,2) € R3, associamo biunivoca-
mente il vettore (z,y, z)™*

Possiamo quindi rendere V3 uno spazio vettoriale usando le stesse operazioni
definite per (R?, +,R,-):

Va € RVOP,0Q vettori geometrici con P = (z,y,2), Q = (z',y',2')

OP+0Q = (z,y,2) + (@, 7) = (w+ 2",y + ¢, 2+ 2
[nello spazio geometrico, questa e’ la regola del parallelogrammal]

aOP = a(z,y,z) = (az,ay, az)

Cosi’ come lo spazio vettoriale R? ha base canonica:
€= {61 = (17070)’ €2 = (07 170)a €3 = (0703 1)}

la base canonica per Vs e’:

E={i,j,k}
dove 1, j, k vengono chiamati versori, e sono tutti perpendicolari tra loro. Pos-
siamo usare le componenti per esprimere un vettore geometrico:

P=(2,y,2)

[OP]p = (z,y, 2), ovvero, OP = xi + yj + zk

Mriconducendo il vettore PyP; a un vettore uscente dall’originie, possiamo associargli (z1 —

0, Y1 — Y0, 21 — 20)
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Definiamo anche il prodotto scalare tra vettori geometrici:

VxV—R
a €’ 'angolo compreso tra U, ¢

0q := |v||q| cosa [dove |q| € il modulo di ¢]

proprieta’:
U LW & cosa=0 < =0, |v],|w|#0

che usando le componenti diventa:

—

U

- = -2 -2 7

ilj = i5=0, it =|i||[i]cos0 =1,
= VpWyg + VyWy + VW,
la formula e’ quindi:

TW = VpWy + VyWy + VW,

Poiche’ |0] cos a si puo’ interpretare geometricamente come la proiezione di @' su
w, v si puo’ intepretare come il prodotto di questa proiezione per la lunghezza
di .
Ultima nota: potevamo definire il prodotto scalare algebricamente, svincolan-
doci dalle dimensioni:

Wy
W = [vx vy vz] Wy | = VpWy + Vywy + VW,
Wy

5.2 Condizioni di perp e parall

Tl & =0, |0,|W]#0 |0 & T=all & (vg,0y,0;) = a(Wy, Wy, W)

5.3 Piano
I piani definiti dagli assi cartesiani sono: zy : z =0 zz: y=20 2y :
z=0

Sappiamo che una retta e un punto definiscono un piano: esiste un solo piano
7 che passa per un punto Py ed €’ perpendicolare alla retta r. Al posto di r,
usiamo un vettore ¥ # 0,,, quindi dato P # Py

Pecn < PP L
allora
[#5 = (a,b,0)
PoP L7 & PPi=0 < (z—a0)a+ (y—1yo)b+ (z—2)c=0
S ar+by+cz+d=0, d=—axg—byg — czg
quindi I’equazione di un piano dello spazio €’:

ax +by+cz+d=0
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5.3.1 Parallelismo e perpendicolarita’
Dati due piani:
a:ar+by+cz+d=0
B:dzx+by+dz+d =0
e i loro vettori direttori:

[U}E = (a7 b, C)
[W]g = (a',V, ')
si ha
allB & v| b & (a,b,c)=k(d, b, )
alB e LW & ad +bb +cd =0
5.3.2 Passante per tre punti

Dati tre punti non allineati A = (zg,¥o,¢0), B = (21,91,¢1),C = (22,92, c2),
vogliamo trovare il piano « : f(x,y,z), che passa da essi. I possibili metodi
sono:

1. Risolvere il sistema ottenuto sostituendo all’equazione di « le coordinate
dei punti, ovvero

2. (a) Ricavare la retta r passante per due punti, e trovare due piani o/, 8
tali che r = o’/NB. Le equazioni dei due piani sono f1(z,y, 2), f2(z,y,2)

(b) trovare il fascio F dei piani passanti per r:
f: h(xvyvz) = )‘fl(xvyuz) +,U/f2($,y72)

(¢) Imporre il passaggio del fascio dal terzo punto.

3. Ricavare ’equazione dal determinante della seguente matrice M:

x y 2z 1

o [0 Yo %o L _ 0
1 y1 21 1
Ty Yo 22 1

Sostituiamo (z,y,2) = A,B,C in M. Il determinante avra’ di volta in
volta una riga c.l. delle altre, quindi A, B, C soddisfano I’equazione, che
essendo di primo grado, rappresenta un piano.

Nota che possiamo ottenere un’identita’ in questo caso:

Y(z,y,2) € R |M| =0 < A,B,C sono allineati
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5.3.3 Casi vari
Dato il piano «a, e i punti P, Q, troviamo il piano 8 che e’ L a e P,Q € 3:

1. Troviamo la retta r passante per P e Q (vedi par [pg.44,par.5.4.4]) e la
esprimiamo come intersezione di due piani:

re f(x,y,Z):O
g(x,y,z) =0

2. troviamo il fascio JF,. dei piani passanti per 7:
Fr h(l’,y, Z) = Af(xvya Z) + ,Ltg(x,y, Z)

3. Imponiamo al fascio, la condizione di perpendicolarita’ tra due piani, cioe’
aa’ +bb' + ¢’ = 0, dove a,b,c sono i coeff di a e a’,¥,c dell’equazione
del fascio.

Troviamo cosi’ A e u, e prendendo una particolare valore per essi, li sosti-
tuiamo in h(z,y, z) ottenendo cosi’ 3

Date due rette r, s, troviamo il piano a: r C «, « || s. Si procede cosi’:
1. Troviamo F,

2. imponiamo la condizione di perpendicolarita’ tra la retta s e il piano gener-
ico del fascio

5.4 Retta

Una retta r e’ semplicemente:
r=ang

dove o # 3 sono due piani. Analiticamente, se i piani sono:

a: ax+by+cz+d=0
B:dzx+Vy+dz+d =0

allora
ar+by+cz+d=0
dr+by+dz+d =0

a b ¢ d _9
p a/ b/ c/ d/ -

ovvero le due equ. del sistema devono essere indipendenti.

con la condizione che
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5.4.1 Retta in forma parametrica
La retta r passante per Py e parallela a
[z = (a,b,¢)
Per < PP |7 < (z— 20,y —yo,2— 20) = k(a,b,c)

r=x0+ ka
= y:yo+kb
z = zg + kc

quindi la retta e’ data da

r=2x0+ ka
T Sy =1yo+ kb
z = z9+ kc

questa e’ I’equazione parametrica della retta espressa con 1'uso dei numeri di-
rettori.

Se invece abbiamo due punti, possiamo procedere come avevamo fatto in [pg.3,par.1.2.5]:

X i) T
x = |Y X = Yo _ |
z 20 21
1 1 1

e ’equ diventa:
X =hXg+EkXy

5.4.2 Parallelismo e perpendicolarita’

Date
x=x0+ka x=ux,+kad
Ty ="yo+kb $19Y=yo+kV
z=zg+ ke z=z,+kd

e 1 loro vettori direttori:

si ha
rlls & v|| W & (a,b,c)=Ad,b,c)
rls e d1lwW < ad +bb +cc =0
5.4.3 Piano - Retta

Dato un piano « e una retta r, con i rispettivi vettori direttori ¥,w, [V]g =
(a,b,¢), [W]g = (a',V,c), si ha

alr & v||d & (a,bc)=k(d,b,c)
allr & 0Lw & ad +b +cd =0
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5.4.4 Passante per due punti

Dati due punti A = (o, Yo, 20), B = (£1,¥1,21), troviamo la retta passante per
essi. Avremo che

[A_B]E = (1 — o,y1 — Yo, 21 — 20)
Allora usando la costruzione del par [pg.43,par.5.4.1], troviamo la retta parallela
a AB e passante per A:

x =z + k(z1 — )
r: 9y =yo+k(y — o)
z2 =20+ k(21 — 20)

Se x1 # x9, Y1 # Yo, 21 # 20, allora possiamo scriverla come:

k, — T—Xo

xTr1—x
k:yl—yoo o ‘Tix():yiyozzizo
i g T1—To Y1—Yo 21— 20

- Z1—Z0

Nota che 1 —xg, y1 —Yo, 21— 20, ovvero i numeri ai denominatori, sono i numeri
direttori della retta. Da qui possiamo esprimere la retta come intersezione di

due piani:
T—x0 _ Y—Yo
T1—Zo Y1—Yo
r—xog __ Z—ZQ0
T1—To  Z1—20
Dall’equazione
r—g  Y—Yo _ Z— %0

1 — Xo Y1 — Yo 21 — 20

possiamo ricondurci a quella parametrica:

= x =z + k(z1 — 0)
k=20 = Jy=uyo+k(y1 — )
k= Zzl_fzoo z =20+ k(21 — 20)

Per passare dalla forma d’intersezione di due piani, a quella parametrica, si
risolve il sistema rispetto a un parametro. Ad esempio:

__ bd —db’ bc’ —cb’ __ bd' —db’
ar+by+cz+d=0 T = 2 —ba? + kag’—ga/ T = b —bd’ + k(bcl - Cb/)
Y - PN —_ da’ —ad’ + kca/—ac/ PN — da’ —ad’ + k(ca/ o ac’)
a’x 4 b/y 4 C/Z + d/ =0 Y ab’—ba’ ab’—ba’ Y ab’ —ba’
z=k z = k(ab —ba’)

Lemma 5.1. Data la retta

ar +by+cz+d=0
r=anpg: , , , ,
drx+by+cdz+d =0

un suo vettore direttore U e’

X >y
Lo



Proof:
(1)1. Dobbiamo provare che ¥ || r
Calcoliamo |M| usando Laplace sulla prima riga di M:
T=1i+ mf + nk

dove

b ¢ a ¢ a b
oo a a v

Riscriviamo, come abbiamo visto prima, la retta in forma parametrica:

= m = — n =

bd’ —db’ / /
x = == 4+ k(bd’ — cb
ax+by+cz+d=0 32/:2‘3/ ( , /)
de+by+cdz+d =0 Y= Gytar + R(ca’ —ad)
z = k(ab' — ba’)

La tesi equivale quindi a provare che
r||v < (I,m,n)=Abc —cb',ca’ —ac,ab’ —ba’)
(2)1. Dim che I = A(bd’ — ¢b)

b ¢

l=ly o =bd —c/ =1-(bd —cb)

(2)2. Q.E.D.
Analogamente per gli altri casi.
O

Corollary 5.2. Da questo lemma e applicando la regola di Laplace alla prima
riga del determinante, possiamo facilmente ricavare dalla forma d’intersezione
di due piani, i numeri direttori [, m,n della retta:

—s =

v

ar+by+cz+d=0
dr+by+dz+d =0

5.5 Piano improprio

Anche nello spazio a tre dimensioni possiamo parlare di punti impropri.

Ogni piano « €’ dotato della sua retta impropria r (), che e’ 'insieme di tutti
i suoi punti impropri, ovvero I'insieme di tutte le direzioni delle sue rette.
Definiamo allora il piano improprio 7., come l'insiemi di tutti i punti impropri
di tutti i piani dello spazio, o equivalentemente, come l'insieme di tutti i punti
di tutte le rette improprie dello spazio.

Nello spazio, si aggiunge questa proprieta’: se consideriamo la retta s = a N 3,
avremo che i due piani «, 3 condividono la stessa retta s, e quindi una stessa
direzione, ovvero, uno stesso punto improprio.

Le coordinate omoogenee si ottengono sempre usando una coordinata ¢ in piu’,
con le seguenti relazioni:

punto proprio P = (z,y,2) ~ (',y', 2", 1)

= at!
y =yt
z =zt

punt improprio P, = (z',y’,2’,0)

Notiamo anche che le prime tre coordinate del punto improprio (I, m, n,0) danno
i numeri direttori delle rette passanti da esso, infatti:
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Proof:

r=anp
ar+by+cz=0
, , , b ¢ a a b
TN =aNPNT: adr+by+cdz=0 — Yo k, o k, |, o k, 0
t=20
O

5.6 Rette sghembe

Definition 5.2. Due rette r, s sono complanari < dpianoa : r,s C a <
rNs = P, dove P puo’ essere un punto proprio (incidenti) o improprio (parallele).
Due rette 7, s non complanari (sghembe) < r N s = () (considerando anche i
punti impropri).

Theorem 5.3. Date due rette r # s, si ha:
r,s sghembe = 3 piano a,f: r Ca, sC L, a| B
Non vale il viceversa.

Theorem 5.4. Date le rette
. ax+biy+cz+di =0
" agx 4+ boy+caz+dy =0
5 a3x + b3y +c3z +ds =0
" Nawx by +caz+dy =0

esse sono sghembe & |A| # 0, dove

ap by e dy
ay by cx do
a3 bz c3 d3
ag by cy dy

Al =

Proof:

Per vedere se sono sghembe dobbiamo controllare se rMNs = (), cioe’ dobbiamo
risolvere il sistema (in coord. omogenee)

sz +biy+cz+dit=0

asx + boy + coz +dot =0

azx + b3y + c3z + dst =0

a4x + bgy + cgz + dat =0
Se |A] # 0, per Cramer, ammette una sola soluzione, e dato che il sist.
e’ omogeneo, e’ quella nulla, cioe’ (0,0,0,0). Quest’ultima quaterna pero’
non rappresenta alcun punto nello spazio proiettivo, ovvero, in questo caso,
rNs=40.
Se |A| = 0, abbiamo che p(A) = 3 e quindi abbiamo oo! soluzioni proporzion-
ali, ovvero rNs = P.
(2)1. Dim p(A) =3
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Intanto |[A] =0 = p( Osserviamo che le righe

A) <3.
ap b1 o 4y
(a2 b2 C2 dg)

sono l.i. perche’ definiscono i piani che intersecandosi danno r. Lo stesso

vale per le altre due righe di A. Quindi
as by c3 ds ap by o dy

pA)=2 = (a4 by ¢4 d4) =k <fl2 by c2 d2>
ma questo e’ impossibile perche’ r # s. In definitiva, p(A) = 3.

Vediamo quando le due rette 7, s sono sghembe:

Example 5.3. Date due rette sghembe r, s, prendiamo il pianoa: r C «, a ||
e il piano B: s C 3, 8| r, allora

Jlrettap: p Lo, pNnr={F}, pNns={P}.

Sihachep=nmNz',dove ™ D p,r, 7w Dp,s

Per trovare p si procede in questo modo:

1. Si trovano i num direttori di 7, s

2. Si trova a, che €’ il piano contenente r e parallelo a s (vedi pag. 42)

3. Sitrovam: 72, m L a (notal®)
4. Sitrovan': 7' Ds, 71 L«
5. p=mnn

5.7 Distanze nello spazio

Avendo p (vedi esempio [pg.47,par.5.3], possiamo anche definire la distanza tra
le due rette sghembe:

d(r,s) :=d(A, B)

dove pNs = {A}, pNnr = {B}. Questa distanza e’ quella minima tra le due
rette 7, s.
Se r || s, allora la distanza e’ quella usuale.

La distanza tra un punto Py = (zo, Yo, 20) € un piano «: ax +by+cz+d =10

o (o, Py) = d(P, H)

dove H = rNa, dove r ¢’ la retta | a « e passante per Py. Procedendo come
di consueto!® si arriva alla seguente formula:

_awo + byo + czo + d|

o o) = T e

Brdpla=rnrla
16 si scrive 7 in forma parametrica, con i numeri direttori rispettivamente uguali a a, b, ¢ e
passante per Py, cioe’:
xr = x0 + ak
r: §y=uyo+bk
z=2z9+ck

poi si risolve il sistema r N« e si calcola d(P, H)
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La distanza tra due piani paralleli o :: az +by+cz+d =0, 8: a'z+by+
dz+4d =0 ¢ la distanza da un punto qualsiasi di 8 dal piano « (o viceversa).

La sua formula ¢’
|d —d|

Va2 + 0% + 2
La formula si ricava facilmente da quella della distanza punto-piano, considerando

che possiamo riscrivere 'equ di # come ax + by + ¢z + d* = 0. Dove d* si ricava
con procedimento analogo a quello usato per la distanza retta-retta (vedi par

[pg.1,par.1.2.2]).

d(a7 6) =

5.8 Quadriche

Ovvero, coniche estese nello spazio:
a11x2+a22y2+a33z2—|—2a12xy+2a13acz+2a23yz+2a14x+2a24y+2a34z+2a44 =0 (1)
La sua matrice associata e’

aj; a2 aiz Qa4
A= G2 G2z Q23 (A24
a13 Q23 Q33 (a34
A14 A24 (34 (44

5.9 Vertice

Rispetto al piano, abbiamo un elemento in piu’: il vertice.
Dato un punto V' € @, dove Q e’ una quartica,

V vertice della quartica < VP € Q\{V} laretta PV C Q

Theorem 5.5.
vertici Vi,Vo € Q = Q e’ spezzata

Proof:
Sia Py € Q: Py ¢ V1 Vs, allora
ViPy € Q

PeViPhbCQ = Peq
V5 vertice = VoP CQ
VPeViPy VLoPCQ

= idlpianoa: ViPyCa, Vo € a ¢ tale che a C Q
Quindi, la quartica e’ spezzata.

Theorem 5.6.
Q e’ spezzata = doowertici € Q

Proof:
Supponiamo che la conica sia spezzata in « # 3, allora tutti i punti apparte-
nenti alla retta » = a N B sono devi vertici.
O
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Corollary 5.7.
vertici Vi,Vo € Q = Joowertici € Q

Theorem 5.8. Preso un punto V € )
V e’ wvertice < Vretter: Ver siharNnQ=r VvVrNnQ=V

Proof:

(1)1. Dim =
Sia r una retta che passa per V. Intanto, N @ non puo’ essere vuota, perche’
c¢’e’ almeno V.
Poiche’ V e r, V € Q, se 7N Q € un punto, questo deve essere necessaria-
mente il vertice V.
Se in r N Q ci sono almeno due punti, allora uno sara’ il vertice, e 'altro un
punto P di @ e di r, quindi, per definizione di vertice, PV C @ €’ questo
implica r C Q.

(1)2. Dim <
Esiminiamo gli unici due casi che abbiamo nell’hp: rNQ@ =V, rNQ =r
(2)1. Mostriamo che dato un punto P,siha P¢ Q < PV NQ ={V}
(3)1. Dim =
Poiche’ V€ @ si ha che V € PV N Q. Se per assurdo PV NQ = PV
allora si avrebbe P € @, assurdo. Quindi, per Hp del passo (1)2, deve
necessariamente essere PV N Q = {V}.
(3)2. Dim <«
Vale anche il viceversa: PV NQ = {V} = P ¢ Q, infatti, se per assurdo
P € @ si avrebbe P € PV NQ, assurdo contro PV NQ = {V}.
Da questo deduciamo che P € Q <& PV NQ =PV & PV C Q. E questa
e’ proprio la definizione di vertice.
[

Theorem 5.9. Siano Ry # R2CQ due rette contenute in Q, e sia {V'} =
RiNRs (puo’ anche essere improprio), allora

= V' =V e un vertice di Q

@ non spezzata
IV € Q vertice

Quindi, e’ facile trovare il vertice di una QQ non spezzata: basta prendere due
rette contenute e intersecarle.

Proof. Supponiamo per assurdo che V' non sia un vertice
V' non vertice =V #V' =V ¢ RiNR,
Supponiamo ad esempio che V ¢ R,, allora

V& Ry=VP+#Ry VPE R,
V vertice = VPCQ VP € Ry

Quindi il piano individuato da V e dalla retta Rs €’ contenuto in . Allora @
e’ spezzata, assurdo. O
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Theorem 5.10. Sia V = (x0,yo0, 20,t0) ¢ Q@ : XAX =0, allora

V' wertice di QQ & AXy=

cooo
Il
o

Zo

dove Xg = ZO
0

to
Questo teorema ci permette di calcolare i vertici di una quadrica: basta porre X
al posto di Xy e risolvere il sistema.

Proof:
(1)1. Dim =
Sia P = (x1,y1,21,t1) = (X1) # V un punto. Per il thm [pg.49,par.5.8],
PV NQ={V} v PV. Calcoliamo il sistema PV NQ:
IXAX =0 INXo + pX1)AANXo + pX1)
X =2Xo+puXy X =2Xo+pXy
Procedendo cosi’ come abbiamo fatto in par [pg.11,par.3.0.2], si giunge a:
N (X0 AXo) + 12 (X1 AX7) + 20p(XgAX1) =0
X = /\XO + ,UXl
Nel caso in cui PV N Q = {V} si ha
VeQR = ("XoAXy) =0

P¢Q = (tXlAXl)#O

p(XAX) 420 XAXD)) =0 fm=0 [y = -2
XZ)\X0+MX1 X =2Xp XZ)\X0+[LX1
il sistema deve avere un’unica soluzione, quindi
2M(*XgAX) '
=l =——"—"=0="X04AX; =0
B = p2 X, AX, 04AL

poiche’ possiamo ripetere tutto questo ragionamento per VP # V| e quindi
VX1, deduciamo che ((XgAX1) =0 = XgA=0 & AXqg=0
Nel caso in cui PV N @ = PV, il sistema dara’ un’identita’, e di conseguenza
(*XoAXo) = ("X1AX)) = ("XgAX,) =0
e da qui, come prima arriviamo a AXy =0
(1)2. Dim <
Per Hp abbiamo AXy = 0. Preso un punto P = (X;) #V € Q:

S AX = 0 A2 ("X AXo) +p2 (X1 AX ) +2 0 (*XgAX1) =0
rNQ: {X—)\XO+MX1 = —0VeQ =0 PeQ —0 AXo=0
X = AXo + puXy
0=0
X =X+ puXy
Quindi presoun P #V € Q@ = PV C Q. Questa e’ la definizione di vertice.
O

= PV CQ
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5.9.1 Classificazione delle quadriche
Classificazione delle quadriche in base ai loro vertici:

Zero vertici Si hanno le quadriche non degeneri.
Queste si classificano ulteriormente con Coo(Q) = 7o N Q, la conica Q NON DE-
all’infinito di @ (dove 7o €’ il piano all’infinito) GENERE

C»(Q) €’ non spezzata, con almeno un punto reale siha alloral'iperboloide

C(Q) €’ spezzata si ha il paraboloide.
C

(@) €’ non spezzata, senza punti reali, ovvero a punti tutti immaginari
si ha ellissoide

1 vertice
Vertice proprio Cono (Cx(Q) € non spezzata) DEGENERE
Vertice improprio Cilindro (Co(Q) € spezzata)

oo vertici disposti su una retta si ha una spezzata in due piani distinti
oo vertici disposti su un piano si ha una spezzata in due piani coincidenti.

Usando il p(A) possiamo capire in quale caso siamo:

1. p(A) =4 & P vertici

2. p(A) =3 & I; vertice

3. p(A) =2 & Foo! vertici, disposti su una retta

4. p(A) =1 & Foo? vertici disposti su un piano.

Ovvero,

1. p(A) =4 &
C»(Q) €’ non spezzata, con almeno un pt. reale: iperboloide
Cx(Q) €’ spezzata: paraboloide
Cx(Q) €’ img non spezzata : ellissoide

2. p(A)=3 &

V proprio : cono
V improprio : cilindro

3. p(A) =2 & spezzata in due piani distinti
4. p(A) =1 & spezzata in due piani coincidenti

Proof:
Utilizzando il thm [pg.50,par.5.10], basta studiare il sistema AX = 0, dove in
questo caso X e’ il nostro punto incognita.

a1 apx ajz awl [z a1z +apy +a13z + a1t =0

a a a a
AX =0 < 12 22 23 24
a13 a23 G33 (A34
14 A24 (34 (A44

a2 + a2y + a93z + Cl24t =0
a13% + az3y + azzz + azt =0
a14% + a24Yy + a342 + agat = 0

=0 &

~+ N <

Tenendo presente che il sistema e’ omogeneeo,
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CASE: p(A) =4

per Cramer, si ha una sola soluzione, e quindi quella nulla (0,0, 0,0), che non
descrive alcun punto.

CASE: p(A) =3

per Rouche’, e sempre perche’ il sis e’ omogeneeo, si hanno oo! soluzioni
proporzionali fra loro, che descrivono quindi un unico punto.

CASE: p(A) =2

ool soluzioni (che non possono essere proporzionali), quindi oo vertici. Solo
due equazioni del sistema rimangono indipendenti, percio’ il sistema si riduce
a due equazioni, e quindi alla descrizione di una retta.

CASE: p(4) =1

00? soluzioni. Solo un’equazione e’ L.i. Essa descrive un piano.

O

5.10 Quadrica-retta
Cosi’ come abbiamo fatto in [pg.11,par.3.0.2], abbiamo

Py # Py due punti distinti

no Py = P, due punti coincidenti

T =

Py, P due punti immaginari e coniugati

r I'intera retta (ad esempio, quando la quadrica e’ spezzata)

5.10.1 Quadrica-piano
QNa = conica V

Proof:
Premessa: sia f(z,y) = 0 'equ di una conica nel piano. Sicuramente e’ lecito
pensarla immersa nello spazio, ad esempio, se il piano fosse z = 0, la sua
equazione sarebbe:
f(xv y) =0
z=0
Sia adesso @ : f(z,y,2z) = 0 una quadrica e @ : ax +by + cz+d = 0 un
piano. Spostiamoci in un nuovo sistema di riferimento in modo tale che « sia
il piano Z = 0. Si ha:
f/(X7Y7Z):O PN f/(X,Y,O)ZO
Z =0 Z =0
f' e di secondo grado nell’incognite X,Y. Ecco quindi che abbiamo una
conica nel piano Z = 0.

QNa=

O

5.11 Sfera

Cosi’ come abbiamo fatto per la circonferenza (vedi [pg.31,par.3.7]), diamo la
seguente definizione:

= = = 1
Q; €’ una sfera & 11 = a2z = a3 s 2?4y ar+by+ez+d =0
aj2 = a3 = a3 =0
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11 centro della sfera e’ (—%,—2,—%).

Ilraggioe’:r:\/%f+%+%,

Per r > 0,7 < 0, @, € un ellissoide (il primo a punti reali, il secondo img).

5.11.1 Cerchio assoluto

Anche nello spazio esiste I’analogo dei punti ciclici: il cerchio assoluto indicato
con K, che e’ I'intersezione di una qualsiasi sfera con m:

2 2 2 _
K 4y +22=0
t=0

K €’ una conica a pt. img e non spezzata (e’ somma di tre quadrati).
Da a2 +y?+ 22 +ax+by+cz+d=0, per r =0, p(A) = 3. Otteniamo quindi
un cono img con vertice in C. Questo cono viene detto cono isotropo .

Theorem 5.11. Il cerchio assoluto e’ il luogo dei punti ciclici dello spazio,
ovVvero
P punto ciclico & PeK

Proof:
(1H1. =
Sia C’ un punto ciclico € 7,
sia C" il suo coniugato.
Sia re : C'C" la retta per C',C"
T~ € impropria e pt. reali.
Sia a un qualsiasi piano che la contiene. Sia C' C « una circonferenza e S
una sfera t.c. C C S. Allora:
CCS = K=0x(9) 2re 2{C",C"}
(2)1. <
Sia P € K
Sia P” € K il suo coniugato
Sia roo : P'P"”. E’ una retta reale.
Sia a un qualsiasi piano che la contiene. Consideriamo la sfera S t.c.
SNa = C, dove C € una circonferenza che ha per punti all’infinito P’, P".
Cosi’ facendo P’, P sono diventati dei punti ciclici.
O

Theorem 5.12. Il cono isotropo uscente dal punto P e’ il luogo delle rette
isotrope uscenti di P.

Theorem 5.13. L’analogo del thm [pg.32,par.3.23]:

Q e’ una sfera < a1 # 0 e i suoi punti impropri sono quelli del cerchio assoluto

5.12 Cono

Dato una curva I' :  f(z,y,2) = 0 contenuta in un piano «, e un punto V (il
vertice),
cono={P crettaVQ | Q €T}

L’equazione del cono si ricava cosi’:
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1. Scriviamo la retta generica V@ in forma parametrica:

x—V, y—Vy z—V,

Qm_Vw_Qy_Vy_Qz_Vz

che scriviamo in forma parametrica:

=V, +k(Qz — Va)
T Qy=V,+k(Qy—Vy)
Z:‘/z+k(Qz_‘/,2')

2. e imponiamo che @ € I':

x=V +k(Qz — Vy)
y=V,+k(Q,—Vy)
2=V, +k(Q, - V,)
f(QI)QZ/?QZ) =0

3. Al variare di @, @y, @, k, avremo tutti i punti del cono.

4. Volendo, si possono trovare i parametri, sostituirli in f(Q,, @y, @-) € ot-
tenere I’equazione non parametrica del cono.

Example 5.4. Calcolare il cono che ha per direttrice la conica

F_{xQ—yQ—l—Qxy—l—?x—l—l:O
“lz=0

con vertice V = (1,1, 2).
Si procede cosi’:

1. Il fascio di quadriche che contengono I' e’ dato da
F:zlar+by+cz+d) +2°> —y> + 20y +20+1=0

Infatti, ogni punto che soddisfa I', soddisfa anche F. In forma espansa
diventa:

F: e+ zza+ zyb+ zd + 2% + 2oy + 20 + 1 — 32

2. Usiamo la caratterizzazione analitica del vertice (vedi [pg.50,par.5.10]):

1 1 a/2 1
1 -1 b2 0
a/2 b/2 ¢ d/2
10 d/2 1

_ N ==
o O OO

3. risolviamo il sistema ottenendo a, b, c,d

Questo stesso esempio si puo’ ripetere nel caso di un cilindro: I'unica differenza
e’ il vertice che e’ improprio.
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5.12.1 Cilindro

Un cilindro e’ un cono con il vertice all’infinito. Ovvero, data la retta r e una
curva I': f(x,y,2) = 0 contenuta in un piano «,

cilindro={P e s|s|r, sNI #0}

il vertice del cilindro €’ il punto all’infinito di 7.
Per trovare la sua equazione:

1. Siano I,m,n i num. direttori di r
2. Sia P €T, ovvoer f(P,,Py,P.)=0

3. La retta generica s e’ allora:

r =P, +1k
y =P, +mk
z =P, +nk

4. I'equazione €’
=P, +1k
y =Py, +mk
z=P,+nk
f(Py, Py, P;) =0

al variare di k, Py, P,, P, otteniamo tutti i punti del cilindro.

5.12.2 Proprieta’

Theorem 5.14. Sia Q un cono o un cilindro, V il suo vertice, e a un piano,
allora
Veas an@ =T e una conica spezzata

Proof:
(1)1. Dim =
Sia P €T.
p: VP CQ, per def di vertice
Vea Pca = VPCua
VP CT = T € una conica spezzata
(1)2. Dim <=

Supponiamo per assurdo che V ¢ «

I" €’ una conica spezzata = Jrettap CT
Sia P’ € p:

PepCll = P el
per def di vertice VP’ C Q. Poiche’ questo vale VP’ € p, il piano definito
dalla retta p e dal punto V' e’ contenuto in @, cioe’
piano pV C @

e quindi Q) €’ spezzata, ma questo e’ assurdo, contro ipotesi.
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Corollary 5.15. Sia @ un cono o un cilindro, V il suo vertice, e a un piano,
allora

an@ =T e’ una conica spezzata inrUs, r #s = rNs={V} e vertice

Proof:
Per il thm di prima il vertice V e’ t.c. V € a, allora
Vea, Ve = Vel = VervVes

(2)1. Supponiamo per assurdo che V er, V ¢ s
Sia {P'} = rNs. Prendiamo P” € s: P” # P’, allora per definizione di
vertice VP C Q =rUs = VP’ =7r v VP” = s. 1l primo caso e’
assurdo perche’ P” ¢ r. Il secondo perche’ V ¢ s.

(2)2. Supponiamo per assurdo che V € s, V ¢ r
si procede come prima

(2)3. Q.E.D.
Quindi, poiche’ necessariamente V' € I, per esclusione segue che V € rNs

O

Corollary 5.16.

Q cono & Cuo(Q) non e’ spezzata
Q cilindro < Cux(Q) e’ spezzata

dove Coo(Q) = oo NQ €’ la conica all’infinito di Q (w0 €’ il piano all’infinito)

Proof:

CASE: @ cono

V € un punto proprio & V ¢ 7y

Per il thm [pg.55,par.5.14],

V¢ e © Moo NQ = Cy € non spezzata.

CASE: @ cilindro

V' €’ un punto improprio & V € w4

Per il thm [pg.55,par.5.14],

V ETMw & Moo NQ = Cy € spezzata.

O
5.12.3 Proprieta’ analitiche
Theorem 5.17. Sia Q una conica, allora
1. ayy = a4 = azg = agq = 0 = O e’ il vertice della quadrica =
Q e’ un cono o una spezzata
2. a13 = a3 = azz = aq3 = 0 = Z e’ il vertice della quadrica =
Q e’ un cilindro con rette | a Z oppure e’ una spezzata
3. a12 = a9y = agy = ago = 0 = Y, e’ il vertice della quadrica =
Q e’ un cilindro con rette | a Y oppure e’ una spezzata
4. a11 = a1 = az1 = ag1 = 0 = X, e’ il vertice della quadrica =

Q ¢’ un cilindro con rette || a X oppure e’ una spezzata
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Proof:

(1)1. Primo caso
a14 = a4 = azq = agqa = 0 vuol dire che tutti il termine noto e’ nullo. Usando
la caratterizzazione analitica del vertice ( [pg.50,par.5.10]), controlliamo che

O sia vertice:
O=[0 0 0 1]

aix  aiz2 ais

a12 G2z a23

aiz ag3 Aass
0 0 0

AX = < 0=0

cooo
cooo
— o oo
|
cocoo

(1)2. Secondo caso
Si procede come prima, tenendo presente che stavolta la matrice associata e’:
ain a2 0 ay

a1z azz 0 ag
A= 0 0 0 O
ayy aza 0 au
e che
Zoo = (03 05 170)
O
Negli altri casi si procede analogamente O

Corollary 5.18. Se Q non e’ spezzata, allora
1. ferminenoto — cono con vertice in O
2. X — cilindro parallelo a X
3. ¥ — cilindro parallelo a Y
4. K — cilindro parallelo a 7

Dove con /X indichiamo lassenza di termini con la x nell’equazione della
quadrica.

Example 5.5. Se consideriamo una conica I' : a1122 + agy? + --- = 0 nello
spazio, otteniamo un cilindro con vertice Z,, poiche’ I'equazione della quadrica
Q: a1z + agy®+--- =0 non ha termini in Z... La questione si puo’ anche
vedere cosi’: prendiamo la conica I' definita nel piano e la immergiamo nello
spazio con questo sistema:

a11x2+a22y2+---=0
z=0

dando un qualsiasi valore a z, ci “sposteremo” sull’asse A , ottenendo nel piano
parallelo al piano xy, posto ad altezza z la nostra conica I'. Cosi’, se I" fosse
un’ellisse, otterremo un cilindro ellittico, e cioe’ un ellissi traslata parallelamente
a z, che lascia la “scia”. Se fosse un parabola, otteremo un cilindro parabolico,
etc...,.

Caso analogo per

a1122+a22y2+-~-:0
z=0

In questo caso, lo spostamento sara’ parallelo a X.
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5.13 Tangente

Sia P € (), non vertice,
la retta r € tan(Q, inP) < rNQ=r VvV rNnQ={P,P}

Nota: se P fosse un vertice, allora per il thm [pg.50,par.5.10], tutte le rette
passanti per P sarebbero delle tangenti. Ecco perche’ imponiamo che P non
debba essere un vertice.

Theorem 5.19.

LET: 1. P=(Xo) €Q: 'XAX =0, con P non vertice
2. r una retta

3. Piano a: 'XgAX =0
allora
rCoa, Per & re’ tan(Q, inP)

Owvero, a e’ il luogo di tutte e sole le tangenti a @ passanti per P. Esso e’
chiamato il piano tangente.

Proof:
(1)1. Dim =
Per Hp r C a, P € r, allora r ¢’ data da
T X = )\XO =+ ,qu
dove P’ = (X7) €’ un suo punto distinto da P. Alcune considerazione prelim-
inari:
rCa = P ca= XgAX; =0
PGQ = thAX():O
Consideriamo

. 2N (*X0AX0) +p2 (X1 AX ) + 20 (X AX,) = 0
. { XAX =0 Nl il
r :

= =0 PeQ =0
X =2X X
o+ pX X = AXo 41X,

MZ(tXlAXl):O N MZO v 0=0
X =2Xog+ pXy X =Xy X =2Xo+ pX1
Quindi in questo caso abbiamo ottenuto o il punto P contato due volte, oppure
tutta la retta r. Per la def di tangente, r € tan(Q, inP).
(1)2. Dim <=
Supponiamo per assurdo che r ¢ a.
re tan(Q,inP) = Per

Pec@Q = XpAXy=0=>Pca

r¢doa = 3P er: P'¢a, PP#£P
Pda= XgAX; £0

rNQ=P P #P = P ¢Q = X;AX; #0
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Consideriamo r N Q:
)\2 (tXQAXo) +M2(tX1AX1) + 2)\‘LL(tXOAX1) =0

"0 IXAX =0 N —_—— ——— ———
T N _
X = AXo + p X1 =0 Peq 70 70

p2(1X1AX ) + 22u('XgAX;) = 0 p(p(*X1AX1) + 20 ("X AX1)) =0
—— —— —— ——
= #0 #0 = #0 #0
X:)\X0+MX1 X:AX0+MX1
Oltre a p = 0 che ci da’ il punto P, per pu # 0, come soluzione abbiamo:
\ = —[LtXlAXl
2tXpAX,

che ci da’ un altro punto P, distinto da P. Quindi r N Q = {P, P}, ma
questo e’ assurdo perche’ r e’ tan(Q,inP).
O

Example 5.6. Se O € @, dove O = (0,0,0, 1) e’ Porigine, allora
«: [0 0 0 1] AX =0 & apr+ asqy + agaz =0

Nota: che a4 + a24y + azqz sono le ultime componenti dell’equazione della
quadrica.

In sostanza, se abbiamo una quadrica, con un’equazione omogenea, cioe’ pas-
sante per O, per trovare il piano di rette tg a @ in O, basta eguagliare le ultime
quattro componenti dell’equazione. Se questo piano non esiste, allora O e’ un
vertice.

Theorem 5.20. Sia « il piano tg a Q in un punto Py, che non e’ vertice, allora
anN@Q=a V an@Q=T conica spezzata

Proof:
CASE: @ spezzata
(@ non puo’ essere spezzata in due piani coincidenti, perche’ tutti i suoi
punti sarebbero dei vertici e quindi non esisterebbe «a
Q@ €’ quindi spezzata in due piani distinti 7y, mo. I punti della retta my Ny
sono tutti e soli i vertici di Q. Percio’ Py € @ non vertice = Py ¢
mNme = Py€em & Py € mg. Supponiamo ad esempio che Py € my.
Tutte le rette C 71 e passanti per Py sono delle tangenti a Q:
rCm, Pher
rN@=rN(mUm)=Nm)UrNm=r = re tg
allora, il piano 7y €’ proprio il piano tangente a @ in Py, e percio’ m1NQ = m
CASE: @ non spezzata
LET: .T=an@
2.P1€FZ P17£P0
3.rettap: Pyl

Py,Phcea = pCa
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Poiche’ p passa per P ed e’ contenuta in «, e’ allora tan(Q, inFPp).
Py, PLepn@Q

= pNQ=p = pC
p e tan(Q,inkFp) pne@=p PeQ

pca ;
= pCTI = T € spezzata
PEq@

O

Corollary 5.21.
Q@ non e’ spezzata, a piano tg a Q in P = QNa =1 e’ una conica spezzata.
Con questo corollario possiamo effettuare la sequente classificazione di punti:

I' spezzata in due rette distinte : P, si dice punto iperbolico
I" spezzata in due rette coincidenti : Py si dice punto parabolico

I’ spezzata in due rette immaginarie (che siincontrano in un punto reale):
Py st dice punto ellittico

Ad esempio, un piano tangente a una sfera, si incontra con essa in un solo
punto reale, che e’ pero’ l'intersezione delle due rette immaginarie.

Corollary 5.22. FEscludiamo il caso del cono-cilindro dal corollario precedente:
sia Q mon degenere, allora
apiano tga @ in P < QNa=1T e’ una conica spezzata.

Proof:

(1)1. Dim <«
Intanto, osserviamo perche’ nel caso del cono-cilindro non vale: prendiamo
« in modo tale che a N @ sia una conica spezzata in due rette reali distinte
r,s, dove r N's = {P}. Per il cor [pg.56,par.5.15], P sarebbe il vertice di @Q,
ma questo e’ assurdo; infatti, P e’ il pt. di tangenza di a: se per assurdo il
pt. di tg T fosse € r e ¢ s, la retta TT’, con T" € s, non sarebbe tg, poiche’
{T,T'}CTT'NQ. Ma P e’ un vertice, questo e’ assurdo perche’ le rette pas-
santi dal vertice non sono tg.

Ritorniamo a noi: il caso aN @ =due-rette-coinc. non puo’ accadare, perche’
altrimenti ) sarebbe un cono-cilindro, ma @ ¢’ non degenere'” . Allora, se
aN@ e una conica spezzata in due rette distinte reali r, s, si avra’ P = rNs.
P sara’ punto di tangenza, e tutte le rette contenute in «, passanti per P
saranno tangenti. Infatti, sia ¢ retta t.c. ¢Ca, P € q, q # 7,5. Se per
assurdo ¢ non fosse tg, allora 30 € q: O # P, O € Q
O€eqCa=0€a
0e€eq
assurdo perche’ ¢ # r,s. Infine, se q=r V ¢=s
r,sCI'CQ = ¢NQ = ¢

=0e€l=rUs=0¢€r v Ocs

Proposition 5.23. Da quest’ultimo risultato seque che T, e’ un piano tangente
a un paraboloide.

17proveremo piu’ avanti che tutti i punti dei coni-cilindri sono parabolici
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5.14 Punti iperbolici, ellittici, parabolici
Abbiamo dato la definizione di punto iperbolico, ellittico, parabolico in [pg.60,par.5.21].

Theorem 5.24. Sia (Q una quadrica non spezzata, e Py € Q, allora

Py parabolico = Q e’ un cono o un cilindro

Proof:
Una quadrica non spezzata puo’ essere o un cono-cilindro oppure non de-
genere. Supponiamo per assurdo che sia non degenere. Poiche’ non e’ de-
genere, non ha vertici, percio’ per P, esiste sicuramente il piano « tg a Q.

Py parabolico = anN@ =ruUr
PROOF SKETCH: considereremo un piano 3 # « : rCf3. Dimostrando che sia
a, che 3 sono piano tg, arriveremo all’assurdo.
Sia P; € @\ a, e sia § il piano contenente r e P;.
6NE="T
rCB, rCc@ = rCl = T e spezzata
Peq, Phepf = Pel
Pida = P é¢r

I'=rus
Sia {T} =rnNs.

= ds#rCl

(2)1. Mostriamo che (§ €’ il piano tg a Q in T
tutte le rette in 3, passanti per T sono tg a @ in T'. Infatti, sia g retta t.c.
qCB, T € q, ¢ # r,s. Se per assurdo ¢ non fosse tg, allora 30 € ¢ : O #
T, 0e€q@
0O€qCB=0¢€ep
0OeqQ
assurdo perche’ ¢ # r,s. Infine,se g =1r V ¢=3s
r,sCI'CQ = ¢NQ = ¢
Ecco quindi che ogni retta passante per T e contenuta in 3 e’ tg per @
(2)2. a € il plano tga Q in T
si procede come prima, tenendo presente che a N Q@ =r
In definitiva,

=0ec€l'=rUs=0¢€r VvV Ocs

ae ilpianotga @ in T

0 €' il piano tg a Q in T
assurdo, perche’ il piano tg €’ unico.
O

Theorem 5.25. Sia QQ una quadrica non spezzata, e Py € QQ non vertice, allora
Py parabolico & Q e’ un cono o un cilindro

ovvero it punti, non vertici, di un cono-cilindro sono tutti e soli i punti parabolici.

Proof:
(1)1. Dim =

I’abbiamo gia’ dimostrato nel thm precedente
(1)2. Dim <«
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Poiche’ Py non e’ vertice, 3 il piano «a tg a @ in P. Ora, per quanto abbiamo
visto in cor [pg.60,par.5.21], Py puo’ essere o iperbolico o parabolico o ellittico.
Se per assurdo a N Q = r U s, per il cor [pg.56,par.5.15], vertice V.= rnNs.
Vers=an@ = V € a, ma questo e assurdo, perche’, in questo caso,
il piano tg non puo’ contenere il vertice'®. Quindi aN@Q = rUr.

O

Corollary 5.26. QQ non degenere ha solo punti iperbolici o ellittici.

Proof:
@ non degenere significa che non ha vertici, allora per il thm [pg.61,par.5.25],
tutti i suoi punti non sono parabolidi. Quindi sono o iperbolici o ellittici.
O

Theorem 5.27. () non spezzata,
Py € Q iperbolico = VP € QQ P iperbolico

Proof:
Osserviamo che per il cor [pg.61,par.5.25],
P, iperbolico = P, non e’ cono-cilindro
poiche’ @ non e’ spezzata, e non e’ un cono-cilindro, allora e’ non degenere.
Sia « il piano tan(Q,inPy). Osserviamo che Py iperbolico = I'=anN@ =
ryUs.
SiaPleQ: P1¢P0,
CASE: P €
Supponiamo che P; € s. Sia 3 il piano tan(Q,inP;), si ha
PhesCa = setgin P

P es

= sC [ |[per def di piano tg|

studiamo IV = SN Q:

1. I non puo’ essere unione di due rette coincidenti perche’ altrimenti P;
sarebbe parabolico, e per il thm [pg.61,par.5.25] Py dovrebbe essere pure
parabolico, assurdo.

2. IV non puo’ essere unione di rette img, perche’

{aﬂQ:rUs = sCQ = sCT
sCp
ed s €’ reale.
3. Quindi 'unico caso rimasto e’ che I sia unione di due rette reali, cioe’
P, €’ un iperboloide.
Case: P ¢ «
Ricordando che ' =anN@ =rUs,
LET: 1. g il piano tan(Q, inPy)
2.rettap=L0Na
3. {4,B}CpnN(ruUs)

18Vedi la dim. del cor [pg.60,par.5.22]
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Allora,
Piep, AcpB = PACS

= PlAe’ tan(Q,inPl) = PlAﬂQ:(Pl\/PlA)
PIANQ = P, assurdo perche’ A € Q@
:>P1AﬂQ:P1A:>P1A§Q

PACANQ =T’
in modo analogo si vede che
PB C BNQ

Quindi SNQ €’ spezzata in due rette reali e distinte, percio’ P; e’ iperbolico.

Theorem 5.28.

Py € Q ellittico = VP € Q P ellittico

Questo thm si ottiene per esclusione dal thm [pg.61,par.5.25], e dal [pg.62,par.5.27].

Proposition 5.29. Riassumendo i precedenti tre teoremi:

una conica non spezzata, ha i punti tutti dello stesso tipo.

5.14.1 Tabella riassuntiva

Co(Q) non spezzata |  Cx(Q) spezzata

pt. iperbolici Iperboloide iperbolico Paraboloide iperbolico

pt. ellittici | Iperboloide ellittico V Ellissoide | Paraboloide ellittico

pt. paraboloci Cono Cilindro

Il caso dubbio “Iperboloide ellittico V Ellissoide” si risolve vedendo di che tipo
sono i punti di Cr, (Q): se img avremo ellissoide, se reali I'iperboloide ellittico.

5.15 Sezioni piane - Cono-Cilindro

In questa sottosezione, analizzeremo le sezioni piane dei coni e dei cilindri.

5.15.1 Classificazione

Consideriamo I' = aN @, dove Q) €’ un cono-cilindro, o un piano, I" una conica.

Per classificare I' si procede in questo modo:

1. Se V, vertice di @, € & = T € spezzata (thm [pg.55,par.5.14])
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2. Se V ¢ Q, el e dato da un sistema del tipo:

anz? +any*+-- =0
z=0

allora possiamo applicare tutti i teoremi che conosciamo sulle coniche

(Ass, |4, .. .y).

3. Altrimenti, calcoliamo i punti impropri di T', e la classifichiamo usando
le definizioni (ellisse=due pt. impropri img, parabola=due pt. impropri
reali coinci, ..., ).

5.15.2 Tipi di coniche

Theorem 5.30. Sia Q un cilindro, allora si verifica uno dei sequenti casi:

V3 piano : V ¢ B si ha SN Q e’ una parabola
V3 piano : V ¢ 3 si ha BNQ e’ una ellisse
VB3 piano : V ¢ B si ha SN Q e’ una iperbole

Owvero, il cilindro contiene coniche tutte dello stesso tipo.
In base a questo teorema, possiamo suddividere i cilindri nelle sequenti
classi: cilindri ellittici, iperbolici, parabolici.

Proof:
Per il corollario [pg.56,par.5.16], C(Q) €’ una conica spezzata.
Consideriamo C(Q)
CASE: C(Q) sono due rette s1, sz reali e distinte (improprie)
Notiamo che s1, $3 C T, € che per il corollario [pg.56,par.5.15], s1Nsy =V
vertice.
Prendiamo un piano 3 che non passi per V. r(8), non passando per V,
tagliera’ s1, so in due punti reali e distinti. Allora,
Iy ={P1, P>} = T ¢ una iperbole
Nota !9
CASE: Coo(Q) sue due rette reali e coincidenti
Come prima. Stavolta pero’ si avranno due punti reali e coincidenti, e
percio’
'y ={P, P>} = T ¢ una parabola
CASE: C(Q) sono due rette img
Come prima. Si avranno pero’ due punti img coniugati. Quindi
I'y ={P, P>} = T ¢ una ellisse

Theorem 5.31.
Le sezioni di un cono danno origine a tutti i tipi di coniche.

Proof: Basta procedere in modo analogo alla dim del thm precedente, con-
siderando pero’ che Co(Q) €’ una conica non spezzata.

9Conviene rappresentarsi la situazione disegnando il piano all’infinito, le due rette s1,s2
contenute in esso, che si intersecano in V', e una retta qualsiasi che non passa per V.
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5.16 Sezioni piane - Quadriche non degeneri

In questa sottosezione, analizzeremo delle quadriche non degeneri.

Sia @ la quadradica che considereremo di volta in volta, o un piano non tg ad
essae'=anN@, e =re(a) NCux(Q).

5.16.1 Ellissoide

T' e’ sempre un’ellisse

Proof: proprio per def. C(Q) €’ tutta a punti img, quindi pure I lo €’.

5.16.2 Iperboloide
1. T'oo = {P1, P2} reali =T € un iperbole
2. T'oo = {P1, Pi} reali =T ¢’ una parabola
3. T'wo ={P, P} img =T € una ellisse

Proof: Questi casi si verificano perche’ Coo (@) €’ non spezzata, e reale. Nota: a
differenza del cono, nell’iperboloide una sezione piana non puo’ contenere tutti
i tipi di coniche spezzate.

5.16.3 Paraboloide

CASE: Iperbolico
1. T = {P1, P} reali = T €’ un iperbole
2. Too ={P1, P} reale = T e’ una parabola
Py ¢’ il punto di tg della parabola con 7., ed e anche il suo centro.
Proof: C(Q) €’ spezzata in due rette reali e distinte, che si possono percio’
“tagliare” con () in due pt. distinti o due coinc.
Casg: Ellittico
1. T ={P1, P} img =T ¢’ un ellisse
2. T ={P1, P} reale = T € una parabola
Proof: C(Q) € spezzata in due rette img.

5.17 Equazioni ridotte e invarianti

Theorem 5.32. Data una quadrica @Q esiste almeno un sistema di riferimento
QXY Z rispetto al quale @ si puo’ scrivere in una delle sequenti forme:

an X% 4 a0Y? + a3z Z% + gy =0 (1)

a1 X2+ anY? 4+ 2042 =0 (2)
Inoltre, le sequenti caratteristiche dell’equazione restano invariate:
1. r(A), la caratteristica di A.
2. det A .

ai1  aiz2 a13
3. Ayq = |a12 ag2 ass|, il complemento algebrico di posto (4,4).
a3 @23 A33
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a1l a2
a12  a22

a11 a3
a13 ass

a2 A23
23 Aa33

J =

Nota che ogni addendo e’ il complemento algebrico (in valore assoluto)
della matrice Ay, rispettivamente di posto (1,1), (2,2), (3,3)

5. I=ai1 +az+ass

5.17.1 Equ. ridotte

Coniche degeneri

1. @ cono = (@ ha equazione ridotta di tipo (1)

2. @ cilindro iperbolico o ellittico = @ ha equazione ridotta di tipo
(1)

3. Q cilindro parabolico = @ ha equazione ridotta di tipo (2)

non degeneri

1. @ paraboloide & @ ha equazione ridotta di tipo (2)
2. @ ellissoide o iperboloide < @ ha equazione ridotta di tipo (1)

5.17.2 Equazioni canoniche
Piu’ in dettaglio, abbiamo le varie equazioni canoniche:

Coniche degeneri

Cilindro parabolico: Z = aX?
Cilindro ellittico: f—j + }b/—; =1
Cilindro ellittico immaginario: f—; + 1;—22 =-1

e . . 2 2
Cilindro iperbolico: 5—2 — 12—2 =

AN S A

Cono: a1 X2+ a9Y?+a332%2 =0 (che €’ ’equ di un cono con vertice
in O)

non degeneri

1. Paraboloide ellittico?®: Z = )a%g + %22
Il piano Z = 0 €’ tangente nell’orgine.
2. Paraboloide iperbolico: Z = f—; - 3;—22
Il piano Z = 0 €’ tangente nell’origine.
3. Ellissoide a pt. reali: f—; + }b/—; + f—; =1
A = (a,0,0) e’ un suo punto. Il piano tg ad A e’ X = a.

20¢con “paraboloide ellittico” intendiamo “paraboloide a pt. ellittici”
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4. Ellissoide a pt. immaginari: f—; + %22 + f—; =-1
5. Iperboloide iperbolico: {f—; + }g—; — f—; =1
A = (a,0,0) ¢’ un suo punto. Il piano tg ad A e’ X = a.

6. Iperboloide ellittico: f—; - %2 =1

Proof: Prima di proseguire consideriamo le matrici associate alle due forme
ridotte:

11 0 0 0 11 0 0 0
0 Q22 0 0 0 Q29 0 0

(1) 0 0 Q33 0 (2) 0 0 0 Q34
0 0 0 Q44 0 0 Q34 0

(1)1. Sia @ un cono o un cilindro, ovvero p(A4) = 3 (vedi [pg.51,par.5.9.1])
CASE: supponiamo che abbia equazione ridotta (1)

Poiche’ p(A) = 3, allora almeno un coefficiente si deve annullare.

CASE: agz =0, gli altri #0
Si ha Y2433 X 2 +auy, che si puo’ riscrivere come :I:f—;:l:%—; = 1. Per
il cor [pg.57,par.5.18], avremo un cilindro parallelo a Z, la cui direttrice
e’ un ellisse (immaginaria o reale) o un’iperbole.

CASE: age =0, gli altri #£ 0
come prima, pero’ il cilindro e’ parallelo a Y

CASE: ay1 =0, gli altri #0
come prima, pero’ il cilindro e’ parallelo a X

CASE: ayq =0, gli altri #0
L’equazione diventa a11X? + aasY? 4+ a33Z% = 0. Sempre per il cor
[pg.57,par.5.18], avremo un cono con vertice in O.

CASE: supponiamo che abbia equazione ridotta (2)

p(A) =3 = agq # 0 (altrimenti si avrebbe p(A) = 2). Allora ci sono solo

due casi analoghi.

CASE: age =0, gli altri #£ 0
L’equazione diventa a11X?2 + 2ai34Z = 0 che si puo’ trasformare in Z =
aX?. Questo e un cilindro che ha per direttrice una parabola, ed e’
parallalelo a Y

CASE: ay; =0, gli altri #0
L’equazione: a11Y? 4 2a34Z = 0 che si puo’ trasformare in Z = aY?2.
Cilindro che ha per direttrice una parabola, ed e’ parallalelo a X

(2)1. Sia @ una quadrica non degenere, ovvero p(A4) =4
Stavolta p(A) = 4, quindi tutti i coefficienti sono # 0
CASE: supponiamo che abbia equazione ridotta (2)
Semplificando la forma ridotta, si arriva alle due equazioni Z = f—; + )l:—;

Classifichiamole:
CASE: +
Calcoliamo lezt sua 2gonica adl’ini;inito:2
Z= Sk [ E = E - =0
t=0 t=20

questa e’ una conica spezzata in due retta img. Quindi, in questo caso
I’equazione ridotta rappresenta un paraboloide.
Vediamo che tipi di punti possiede: basta considerare un qualsiasi
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piano tangente ad essa (vedi [pg.60,par.5.21]) . Come piano prendiamo
quello tangente in O, che e’ Z = 0 (vedi [pg.59,par.5.6]).
X2 Y2
0 = az + B2
Z =0
che e’ una conica spezzata in due rette img e quindi O € un punto
ellittico. Allora, per quanto visto prima, tutti i punti della quadrica
saranno ellittici.
CASE: —
Si procede come prima, e si arriva a un iperboloide iperbolico (a pt.
iperbolici).
CASE: supponiamo che abbia equazione ridotta (1)
Le equazioni canoniche a cui perveniamo sono:
X2 vz 72
S EE s =t
Classifichiamole:
CASE: +,+,+
La sua conica all’infinito e’2 ) ,
Tt {e=0
t=0
che e’ una conica non spezzata a punti immaginari. Quindi la quadrica
e’ un ellissoide, a punti reali (dato che I'equ della quadrica ammette
soluzioni reali).
CASE: +,+, —
La sua conica all’infinitg e’2 ) ,
Tt ie=0
t=0
che e’ una conica non spezzata a punti immaginari. Quindi la quadrica
e’ un ellissoide, che pero’ ha tutti i punti immaginari.
CASE: +,—,+
La sua conica all’infinito €’
X2, y? z?
Tt —F==0
t=0
che €’ una conica non spezzata con almeno un punto reale (ad esempio
(0,b,¢,0)). Quindi la quadrica e’ un iperboloide.
CASE: —, —, +
Lo stesso caso precedente. Pero’ stavolta un punto reale della conica
all’infinito €’ (a, b, 0, 0)
(4)1. Classifichiamo i tipi di punti
Un punto comune ai casi (+, +,+), (+,—,+), (—,—,+) e’ A= (a,0,0),
infatti, soddisfa le loro equazioni. Poiche’ siamo nel caso di coniche non
degeneri, non c’e’ dubbio che A non sia vertice. Calcoliamo allora il
piano tg in A con la formula (vedi [pg.58,par.5.19]):

L 0 0 o0]][X
1
[a 0 0 1] 8 iéﬂ ioc% 8 12/ =0 & éX—1:o & X=a:
0 0 0 -1 1
Per classificare i punti delle quadriche, calcoliamo il sistema o N Q) nei
vari.
CASE: +,+,+
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2 2 2 2 2
X+ L+ L =1 Y+ 4 =0

ana@: +e? +e?
X=a X=a
quindi aN @ si spezza in due rette img, avremo allora punti ellittici.
CASE: +,—,+
X2 v 2 v:_ 2
an Q . a? b2 +c2 T o b2 +c2 T
X=a X=a
quindi N @ si spezza in due rette reali distinte, avremo allora punti
iperbolici.
CASE: —, —,+
X2 _y? z: _ Y z: _
anQ: 4@ wte=l e tia=0
X=a X =a

punti ellittici.

5.17.3 Invarianti

|A] >0 < Q€ a pt. iperbolici
Al <0 < Q¢ apt. ellittici
|[A| =0 < Q ¢’ a pt. parabolici
Ay = 0& Qe spezzata

Ay #0 A =0

|A| >0 Iperboloide iperbolico Paraboloide iperbolico

|A] <0 | Iperboloide ellittico V Ellissoide | Paraboloide ellittico

p(A)=3, |A|=0 Cono Cilindro
Il caso |A] > 0, Ayq # 0 sirisolve vedendo di che tipo sono i punti di Coo (Q):
se img avremo l’ellissoide, se reali 'iperboloide ellittico.

Proof:
(2)1. Analizziamo |A]
Consideriamo le quadriche non degeneri, ovvero supponiamo che |A| # 0,
cioe’ p(A) = 4. Per quanto visto in 5.17.2, possiamo ricondurre ’equazione
di @ a una forma canonica. Calcoliamo il determinante di ognuna:
1. Paraboloide ellittico Z = %, + ¥
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= 0 0 0
0 % 0 0 —1
= b2 =
=10 0 0 =T 3z <0
0o 0 F 0
2. Paraboloide iperbolico: Z = % - %22
L0 0 0
0 &% 0 0 1
= b2 =
4=10 0 o S T 2a2 0
0 0 F 0
2
3. Ellissoide a pt. reali: a—; + 3;72 + %22 =1
L0 0 o0
|0 &% o0 of_ -1
=10 0 L o] @pe <"
0 0 0 -1
4. Iperboloide iperbolico: %22 + %22 -4 =1
L 0 0 0
0 % 0 0 1
= b2 ==
AI=1o 0 =2 0| a0
0O 0 0 -1
5. Iperboloide ellittico: };—; - }bff; - %2 =1
L 0 0 0
0 =L 0 0 -1
= b2 ==
A=l o =2 0| azmez <0
0 0 0 -1

(2)2. Analizziamo Ay

ailr a2 a3
Agq = |a12 a2 ags

a3 @23 Aass
Notiamo che gli elementi dell’A44 sono i termini di II grado dell’equazione
di @, e sono quindi quelli che rimangono quando si calcola C (Q):
Coo(Q) = Qnima, - {a11x2 + ag2y? + azzz? + 2a12wy + 201372 + 2a23yz+ =0 (1)
t=0 (2)
La (1) si puo’ intendere come una conica scritta in coordinate omogenee
usando la variabile z al posto di ¢. Poiche’ la (2) €’ irridubile, Co(Q) si
spezza sse la conica (1) si spezza. Per quanto abbiamo visto nel piano, la
(1) si spezza sse il suo det €’ 0, ma il suo determinante e’ proprio Ayy.

Example 5.7. Per classificare i punti di @, esiste un metodo che in alcuni
casi risulta piu’ veloce, e che non fa uso di |A]. Questo metodo si basa sulla
definizione dei tipi di punti e sull’esempio [pg.59,par.5.6].

Sia Q: 22 +y> —22+22y+2=0.

1. Passa per lorigine. Il piano tgin O €’ a: x =0
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2.

3.

Calcoliamo a N Q:

2 2 2 2 2
¢+ 22 +2xy+x=0 z=0
{ Yy Yy {Z/

xr=0 z=0

o (z—=y)(z+y)=0 o z—y=0 oppure zZ+y
z=0 z=0 z=0

ecco che si spezza in due retta reali distinte. O e’ quindi un punto iper-
bolico.

Q ¢’ a pt. iperbolici

allora poiche’ passa per 'origine, z = 0

5.18 Polare

Data una quadrica non degenere (|A| # 0), definiamo la polare cosi’ come
abbiamo fatto nel piano (vedi [pg.21,par.3.4)):

mT:P—TR
m(P)={PeP|PAP =0}

nel piano 7(P;) era una retta, nello spazio w(P;) e’ un piano: il piano polare
di P;. Tuttavia, poiche’ la definizione formale €’ identica, tutti i teoremi e le
dimostriazioni viste nel piano valgono anche nello spazio:

1.

Py E’/T(Pl) s P 67’(’(_13(])

Py, P; si dicono punti coniugati.
7w(Py), m(Py) si dicono piani coniugati.
P, € n(Py) si dice autoconiugato

Pe@ & Pen(P)
I punti autoconiugati sono tutti e soli quelli che appartengono alla quadrica.

m(P)e tga@Qin P& P e n(P)
ovvero, un piano polare e’ tg a () sse €’ autoconiugato, cioe’ se ha almeno
un punto autoconiugato.

C € P sidice centro di Q & 7(C) = e
Dato P € 7w, m(P) si dice piano diametrale.

d = diametro & C €d
Ovvero, i diametri sono tutti i piani passanti per C'

Anche i metodi per calcolare il centro rimangono invariati:

1.

Il centro di un’ellissoide o di un iperboloide ¢’ dato da (vedi [pg.25,par.3.17]):

11 + a2y + a3z +ayg =0
C: a4 axy + az +a =0
a31% + az2y + azzz +azg =0
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2. Il centro di un paraboloide @ €’ il punto di tangenza tra @ e 7
Abbiamo pero’ un nuovo teorema:

Theorem 5.33. Sia r una retta e Py, P, € v, allora
VPy € r w(Py) € F(n(Pr),n(P))

dove F(n(P1),m(Py)) €’ il fascio di piani generato da w(Py) e da w(Pz). Inoltre,
r e’ l'asse di questo fascio.

Proof:

Py = (X1), P»=(X2), Py = (Xo)

r: X =AX1 + pXo

Poer=3Nu: Xo=XX;+uXo (1)

7(Py): XgAX =0 (2)

(1), (2) = "OX1 + uX2) AX =0 NV'X1AX + /' XAX =0
7(P): X;AX =0

7(Py): ‘XoAX =0

Definition 5.8. Le rette r e s sono coniugate fra loro <
VPer,Qes Pen(Q),Qen(P)

ovvero, se due qualsiasi punti delle due rette sono coniugati fra loro.

Theorem 5.34. Data una retta r, esiste la sua retta coniugata s, che si trova
col sequente metodo:

1. P,Pyer
2. S:W(Pl)m’ff(Pg)

Proof:
Sia P € r. Costruiamo s:
P, Pcr
s =n(P)Nm(P")
[tPax =0
PPPAX =0
Sia Q € s
(2)1. Dim che P € 7(Q), ovvero 'QAP =0
PAQ =0 QAP =0
QEss @ @
PPAQ =0

QAP =0 < P cn(Q)
Per il thm della reciprocita’ segue anche che @ € 7(P), e quindi il viceversa
e’ pure dimostrato.
O
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5.18.1 Cono-Cilindro circoscritto a )

Sia @ una conica non degenere e Py ¢ (. Un suo cono-cilindro circoscritto e’
I'unione di tutte le rette tangenti a @ e passanti per FPy. Ad esempio, un cono
che continene una palla, ¢’ un cono circoscritto ad essa.

Theorem 5.35.
retta PpT tga Q inT < T en(Py), T E€Q

Proof:
Sia « il piano tg a @ in 7.
a=n(T)
PyTCa = (PO GO&ZW(T)) <:>T€7T(P0)
Viceversa,
Ten(P)=FPen(T) = apanotga@inT
TeQ

Py, T € a= P/ TCa = PyT e unarettatga @ inT
O

Proposition 5.36. Per calcolare il cono-cilindro circoscritto di QQ, con vertice
Py, si procede cosi’:

1. Sia a = w(R)
2. Sia T' = an@

3. Calcoliamo il cono-cilindro con i metodi visti in [pg.53,par.5.12], usando
I' come direttrice e Py come vertice.

5.19 Quadriche di rotazione

Una quadrica di rotazione e’ generata da una curva che ruota attorno a un
asse. Ad esempio, se prendiamo z = 22, e la facciamo ruotare attorno all’asse
z, otteniamo z = x? + y? Poiche’ ogni punto della curva che routa descrive
una circonferenza, le quadriche di rotazione si possono pensare come luogo di
circonferenze. Per questo motivo, tutte le quadriche che non contengono ellissi,
non possono essere quadriche di rotazione:

NON sono quadriche di rotazione : Cilindro parabolico, cilindro iperbol-
ico, paraboloide iperbolico

Theorem 5.37. Data una quadrica Q, che non sia una sfera,
Q e’ di rotazione < Coo(Q) e K sono bitangenti < Coo (Q)NK = {A, A, A, A}

dove K e’ il cerchio assoluto, e A il coniugato del punto immaginario A. Nota
che lintersezione di due coniche da’ al massimo 4 punti. Quando due coniche
sono bitangenti, abbiamo una coppia di punti che hanno molteplicita’ 2.

Questo teorema permette di verificare se una data conica e’ di rotazione oppure
no:

1. Si calcola Cop (Q)
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Figure 7: z = 22 + ¢

2. si pone il sistema Co, (Q)NK, dove
K- 22+ y?+22=0
t=20
3. Se si ha una soluzione del tipo {A, A, A, A}, allora Q e’ di rotazione.

Sia r la retta impropria AA, e sia s 'asse di rotazione di @ che vogliamo trovare.
r e s sono due rette coniugate, quindi, per quanto visto in 5.34, possiamo cal-
colare s in questo modo:

1. s = m(A)Nw(A), e piu’ precisamente, dato che A, A € @, avremo s = aN,
dove « €’ il piano tg a @ in A e 3 quello tg a @ in B.

2. Nel caso particolare in cui Q € un cono, allora, s €’ la retta passante
per V, vertice, e L a un piano che contiene una qualsiasi circonferenza di
rotazione.

Supponiamo adesso di conoscere 'equ della conica I' :  f(x,y) = 0, e una retta
r. Vogliamo calcolare ’equazione della conica di rotazione generata da I' che
ruota attorno a r. Si procede cosi’:

1. Prendiamo P, punto generico di I', ovvero, imponiamo
f(Pe, By) =0 (1)
Ora procediamo nel trovare la circonferenza generica.

2. Sia PH la retta | a s, passante per P. Sia H = PHnNs.
PH ¢’ il raggio della circonferenza generica.

3. Sia a: g(z,y,z) =0 il piano passante per P e L a s
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4. Sia S': s(x,y,z) = 0 la sfera di centro H e raggio PH. La circonferenza
generica e’:
s(z,y,2) =0

C=5SNa:
g(z7y7z) :0

5. L’equazione finale di () comprende tutte le condizioni trovate:

C = Sna
OVVvero

f(Pe, Py) =0

s(x,y,2) =0

g(x,y,2) =0

Proposition 5.38. Se s e’ un asse cartesiano del piano di T' ed e’ anche un
suo asse di simmetria, allora vale questa regola:

1. Si sostituisce, nell’equazione di I, la variabile v, che non indica l'asse s,

con v = Vv + 22

Ad esempio, se y = x2 e’ la parabola canonica e s: x =0 e’ l’asse di rotazione:

T — Va2 4+ 22

y:$2—|—22

y =%+ 22 e’ equazione cercata.
Altro esempio: x> —y? =1 e’ Uiperbole. Per ruotarla attorno all’asse y = 0:

y— Vyr+ 22
22—y 422 =1

Se s e’ parallelo a un asse cartesiano, allora si puo’ applicare la traslazione e
poi applicare questa regola.
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5.20 Esercizi vari

Example 5.9. Trovare ’equ della sfera tg a a in P e passante per A

1. Si trova r retta t.c. r L a, P € r. Questa retta passa per il centro della
sfera.
r = x9+ ak

T Sy =1yo+ bk
z=2zy+ ck

2. C € r, si esprime in forma parametrica: C = (zg + ak, yo + bk, 2o + ck)
3. CP=CA, esitrova k
Example 5.10. Trovare ’equ della sfera tg a r in P e avente C' € s
1. Sia « piano L a r e passante per P. Il centro stara’ in questo piano.
2. E precisamente ¢’ C = aNs

Example 5.11. Trovare centro e raggio della circonferenza C = SNa, conoscendo
S sfera e a piano.

1. Troviamo ¢, 7, centro e raggio di S
2. sia p la retta passante per ce 1 a «
3. ccentrodiCe d=pnNa

4. Sia t un generico punto di C. cc/,ct,c't formano un triangolo rettango.
Noi conosciamo cc’, ct, con pitagora troviamo c't.

Example 5.12. Trovare la sfera tg al piano «, passante per il pt. A e avente
centro C nella retta r.

1. Si scrive r in forma parametrica
2. Da r esprimiamo C' in forma parametrica

3. Imponiamo che d(C, A) = d(C, a) (la seconda con la formula della distanza
punto-retta)

Example 5.13. Data una sfera S, e una retta r, trovare i piani passanti da r
etgals.

1. Scriviamo il fascio di piani passanti da r. Ad esempio,
ax+by+cz+d=0
re
dr+by+dz+d =0
F: Max+by+cz+d)+pldr+by+dz+d)=0
2. Imponiamo d(3,C) = R, dove [ €’ il generico piano di F, e R il raggio

della sfera (che possiamo calcolare dall’equazione).
Cosi’ facendo otteniamo A e
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Example 5.14. Dati tre punti A, B, C trovare 'unica circonferenza passante
per essi:

1. « piano passante per A, B, C' (vedi [pg.41,par.5.3.2])

2. Fascio di sfere S passanti per A, B,C: l’equazione si ottiene sostituendo
le coordinate dei punti:

A2+ A2+ A2 +aA, + DA, +cA. +d=0
S: {B2+ B2+ A2+ aB, +bB,+cA.+d=0
C2+Cl4+A2+aC, +bCy+cA. +d=0

3. Cg centro di S. rg raggio di S.

4. Si calcola infine la circonferenza: C' = SNea.

Example 5.15. Sia I una conica nello spazio, data come intersezione di un
piano e una quadrica:

b ey =0: @
C9(@,y,2)=0: «

Sostituendo possiamo ricondurci al sistema equivalente:

{f’(m) =0 (1)

z=g'(z,y)

La (1) puo’ essere intesa come

{f’(wvy) =0

z=0

ovvero, come la proiezione di una conica nel piano z = 0. A questo punto possi-
amo classificare la (1) con tutti gli strumenti relativi alle coniche (Ass, |4],..., ).

Example 5.16. Data la conica, intersezione di quadrica @ e piano «

I'=an@: {

, verificare se essa e’ una circonferenza, e trovare il centro e il suo raggio.
Possiamo procedere in vari modi:

(1)1. Metodo I
Ricavandoci una variabile da g(z,y,2) = 0 e sostituendola in f(z,y,z) = 0,
otteniamo una nuova equazione a due variabili, ad esempio
g(:c,y,z) =0—z= g/(m>y)
fl@y,2) =0 — flz,y,4(2,y)) =0 — f'(z,y) =0
Se f’ rappresenta una sfera, allora I' €’ proprio una circonferenza C, perche’
intersezione del piano « con una sfera.
Per controllare che C sia reale, dobbiamo verificare che d(«, S.) < r, dove S,
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e’ il centro della sfera e r il suo raggio.
Per calcolare il centro della sfera, basta considerare:
C. = pNa
dove p €’ la retta passante per S. e L a a.
Infine, per calcolare il raggio di C, si usa il thm di pitagora sul triangolo

S.C.P:
CCP =YV Sccvc2 + Scip2

dove S.P ¢’ il raggio della sfera, S.C. = d(C., S;) = d(S.,a), e C.P € il
raggio incognita della circonferenza.
(1)2. Metodo II
Come visto nell’esempio [pg.77,par.5.15], calcoliamo la conica proiezione di I':
f(@,y)=0
z=0
dopo aver verificato che si tratta di un’ellisse (utilizzando 1’A33), calcoliamo
il centro dell’ellisse E, (vedi [pg.25,par.3.17]).
Consideriamo la retta r L al piano z = 0, e passante per E.. Il centro della
circonferenza I' sara’ C, = rNa.
(1)3. Metodo III
Troviamo i punti impropri di I', ovvero passiamo a un sistema del tipo
Qoo : f(z,y,2,t) =0
IFe: Qoo g(z,y,2,t) =0
t=20
se con opportune sostituzioni riusciamo ad ottenere nel sistema il cerchio
assoluto, cioe’ ad avere qualcosa del tipo
2y +22=0
g’(x, Y, z, t) =0
t=0
allora possiamo affermare che I' ¢’ una circonferenza, poiche’ i suoi punti
impropri sono i punti ciclici del piano a.
(1)4. Metodo IV
Usiamo il sistema

r:

QOO: f(x’y’z’t):() (O)

0t g(z,y,2,t) =0 (1)

?2+y?+22=0 (2

t=0 (3)

risolviamo il sistema formato dalla (1), (2),(3), ottenendo due punti img.
Questi sono i punti ciclici di «. Li sostituiamo in (0). Se risulta un’identita’,
allora I' €’ una circonferenza: poiche’ passa per i punti ciclici del suo piano, e
quindi per il thm [pg.32,par.3.23], T €’ una circonferenza.

I'ooNK :

5.21 Figure di quadriche

Queste immagini che seguono, sono state prese da
http://www.mat.unical.it/“daprile/materiali/geo_analit_06/Quadriche.pdf
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